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Prefazione

I1 presente volume, che conclude il corso di Fisica teorica, & dedicato
alla fisica cinetica intesa in senso largo come teoria microscopica dei
processi in sistemi norn in equilibrio statistico.

A differenza delle proprietd dei sistemi in equilibrio statistico,
le proprieta cinetiche sono legate molto pis strettamente al carattere
delle interazioni microscopiche fra i diversi oggetti fisici. Di qui deriva
Uenorme varieta di queste proprietd e il carattere notevolmente pid
complicato della loro teoria. Cio rende meno univoca la scelta stessa del
materiale da includere in un corso gemerale di fisica teorica.

Il contenuto del libro risulta chiaro dall'indice. A questo proposite
facciamo alcune osservazioni.

Il libro presta un’attenzione notevole alla teoria dei gas, in quanio,
in via di principio, oggetto pit semplice della teoria cinetica. Alcuni
capitoli sono dedicati alla teoria del plasma non solo per I'importanza
fisica di questa branca della cinetica, ma anche perché molti problemi
della cinetica del plasma si possono risolvere completamente e danno
un’illustrazione istruttiva dei metodi generali della teoria cinetica.

Le proprieta cinetiche dei solidi sono particolarmente varie. Nella
scelta del materiale per i corrispondenti capitoli del libro abbiamo dovu-
to, owviamente, limitarci alle sole questioni generali, che mostrano
i fenomeni fisici cinetici fondamentali e i metodi del loro studio. A tale
proposito sottolineiamo ancora una volta che questo libro fa parte di
un corso di fisica teorica e non pretende affatto di fungere da corso di
teoria dei solidi.

I1 contenuto del presente libro pecca di due difetti evidenti: mancano
i problemi relativi alla cinetica dei processi magnetici e la teoria dei
fenomeni cinetici legati al passaggio di particelle veloci attraverso la
materia. Questi difetti sono dovuti alla mancanza di tempo, e ci siamo
rassegnati ad essi pur di non ritardare ancora di pit Uuscita del libro.
Vogliamo sperare, tuttavia, che, sebbene il libro sia privo di quanto
dovrebbe contenere, cionondimeno, il suo contenuto presenti interesse
e sia utile al letiore. ,

Questo libro completa il programma tracciato da Lev D. Landau
pitt di quarant anni fa. Tutto il corso consta dei seguenti volumi:

I. Meccanica.
II. Teoria dei campi.
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III. Meccanica quantistica (teoria non relativistica).
IV. Teoria quantistica relativistica.
V. Fisica statistica, parte 1.
VI. Idrodinamica.
VII. Teoria dell elasticita.
VIII. Elettrodinamica dei mezzi continui.
IX. Fisica statistica, parte 2.
X. Fisica cinetica.
Ricordiamo che la comparsa del volume IX in questo programma edi-
toriale & dovuta al fatto che esso contiene nozioni di idrodinamica e di
elettrodinamica macroscopica.
Nella nuova edizione italiana dal 1975 ad oggi sono usciti gia
i volumi I, II, II1, IV, V, VII, IX. I volumi VI e VIII, usciti in
russo molto tempo fa, necessitano di una rielaborazione notevole, e in
future prossimo speriamo di occuparci di questo lavoro.
Vogliamo esprimere il nostro pil. sentilo ringraziamento ad
A. F. Andreev, R. N. Gurza, V. L. Gurevi¢, Ju. M. Kagan, M. I. Ka~
ganov e I. M. LifSits con i quali abbiamo discusso questioni trattate
nel presente libro.
Siamo grati a L. P. Gorkov e A. A. Ruchadze, che hanno letto il
manoscritio e fornito alcune osservazioni preziose.

Mosca, gennaio 1980
E. M. LifSits,
L. P. Pitaevskij



Alcune notazioni

Funzione di distribuzione delle particelle f (capitoli I-VI); negli
impulsi si riferisce sempre a d®°p.

Funzioni di distribuzione, ossia numeri di riempimento degli
stati quantistici degli elettroni e dei fononi, n (p) e N (k) (capitoli
VII, IX-XI); negli impulsi si riferiscono sempre a d°p/(2zh)®.

Integrale degli urti: St.

Integrale degli urti linearizzato: I.

Grandezze termodinamiche: temperatura T, pressione P, poten-
ziale chimico p, densitd del numero di particelle ¥, numero totale
di particelle .7, volume totale 7".

Intensita del campo elettrico: E.

Induzione magnetica: B.

Carica elettrica elementare: e (carica dell’elettrone —e).

Nelle stime sono utilizzate le seguenti notazioni: lunghezze
caratteristiche del problema L; dimensioni atomiche, costante del
reticolo d; lunghezza del cammino libero I; velocita del suono u.

La media & indicata con parentesi angolari (. . .) o con un tratti-
no sopra la lettera.

Gli indici vettoriali tridimensionali sono denotati con le lettere
dell’alfabeto greco a, P, .

Nei capitoli III-VI:

Massa dell’elettrone e dello ione: m e M.

Cariche dell’elettrone e dello ione: —e e ze.

Velocitd termiche degli eleftroni e degli ioni:

vre = (To/m)V2,  vp; = (T/M)YV2.
Frequenza del plasma:
Q, = (4nN /m)i/2,
Q; = (4nNz2*/ M)YI2,
Raggio di Debye:
@, = (TJ4nN )2,  a; = (T./4nN z%%)1/2,

a? = a;* + a7t
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Frequenza di Larmor:
® g = eB/me, ©p; = zeB/Mc.

I rimandi ai paragrafi e alle formule degli altri volumi di questo
Corso sono indicati mediante cifre romane: I (Meccanica, 1975),
II (Teoria dei campi, 1975), 111 (Meccanica quantistica, 1976), IV
(Teoria quantistica relativistica, 1977), V (Fisica statistica, parte 1,
1978), VII (Teoria dell’elasticita, 1978), VIII (Elettrodinamica dei
mezzi continui, uscira nel 1985), IX (Fisica statistica, parte 2, 1981).



Capitolo I

TEORIA CINETICA DEI GAS

§ 1. Funzione di distribuzione

Questo capitolo & dedicato all’esposizione della teoria cinetica
dei gas ordinari composti di atomi elettricamente neutri e di mole-
cole. L'oggetto di studio di questa teoria & rappresentato da stati
e processi di non equilibrio in un gas perfetto. Si ricordi che con
perfetto si intende un gas cosi rarefatto che ogni sua molecola si
muove liberamente per quasi tutto il tempo e interagisce con le
altre molecole solo nel caso di collisioni dirette. In altre parole, cid
significa che la distanza media fra le molecole r ~ N1/ (dove N
& il numero di molecole nell’unitad di volume) é supposta grande ri-
spetto alla loro dimensione o, pill precisamente, rispetto al raggio
d'azione delle forze intermolecolari d; la grandezza piccola Nd® ~
~ (d/r)® si chiama spesso « parametro di gassosita ».

La descrizione statistica del gas & data dalla funzione di distribu-
gione f (I, q, p) delle molecole di gas nel loro spazio delle fasi.
Questa &, in generale, una funzione delle coordinate generalizzate
della molecola scelte in un determinato modo (indichiamone 1’in-
sieme con q) e dei corrispondenti impulsi generalizzati (la cui totalita
& indicata con p); in uno stato non stazionario essa é anche funzione
del tempo f. Denotiamo con dv = dgdp 'elemento di volume dello
spazio delle fasi della molecola, dove dg e dp indicano conven-
zionalmente i prodotti dei differenziali di tutte le coordinate e di tutti
gli impulsi, rispettivamente. Il prodotto f dv & il numero medio di
molecole contenute in un dato elemento dv, cioe aventi i valori g e
p in dati intervalli dg e dp. Sul significato della nozione di media
cosi definita torneremo ancora pilt avanti.

Anche se la funzione f verra ovunque intesa definita come den-
sitd di distribuzione proprio nello spazio delle fasi, nella teoria cine-
tica & opportuno esprimerla mediante variabili determinate in un
certo modo, che possono anche non essere coordinate ed impulsi
generalizzati canonicamente coniugati. Prima di tutto, conveniamo
su questa scelta.

11 moto traslatorio della molecola & sempre classico. Esso & de-
scritto dalle coordinate r= (z, y, z) del suo centro di inerzia e dal-
I’impulso p (o dalla velocitd v = p/m) del suo moto come un tutt’uno.
In un gas monoatomico il moto traslatorio esaurisce il movimento
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di tutte le particelle (atomi). Nei gas poliatomici, invece, le molecole
godono anche di gradi di liberta rotatori ed oscillatori.

11 moto rotatorio della molecola nel gas praticamenie & sempre
classico !). Esso & descritto, soprattutto, dall’assegnazione del vettore
momento angolare della molecola M. Cio & sufficiente per una mole-
cola biatomica. Questa molecola & un rotatore che gira nel piano
perpendicolare al vettore M. Quanto all’angolo ¢ di rotazione del-
I’asse della molecola in questo piano, nei problemi fisici reali si pud
considerare la funzione di distribuzione indipendente da ¢, vale
a dire che tutte le orientazioni della molecola nel detto piano sono
equiprobabili. Questa proprietd & legata alla velocitd con cui I'an-
golo @ varia al ruotare della molecola, e la sua origine si pud pre-
cisare nel seguente modo.

La velocitda di variazione di ¢ (velocitd angolare di rotazione

della molecola) & CPE Q = M/I. La media di questa velocitad vale

Q ~ v/d, dove d sono le dimensioni molecolari e v la media delle
velocitd lineari. Ma molecole diverse hanno valori diversi di €,

distribuiti secondo una determinata legge attorno a Q. Pertanto le
molecole che all’istante iniziale avevano ¢ uguali molto presto di-
vergono rispetto ai valori di ¢; come si dice, avviene un rapido
« mescolamento » degli angoli. Supponiamo che all’istante iniziale
t = 0 la distribuzione degli angoli delle molecole sia ¢ = ¢, (nel-
I'intervallo da 0 a 27) e su Q sia data una funzione f (g,, Q). Rica-

viamo da essa la media, indipendente da @
2r

- , - »l ‘
[=F@+1 @ @ F@ == 7@ 2 dos,
D
in modo che f' (@, Q) é una funzione a segno alterno, con valore
medio nullo. Nel corso dell’evoluzione ulteriore, tenendo conto
della rotazione libera delle molecole (¢ = Qt 4+ @), la funzione
di distribuzione varia in base alla legge

f(cpa Q, t)=7(9*)+fl (C{)—-Qt, Q)

(dove f/ & una funzione periodica rispetto all’argomento ¢ — Qf
di periodo 2m). Col passare del tempo /' diventa una funzione di Q
oscillante sempre pit rapidamente: il periodo caratteristico delle

oscillazioni &8 AQ ~ 2n/t e diventa piccolo rispetto a Q gia durante
il cammino libero (fra due collisioni) delle molecole. Ma tutte le
grandezze fisiche osservabili contengono una media della funzione
di distribuzione di Q; il contributo della funzione rapidamente oscil-

1y Si ricordi che la condizione di classicitd della rotazione consiste nella
disuguaglianza #%2I < T (dove I & il momento d'inerzia della molecola, T la
temperatura del gas). Questa condizione nei gas ordinari pud essere violata sol-
tanto per I'idrogeno e il deuterio a temperature basse.
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lante /' a queste medie & trascurabile. Questa circostanza permette
di sostituire la funzione di distribuzione f (¢, Q) con la sua media.
rispetto agli angoli f (Q).

E evidente che le considerazioni esposte sono di carattere generale
e si riferiscono a tutte le grandezze rapidamente variabili (fasi) che
assumono valori in intervalli finiti.

Tornando ai gradi di liberta di rotazione delle molecole, notiamo
che nei gas poliatomici la funzione di distribuzione pud dipendere
anche dagli angoli che determinano I’orientazione fissata degli assi
molecolari rispetto al vettore M. Cosi, nelle molecole del tipo a trot-
tola simmetrica questo angolo & quello formato da M e dall’asse
della trottola (angolo di precessione); ma la funzione di distribu-
zione si puo considerare di nuovo indipendente dagli angoli di rota-
zione della trottola intorno al proprio asse, rapidamente variabili,
e dalla rotazione di precessione di questo asse intorno al vettore M 1).

I1 moto oscillatorio degli atomi all’interno della molecola si pud
praticamente sempre quantizzare, cosicché lo stato oscillatorio della
molecola & definito dai numeri quantici corrispondenti. In condizio-
ni ordinarie (a temperature non troppo alte) tuttavia le oscillazioni
non sono in generale eccitate e la molecola si trova al suo livello
oscillatorio fondamentale (nullo).

In seguito, in questo capitolo indicheremo con il simbolo T la
totalitd di tutte le variabili, dalle quali dipende la funzione di di-
stribuzione, ad eccezione delle coordinate della molecola, come un
tutt'uno (anche il tempo ). Separiamo il fattore dV = dz dy dz
dall’elemento di volume dt dello spazio delle fasi e indichiamo con
il simbolo dI' la sua parte restante trasformata nelle variabili uti-
lizzate (e integrata sugli angoli dai quali la funzione f non dipende).
Le grandezze T godono di una proprietd generale importante: sono
integrali del moto che restano costanti per ogni molecola durante il
suo moto libero (in assenza di un campo esterno) fra due collisioni
successive; dopo ogni collisione queste grandezze, in generale, cam-
biano. Al contrario, le coordinate z, Y, 2 della molecola come un
tutt’uno variano, ovviamente, durante tutto il moto libero.

Per un gas monoatomico le grandezze T' sono le tre componenti
dell’impulso dell’atomo p = mv, in modo che dI' = d®p. Per una
molecola biatomica la grandezza T contiene, oltre all’impulso p,
anche il momento angolare M; I’elemento dI’ si pud rappresentare

!) Nella rotazione di una molecola del tipo a trottola sferica (CH,, ad
esempio) restano costanti due angoli che definiscono 1’orientazione della molecola
rispetto alla direzione M (coincidente con quella della velocitd angolare Q).
Nella rotazione di una molecola del tipo a trottola asimmetrica resta costante
una combinazione di angoli espressa dalla costanza dell’energia rotazionale
Erot = M32I, + M31/212 -+ M£/2I3, dove My, M,, M; sono le proiezioni del
vettore costante M sugli assi principali di inerzia della molecola, che ruotano.
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corrispondentemente nella forma
dl' = 2n dsp MaM dOu, ('1,1)

dove doy & l'elemento di angolo solido per la direzione del vet-
tore M 1). Per una molecola del tipo a trottola simmetrica la gran-
dezza T comprende anche 1'angolo 6 formato da M e dall’asse della
trottola; 1'elemento &

dl' = 4n? &°p M* dM dow d cos 6

(un fattore 27 & comparso in seguito all’integrazione sull’angolo di

rotazione della trottola intorno al proprio asse; l'altro fattore 2m;

@ dovuto all'integrazione sugli angoli di rotazione di precessione).
L’integrale

Sf(t, r, T)dl =N (¢, r)

rappresenta la densitd di distribuzione spaziale delle particelle di
gas; N dV & il numero medio di molecole contenute nell’elemento
di volume dV. A questo proposito dobbiamo fare la seguente osser-
vazione.

Quando si parla di un elemento di volume dV infinitesimo, si
intende un volume, propriamente parlando, piccolo non matematica-
mente, bensi fisicamente, cioé una zona spaziale di dimensioni pic-
<ole rispetto a quelle caratteristiche L del problema, ma grandi al
tempo stesso se si tiene conto delle dimensioni delle molecole. In
altre parole, I'affermazione che la molecola si trova in un dato ele-
mento di volume dV, nel migliore dei casi significa unicamente che
la sua posizione & definita con un’approssimazione fino a distanze
dell’ordine delle dimensioni della molecola stessa. Questa circostanza
& di importanza fondamentale. Infatti, se le coordinate delle parti-
celle di gas fossero definite precisamente, allora il risultato della
collisione, diciamo fra due atomi di un gas monoatomico descriventi
due traiettorie classiche, sarebbe anch’esso definito completamente.
Nella teoria cinetica dei gas si ha sempre a che fare invece con la
collisione fra atomi in un dato elemento di volume fisicamente pic-
colo. Data !'indeterminazione sulla precisa posizione reciproca degli
atomi, il risultato della collisione sard anch’esso indeterminato, e si

1) i pud ottenere 1'espressione (1,1) scrivendo prima dT' nella forma
dT = d®p & (Mn) d&3M do, = d°p & (M cos ) M* dM doy d cos 0 do,

dove do, = d cos 0 do & I'elemento di angolo solido per le direzioni dell’asse

della molecola (8 & 1’angolo fra questo asse e M). La funzione § esprime il fatte
che M ha due sole componenti indipendenti (corrispondenti al numero di gradi
di liberta di rotazione della molecola biatomica): il momento M & perpendicolare
all’asse della molecola. Integrando 1'espressione scritta su d cos 0 dg, otteniamo
la formula (1,1).
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pud parlare soltanto della probabilitd di questo o di 'quell’altro
esito.

Possiamo ora precisare che, parlando della densitd media del
. numero di particelle, intendiamo con cid la media rispetto a elementi
di volume fisicamente infinitesimi e quindi rispetto a tempi del-
Vordine di grandezza di quelli necessari alle particelle per traversare
tali elementi.

Poiché le dimensioni degli elementi di volume, in relazione ai
quali é definita la funzione di distribuzione, sono grandi rispetto alle
dimensioni molecolari d, le distanze L, alle quali questa funzione
varia notevolmente, devono essere grandi anch’esse rispetto a d.
Il rapporto fra le dimensioni degli elementi di volume fisicamente
infinitesimi e la distanza intermolecolare media r pud essere, in
generale, arbitrario. Perd, il carattere della densitd N, definita dalla
funzione di distribuzione, cambia in funzione del valore di questo
rapporto. Se le dimensioni degli elementi dV non sono grandi ri-
spetto a r, la densitd /V non & una grandezza macroscopica: le fluttua-
zioni del numero di particelle contenute in dV sono commensurabili
con il suo valore medio. La densitd V diventa una grandezza macro-
scopica solo se & definita in rapporto a volumi dV contenenti molte
particelle; in questo caso le fluttuazioni del numero di particelle in
questi volumi sono relativamente piccole. E chiaro, tuttavia, che
questa definizione & possibile solo_nel caso in cui anche le dimensioni

caratteristiche del problema siano L 3> r.

§ 2. Principio dell’equilibrio dettagliato

Consideriamo gli urti tra molecole, di cui una ha i valori delle
grandezze I' appartenenti a un dato intervallo dT, e ’altra all’inter-
vallo dI';; inoltre, in seguito alla collisione, queste molecole assu-
mono i valori di T negli intervalli dI'" e dr’, rispettivamente. Per
brevita, parleremo semplicemente degli urti fra le molecole T e Iy
con transizione T, T'; — I, I'|. Il numero totale di questi urti, rife-
rito all’'unita di tempo e all'unitd di volume del gas, si pud scrivere
sotto forma di prodotto del numero di molecole nell’unita di volume
(questo numero vale f (¢, r, T) dI') per la probabilitd di ogni mole-
cola di essere soggetta a un urto del tipo considerato. In ogni caso
questa probabilita & proporzionale al numero di molecole I'; nell’uni-
td di volume (uguale a f (¢, r, I}) dI',) e agli intervalli dI' e dI,
dei valori delle grandezze I' delle due molecole dopo I’urto. Quindi,
il numero di urti con transizione I', I} — IV, T, che si producono
in 1 s in 1 cm?, si pud scrivere nella forma

w (I, TJ; T, T,) ff, dT dT, dI" dT} 2,1)

(qui e pil avanti gli indici delle funzioni f corrispondopo a quel‘!i
dei loro argomenti It f=f(¢, r, I}), ff=7f( r, TV) ecc.); il
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coefficiente w & funzione di tutti gli argomenti T in essa citati ).
I rapporto fra w dI” dT'; e il valore assoluto della velocita relativa
v — v, delle molecole collidenti ha la dimensione di un'area e rap-
presenta la sezione efficace d’urto

do = WAL T T))
| v—vy |

dr dr.. (2,2)

La funzione w pud essere definita, in teoria, solo mediante la
soluzione del problema meccanico dell’urto tra particelle che intera-
giscono secondo la data legge. Ma alcune proprietd di questa fun-
zione possono essere precisate gid in base a considerazioni generali 2).

Come & noto, la probabilita d'urto ha una proprieta importante
che deriva dalla simmetria delle leggi meccaniche (classiche o quan-
tistiche) rispetto all’inversione del segno del tempo (si veda III,
§ 144). Indichiamo con I'T i valori delle grandezze che si ottengono
da T per inversione del tempo. Questa operazione cambia i segni di
tutti gli impulsi e i momenti; pertanto se I' = (p, M), allora I'T =
= (—p, —M). Poiché l'inversione del tempo permuta gli stati
¢« prima» e «dopo» l'urto, allora

w(, Tj; T, T)=w(@’ I T7, ). (2.3)

E da notare che questa relazione garantisce che nello stato di
equilibrio statistico sia verificato il principio dell’ equilibrio dettagliato
secondo il quale, in equilibrio, il numero di urti con transizione T,
I’ - I, T & uguale al numero di urti con transizione ', rfr -
— I'T, TT. Infatti, rappresentando questi numeri nella forma (2,1),
abbiamo
w(l', Ty; Ty, Iy) fofoy dT @7, dT" dT' | =

=w(r%, T1; T'7, TY) fofor dT" ar{ ar' " Ty,
dove f, & la funzione di distribuzione di equilibrio (di Boltzmann).
I1 prodotto degli elementi di volume dello spazio delle fasi dI' dI'; X
X dI' dI'{ non cambia per inversione del tempo; pertanto si possono
omettere i differenziali in entrambi i membri dell’uguaglianza scrit-
ta. Inoltre, sostituendo # con — t l'energia non cambia: & (I') =

= ¢ (I'T), dove ¢ (T") & I'energia della molecola in funzione delle gran-
dezze T. Poiché la funzione di distribuzione di equilibrio (in un gas

1) Le caratteristiche degli stati iniziale (i) e finale (f) nella funzione w si
scrivono nell'ordine da destra a sinistra, cioé w {f; i), come si usa in meccanica
quantistica.

2) Sottolineiamo subito che anche se il moto libero delle molecole & sup-
gosto classico, cid non esclude affatto che la loro sezione d'urto debba essere

efinita quantomeccanicamente (come, fra 1'altro, avviene). Tutta la deduzione
esposta dell’equazione cinetica & indipendente dalla natura (classica o quantisti-
ca) della funzione w.
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fermo nel suo insieme) dipende unicamente dall’energia, ossia
fo (T} = costante-e-e@T (2,4)

(dove T & la temperatura del gas), allora anche f, ()= f, (I'7).
Infine, in virtd della legge di conservazione dell’energia mnell’urto
di due molecole, & + €, = €’ + e;. Pertanto

f0f01 = f(;fo'p (2,5)

e Puguaglianza scritta sopra si riduce a quella (2,3).

Questa affermazione resta valida, ovviamente, anche per un
gas che si muove a velocitd macroscopica V. In questo caso la fun-
zione di distribuzione di equilibrio &

fo (T') = costante-exp ( -—f—(-ll)-i,i) s (2,6)
e I'uguaglianza (2,5) continuerd ad essere verificata in virti della
conservazione della quantita di moto negli urti: p + p, = p’ -+ p; ).

Sottolineiamo che 1'uguaglianza {(2,5) & legata unicamente alla
forma della distribuzione (2,4) o (2,6) come funzione delle grandez-
ze I'; quanto ai parametri T e V, essi possono variare in funzione del
volume del gas.

Si pud dare anche un’altra formulazione del principio dell’equi-
librio dettagliato. A tale scopo, oltre all’inversione del tempo, fac-
ciamo cambiare di segno tutte le coordinate. Se le molecole non
hanno una simmetria sufficiente, esse « si trasformeranno » per inver-
sione in molecole sterecisomeriche, con le quali non potrebbero coin-
cidere per nessuna rotazione della molecola come un insieme unico 2).
In altre parole, in questi casi la trasformazione d’inversione signi-
ficherebbe la sostituzione del gas con un’altra sostanza (stereoiso-
merica) e sulle sue proprietd non si potrebbe trarre nessuna conclu-
sione nuova. Se invece la simmetria delle molecole non ammette ste-
reoisomeria, allora il gas resta immutato per inversione e le gran-
dezze che descrivono le proprieta del gas macroscopicamente omo-
geneo devono restare invariate. ’

Indichiamo con I'’P I'insieme di grandezze che si ottengono da
T per inversione simultanea del tempo e del segno. L'inversione fa
cambiare di segno tutti i vettori comuni {polari), compreso il vettore
quantitd di moto p, lasciando pero invariati i vettori assiali, tra
cui il vettore momento angolare M. Percio, se T = (p, M), allora

1) La formula (2,6) si ottiene dalla (2,4) trasformando 1'energia della mole-
cola dal sistema di riferimento K, in cui il gas si trova a riposo, in quella del
si?tema K, dove il gas si muove a velocitd V: gy (I) = e (I') — pV + mV?/2

cfr. I, (3,5)).
( 2) Si ricordi che la stereoisomeria esiste per molecole che non hanno né
centro, né piani di simmetria.
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[TP= (p, —M). Accanto all’uguaglianza (2,3) avremo anche 1'ugua-
glianza 1)

w Iv‘ I-U; r’ F )=U7(FTP, FTP; F'TP, F'TP). (2’7)
( 1 1 1 1

Le transizioni, alle quali si riferiscono le funzioni w in ambedue
i membri dell’uguaglianza (2,3), sono dette inverse rispetto al tempo
Tuna dell’altra. Esse non sono diretta e inversa in senso letterale,
in quanto differiscono per i valori di T (I' e I'T). Tuttavia, per un gas
monoatomico il principio dell’equilibrio dettagliato pud essere for-
mulato anche in termini di transizioni dirette e inverse. Poiché le
grandezze T in questo caso sono solo le tre componenti della quantita
di moto dell’atomo, allora I' = I'T? = p e dalla (2,7) ricaviamo

w (', PP 1) =w (P Pi; Py Py)- (2,8)

Qui abbiamo a che fare con un « equilibrio dettagliato » nel senso
letterale della parola: ogni processo di urto microscopico & bilanciato
da un processo inverso.

La funzione w verifica ancora una relazione generale che non ha
niente a che fare con la simmetria rispetto all’inversione del tempo.
La deduzione di questa relazione & piu evidente se effettuata in ter-
mini quantomeccanici, considerando le transizioni fra stati che for-
mano una serie discreta; si tratta degli stati di una coppia di mole-
cole che si muovono in un dato velume finito. Come & noto, le ampiez-
ze delle probabilitd dei diversi processi d’urto formano una matrice:

unitaria § (detta matrice di diffusione o matrice S). La condizione

di unitarietd afferma: S*S = 1, oppure, in forma esplicita con gli
indici matriciali (che numerano i diversi stati):

Enl SinSnn=2] S%iSns = Oin.

In particolare, per i = k&
31 St 12=1

I1 quadrato | S,; |* definisce la probabilitd d'urto con transizione
i - n 2), e I'uguaglianza scritta non esprime altro che la condizione

1y Se fra le grandezze I figurano anche variabili che definiscono 1’orienta-

zione rotatoria della molecola, allora, passando a T o a I'T?, queste variabili
devono essere trasformate anch’esse in modo appropriato. Cosi, 1’angolo di
precessione della trottola simmetrica & dato dal prodotto Mn, dove n & la dire-
zione dell’asse della molecola; questa grandezza cambia di segno sia per inver-
sione del tempo che della direzione.

2) Per tempi grandi il quadrato | Sp; |2 & proporzionale a ¢ e diviso per ¢
da la probabilitd di transizione riferita all’unitd di tempo (cfr. IV, § 64). Se
le funzioni d’onda delle particelle iniziali e finali sono normalizzate « per 1
particella nel volume unitario », questa « probabilita » avra la stessa dimensione
(cm?/s) della grandezza w dT dT'; definita in base alla formula (2,1).
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di normalizzazione delle probabilitd: la somma delle probabilita
di tutte le possibili transizioni da un dato stato iniziale & uguale
a uno. Ma la condizione di unitarietd si puo scrivere anche nella for-

ma §S* = 1 con un altro ordine dei fattori $ e S*. Allora otteniamo
E SinS:n = 6ik e, per i= k’
n

E l Sin 12= 1’

n

vale a dire che & uguale a uno anche la somma delle probabilita di
tutte le possibili transizioni in uno stato finale dato. Escludendo in
ciascuna delle due somme il termine con n» = i (transizione senza
cambiamento di stato), scriviamo

271 Sni 2= 2" | Stn 12

Questa & l'uguaglianza cercata che, in termini della funzione w,
si scrive nella forma

Sw(l’", I T, T,)dl"dl)= S w(T, Ty T", T)) dI’dT. (2,9)

§ 3. Equazione cinetica di Boltzmann

Passiamo ora alla deduzione dell’equazione fondamentale della
teoria cinetica dei gas, ossia dell’equazione che definisce la funzione
di distribuzione f (¢, r, I').

Se si potessero trascurare completamente le collisioni fra mole-
cole, ogni molecola del gas rappresenterebbe un sottosistema chiuso
e per la funzione di distribuzione delle molecole sarebbe valido il
teorema di Liouville, secondo il quale

d

| Lo (3.1)
(efr. V, § 3). La derivata totale significa qui derivazione lungo la
traiettoria di fase della molecola, definita dalle equazioni del moto.
Si ricordi che il teorema di Liouville sussiste per la funzione di di-
stribuzione definita esattamente come la densita nello spazio delle
fasi (cio® nello spazio delle variabili, che sono le coordinate e i mo-
menti generalizzati canonicamente coniugati). Questa circostanza
non impedisce, naturalmente, che la funzione stessa f possa essere
espressa poi anche mediante altre variabili qualsiasi.

In assenza di campo esterno, le grandezze I' di una molecola che
si muove di moto libero restano costanti e variano soltanto le coor-
dinate r; in questo caso

af __of .
L=ZLtvvt. (3.2)
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Se, invece, il gas si trova, ad esempio, in un campo esterno U (r)
agente sulle coordinate del centro d’inerzia della molecola (in un cam-
po di gravitd, diciamo), allora

af _ of of
=7 TVVI+F 55, (3,3)
dove F = —vyU & la forza con cui il campo agisce sulla molecola.

L'uguaglianza (3,1) viene violata se si tiene conto degli urti;
1a funzione di distribuzione cessa di essere costante lungo le traietto--
rie di fase. In luogo della (3,1) si deve scrivere

af
=8tf, (3.4)

dove il simbolo St f indica la velocitd di variazione della funzione
di distribuzione in seguito agli urti: dV dI'-St f & la variazione in
seguito ad urti del numero di molecole nel volume di fase dV dT,
riferita all’'unitd di tempo. L’equazione (3,4) scritta nella forma

—g£—= —vVf4-Stf

(con df/dt dalla relazione (3,2)) definisce la variazione totale della
funzione di distribuzione iri un dato punto dello spazio delle fasi;
il termine dV dT (vVf) esprime la diminuzione (in 1 s) del numero
di molecole in un dato elemento dello spazio delle fasi, dovuta al
moto libero delle molecole.

La grandezza St f si chiama integrale degli urii; le equazioni
della forma (3,4) portano in generale il nome di equazioni cinetiche.
Affinché un’equazione cinetica acquisti un significato reale & ovvio
che prima si deve stabilire la forma dell’integrale degli urti. Ora
passiamo a questo problema.

Quando due molecole si urtano, i valori delle loro grandezze T
variano. Percid ogni urto subito dalla molecola la fa uscire da un
dato intervallo dT'; questi urti si chiamano percid atti di « uscita ».
Il numero totale di urti con tramsizioni I', T; - I, Ty, con tutti
i valori possibili di Ty, I, T per T' dato, che avvengono nell'unita
di tempo nel volume dV, ¢ uguale all'integrale

dv dr S w(I, T} T» Ty) ff, Ty dT dT;.

Tuttavia, avvengono anche degli urti (« arrivo ») tali che delle mole-
cole, che inizialmente possedevano valori delle grandezze T non appar-
tenenti a un dato intervallo dT, finiscono in questo intervallo. Sono
gli urti con transizioni I', I'y - T, I';, nuovamente con tutii i valori
possibili Ty, I, T] per T dato. Il numero totale di questi urti (nel-
I'unitd di tempo nel volume dV) & pari a

avdr {w (T, Ty I' TP 74T, dr” drs.
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Sottraendo il numero degli atti di uscita da quello degli atti di arrivo,
troviamo cosi che in seguito a tutti gli urti il numero di molecole
in questione aumenta in 1 s di

dv dr S (w'f'f, — wif,) AT, dI" dT%,

dove per brevitd abbiamo indicato
w=w(', I, ), w=w(T;I, ) (3,5)

In tal modo troviamo la seguente espressione per 1'integrale degli
urti:

Stf= | (w's'fi—wff) dr, ar ar;. (3,6)

Nel secondo termine dell’espressione integranda 1'integrazione in
dI” dT; si riferisce unicamente alla funzione wj; i fattori f, f, non
dipendono da queste variabili. Pertanto si pué trasformare questa
parte dell’integrale mediante la relazione di unitarietd (2,9). Dopo
questa trasformazione l'integrale degli urti assume la forma

Stf= S w’ (f'fi— ff,) dTy dI” dT, 3.7

dove i due termini figurano con lo stesso coefficiente w’ 1). :
Avendo stabilito la forma dell’integrale degli urti abbiamo otte-
nuto quindi la possibilita di scrivere 1'equazione cinetica

F+vvf= [ w (F'fi—ff) dr,dr ar;, (3.:8)

Questa equazione integro-differenziale si dice anche equazione di
Boltzmann. E stato Ludwig Boltzmann, fondatore della teoria cine-
tica, a dedurla originariamente nel 1872.

La distribuzione statistica di equilibrio deve verificare identica-
mente 1'equazione cinetica. Questa condizione viene effettivamente
soddisfatta. La distribuzione di equilibrio & stazionaria e (in assenza
di campo esterno) omogenea; percid il primo membro dell’equazione
(3,8) si annulla identicamente. L’integrale degli urti & anch’esso nul-
lo poiché, in virtd dell'uguaglianza (2,5), si annulla !’espressione
integranda. E ovvio che la distribuzione di equilibrio per un gas in
un campo esterno verifica anch'essa l'equazione cinetica. E suffi-
ciente ricordare che il primo membro dell’equazione cinetica rappre-
senta la derivata totale df/d¢, che si annulla identicamente per ogni
funzione f dipendente unicamente dagli integrali del moto; quanto
alla distribuzione di equilibrio, essa si esprime soltanto mediante
I'integrale del moto, 1'energia totale della molecola & (T).

1) La possibilitd di trasformare 1'integrale degli urti mediante la relazione
(2,9) & stata indicata da E.C.G. Stickelberg (1952). _ e
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Nella deduzione data dell’equazione cinetica gli urti fra le
molecole venivano considerati, di fatto, come atti istantanei che
avvengono in un punto dello spazio. E chiaro quindi che 1’equazione
cinetica consente di seguire, in principio, la variazione della fun-
zione di distribuzione soltanto in intervalli di tempo grandi rispetto
alla durata degli urti e a distanze altrettanto grandi rispetto alle
dimensioni del dominio dell’urto. Queste ultime sono dell’ordine
di grandezza del raggio d’azione delle forze molecolari d (coincidente
per le molecole neutre con le loro dimensioni); la durata degli urti &

dell’ordine di grandezza di d/v. Sono questi valori a fissare il limite
inferiore delle distanze e delle durate, il cui studio é possibile me-
diante 1'equazione cinetica (sull’origine di queste limitazioni torne-
remo ancora al § 16). Di solito non ¢’é necessitd (né possibilitd) di
una descrizione cosi dettagliata del comportamento di un sistema;
a tale scopo si dovrebbero assegnare, in particolare, anche le condi-
zioni iniziali (la distribuzione spaziale delle molecole del gas) con la
stessa precisione, il che & di fatto irrealizzabile. Nelle questioni
fisiche reali esistono parametri caratteristici di lunghezza L e di
tempo 7, imposti al sistema dalle ipotesi del problema (lunghezze
caratteristiche dei gradienti delle grandezze macroscopiche del gas,
lunghezze e periodi delle onde sonore che si propagano in esso ecc.).
In questi problemi & sufficiente seguire il comportamento del sistema
su distanze e intervalli di tempo piccoli soltanto rispetto ai para-
metri L e T. In altre parole, devono essere piccoli soltanto rispetto
a Le T gli elementi di volume e di tempo fisicamente infinitesimi.
Anche le condizioni iniziali del problema sono date da medie ri-
spetto a questi elementi.

Per un gas monoatomico, le grandezze I si riducono alle tre com-
ponenti della quantitd di moto dell’atomo p, e secondo la (2,8)
la funzione w’ nell’integrale degli urti pud essere sostituita con w ==
= w (p’, p,; p» p1)- Esprimendo in seguito questa funzione mediante
la sezione differenziale d’urto do in base alla regola w d®p’ d®p; =
= Ure] A0 (dove vy = |V — v, |; si veda la (2,2)), otteniamo

Stf= { veer (1, — 1)) do &p,. (3.9)

La funzione w, cosi come la sezione do definita dalla (2,2), contiene
fattori funzionali & esprimenti le leggi di conservazione della quan-
titd di moto e dell’energia, in forza delle quali le variabili py, p’, p;
{per un dato p) non sono in realtd indipendenti. Ma dopo aver espresso
Tintegrale degli urti nella forma (3,9) si pud supporre che queste fun-
zioni 8 siano gia eliminate dalle integrazioni corrispondenti; allora
do sard una comune sezione di diffusione, dipendente unicamente
(per vy data) dall’angolo di diffusione.

Per lo studio qualitativo dei fenomeni cinetici nel gas si ricorre
a una stima approssimata dell’integrale degli urti, mediante la no-
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zione di lunghezza del cammino libero 1, ciod della distanza media per-
corsa da una molecola fra due urti consecutivi !). E ovvio che questa
grandezza non ha che un carattere qualitativo; la sua stessa defini-
zione dipende da quale fenomeno cinetico si considera nel gas.

La lunghezza del cammino libero pud essere espressa in funzione
della sezione d’urto ¢ e della densita del numero di molecole N nel
gas. Supponiamo che la molecola nel suo moto abbia percorso 1 cm;
lungo questo percorso essa ha urtato contro le molecole contenute
nel volume ¢ (volume del cilindro con sezione di area ¢ e lungo 1 cm);
questo volume contiene o/N molecole. E chiaro percid che

I~ 1/No. (3,10)
La sezione d’urto ¢ ~ d?, ess_endo d le dimensioni molecolari. Scri-
vendo anche N ~ r-3, dove r & la distanza media fra le molecole,
troviamo che
-T2 7.3
~r(g) =4 (5) @10
Poiché nel gas 7 > d, la lunghezza del percorso I>>T.

11 rapporto T ~ /v si chiama durata del cammino libero. Per dare
una stima grossolana dell’integrale degli urti si pud porre

Stfa—d=lo 2. (3.12)

Scrivendo al numeratore la differenza f — f,, abbiamo tenuto conto,
quindi, che l'integrale degli urti si annulla per la funzione di di-
stribuzione d’equilibrio. Il segno negativo nella (3,12) esprime il
fatto che gli urti rappresentano il meccanismo con cui si instaura
I'equilibrio statistico, cioé che essi tendono a far diminuire la devia-
zione della funzione di distribuzione da quella d’equilibrio. In questo
senso la grandezza T funge da tempo di rilassamento necessario perché
in ogni elemento di volume del gas si stabilisca 1'equilibrio.

§ 4. Teorema H

Un gas a sé stante, come ogni sistema macroscopico ¢hiuso, tende
a passare allo stato d’equilibrio. Rispettivamente, I’evoluzione della
funzione di distribuzione di non equilibrio deve accompagnarsi,
in accordo con l'equazione cinetica, all’aumentare dell’entropia del
gas. Mostriamo che cio & effettivamente vero.

Come & noto, 1’entropia di un gas perfetto, che si trova in uno sta-
to di non equilibrio macroscopico, descritto dalla funzione di di-
stribuzione f, &

S=|tm=<avar (4,1)

1y Questa nozione & stata introdotta per la prima volta da R. Clausius (1858).
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(si veda V, § 40). Derivando questa espressione rispetto al tempo,
scriviamo

%:}:S j—t(fln_;-) 4V dT = — Slnf%dVdr. (4,2)

Poiché sono gli urti fra le molecole a stabilire 'equilibrio statistico
nel gas, I’aumento dell’entropia deve essere legato proprio alla parte
della variazione della funzione di distribuzione da ascrivere agli
urti. La variazione di questa funzione, legata invece al moto libero
delle molecole, non pud cambiare I’entropia del gas. Infatti, questa
parte della variazione della funzione di distribuzione & data (per un
gas in un campo esterno U (r)) dai primi due termini a secondo mem-
bro dell’equazione

of __ af
-5t————VVf—F—a'F -Stf.

Il loro contributo alla derivata dS/dt vale

—-Slnf[——vg—i— gl’;—]dVdr=

___S [v%+pj_p (fln-—’;—) dv dr.

Ma l'integrale in dV del termine countenente la derivata 9/dr si tra-
sforma, secondo il teorema di Gauss, in un integrale di superficie;
integrando su tutto il volume, esso si annulla in quanto f =0
all’esterno del volume occupato dal gas. Analogamente, il termine
contenente la derivata 9/0p, per integrazione in d°p, si trasforma in
un integrale esteso a una superficie infinitamente lontana nello
spazio dei momenti lineari e anch’esso si annulla.
Quindi, per la variazione dell’entropia resta 1'espressione

das V
5 _S Inf-StfdT dy. (4:3)

Questo integrale si pud trasformare mediante un procedimento

che formuliamo (tenendo presente anche le applicazioni ulteriori)
in forma generale per l'integrale

S @(T) St 7T,

dove ¢ (I') & qualsiasi funzione delle grandezze T Rappresentando
I'integrale degli urti nella forma (3,6), scriviamo

{emstrar= {ow@ 1 I, T) rf@T~

_S ow (T', Tj; T, Tyg) ff, &°T,
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dove, per brevita, si & introdotta la notazione d*T' = dI' dT'; dI" dI}.
Poiché qui si integra su tutte le variabili T, I, I, T, si puo, senza
cambiare 1'integrale, eseguire qualsiasi modifica nella notazione
delle variabili. Cambiando reciprocamente le notazioni I', T'; e I, T}
nel secondo integrale, otteniamo

fomstrar={ (@—e)w I I', T) 1T,

Scambiando ora la notazione I', I < T, I'/, calcolando la semisom-
ma degli integrali cosi ottenuti e tenendo conto della simmetria
evidente della funzione w rispetto a due particelle collidenti, otte-
niamo la formula della trasformazione

fomstrar=3 [@+ea—o—epwrhidl. (44

In particolare, I’'integrale S St fdl’ = 0; rappresentando qui St f
nella forma (3,7), abbiamo

{strar={w r—fiyaT=0. (4,5)

Applicata all’integrale (4,3) la formula (4,4) da

ds 1 rgrge "f1 1 ’
LI S w ffllnff—;lld‘I‘dV == S w'ff,z In zd*T dV,

dove z = f'f;/ff;. Sottraendo da questa espressione la metd del-
I'integrale nullo (4,5), la riscriviamo nella forma

Tt S w'ffy(zInz—z+1)d*Tdv. (4,6)

La funzione fra parentesi nell’espressione integranda & non negativa
per tutti gli £ > 0: essa & nulla per x = 1 e cresce da ambo i lati
di questo punto. Per definizione, i fattori w’, f, f, sotto il segno di
integrale sono anch’essi positivi. Quindi, siamo giunti al risultato
richiesto

d
B >0, (4.7)

che esprime la legge dell’aumento dell’entropia (il segno di ugua-
glianza ha luogo in equilibrio) 1).

Sottolineiamo che in virti della non negativitd dell’espressione
integranda nella formula (4,6) (e, quindi, anche nella (4,3)) & posi-
tivo non soltanto tutto l'integrale (4,3) in dI' dV, ma anche l'inte-

1 La dimostrazione della legge dell’aumento dell’entropia mediante
1’equazione cinetica & stata data da Boltzmann ed & stata la prima giustifica-
zione microscopica di questa legge. Applicata ai gas questa legge si chiama spes-
80 teorema H (per via della notazione H usata da Boltzmann per 1’entropia).
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grale in dT. In altre parole, gli urti implicano 1’aumento dell’entro-
pia in ogni elemento di volume del gas. Cid non significa, ovviamente,
che 1'entropia cresca in generale in ogni elemento di volume, poiché
pud essere trasportata da un elemento all’altro grazie al moto libero
delle molecole.

§ 5. Passaggio alle equazioni macroscopiche

L’equazione cinetica di Boltzmann da una descrizione microscopi-
ca dell’evoluzione dello stato di un gas. Mostriamo in che modo si
passa dall’equazione cinetica alle equazioni idrodinamiche ordinarie
che forniscono una descrizione macroscopica meno particolareggiata
di questa evoluzione. Questa descrizione & applicabile nelle condi-
zioni in cui le proprietd macroscopiche del gas (temperatura, den-
sitd, velocitd ecc.) variano con sufficiente lentezza all’interno del
volume occupato: le distanze L, alle quali queste proprieta variano
sostanzialmente, devono essere grandi rispetto alla lunghezza del
cammino libero ! delle molecole.

Abbiamo gid detto che l'integrale

Nt )= S f(t, v, T)dl (5.1)

& la densitd di distribuzione delle molecole del gas nello spazio;
il prodotto p = mN rappresenta corrispondentemente la densita di
massa del gas. Indichiamo con V la velocita del moto macroscopico
del gas (a differenza delle velocitd microscopiche v delle molecole);
essa & definita come la media

Vev=a 5 vfdr. (5,2)

Gli urti non cambiano né il numero di particelle collidenti, né
le loro energie totali, né le quantitd di moto totali. E chiaro percid
che la parte relativa agli urti della variazione della funzione di di-
stribuzione non pud implicare la variazione anche delle grandezze
macroscopiche in ciascun elemento di volume del gas: la densita,
I’energia interna e la velocitd macroscopica V. Infatti, le parti rela-
tive agli urti della variazione del numero, dell'energia e delle quan-
titd di moto totali delle molecole nell’unitd di volume del gas sono
date dagli integrali nulli

SStde‘=0, SeStde‘=0, SpStde‘=0. (5,3)

E facile provare queste uguaglianze applicando ai detti integrali la
trasformazione (4,4), rispettivamente, con ¢ = 1, ¢ o p (il primo
integrale si annulla identicamente, e il secondo e il terzo siannulla-
no in virtd della conservazione dell’energia e della quantita di moto
per urti).
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Scriviamo ora l'equazione cinetica
9 |, @ _
TR + T (vaf) =5t f (5:4)

ed integriamola su dT', moltiplicando preliminarmente per m, p; o «.
In tutti e tre i casi il secondo membro dell'equazione si annulla, e noi
otteniamo le seguenti equazioni: :

-%44WpV=Q (5,5)
dll,

7 PVt =0, (5.6)

2 Ne+4divq=0. (5,7)

La prima di esse & ’ordinaria equazione idrodinamica di continuita
che esprime la conservazione della massa del gas. La seconda equa-
zione esprime la conservazione del momento lineare; il tensore IO.s
é definito come

= S mvgvgf dT° (5.8)

e rappresenta il tensore di densitd del flusso del momento lineare:
la sua componente II, 5 & I'a-esima componente della quantiti di mo-
to trasportata dalle molecole in 1 s attraverso 'unita di superficie
perpendicolare all’asse zg. Infine, la (5,7) & 'equazione di conserva-
zione dell’energia; il vettore q & definito come

q=SwNF (5,9)

e rappresenta la densitd del flusso di energia nel gas.

Per ridurre le (5,6) e (5,7) alla forma delle equazioni idrodinami-
che ordinarie occorre, perd, esprimere ancora Ileg e q in funzione
delle grandezze macroscopiche. Abbiamo gid detto che la descri-
zione macroscopica del gas suppone che i gradienti delle sue caratte-
ristiche macroscopiche siano sufficientemente piccoli. Allora, in
prima approssimazione, si pud supporre che in ogni piccola parte
separata di gas si stabilisca in tempo 1'equilibrio termico, mentre
I'intero gas non si trova in equilibrio. In altre parole, in ogni ele-
mento di volume la funzione di distribuzione f & supposta d’equilibrio
locale, ciod coincidente con la funzione d'equilibrio fo con le stesse
densita, temperatura e velocitd macroscopica che esistono nell’ele-
mento considerato. Questa approssimazione significa che vanno tra-
scurati tutti i processi dissipativi nel gas, ossia la viscosita e la con-
duzione termica. E naturale che le equazioni (5,6-7) si trasformino
in questo caso nelle equazioni idrodinamiche per un liquido perfetto.
Proviamo a convincercene.
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La distribuzione d'equilibrio in una parte di gas in moto come
un tutt’uno a velocitd V differisce dalla distribuzione d’equilibrio
nel gas immobile per una sola trasformazione galileiana; passando
al sistema di riferimento X' in moto con il gas, avremo la comune
distribuzione di Boltzmann. Le velocitd v’ delle molecole in questo
sistema sono legate alle loro velocitd mel sistema iniziale K dalla
relazione v = v/ -+ V. Scriviamo

5= mN (e =mN (Vo +va) (Va+vg) =mN (VaVe+ (vavp));

i termini V,vp e Vgvy si annullano quando si calcola la media ri-
spetto alle direzioni di V', poiché tutte le direzioni della velocita
molecolare nel sistema K’ sono equiprobabili. Per la stessa ragione

(vavg) =% ("% 8p; (5,10)

la media del quadrato della velocitd termica, invece, W'? = 3T/m,
dove T & la temperatura del gas. Infine, osservando che NT ¢ la
pressione del gas P, otteniamo

Ha.ﬁ == pVaVﬂ + SaBP’ (5, 11)

cioé la nota espressione per il tensore del flusso della quantitad di
moto in un liquido perfetto; I'equazione (5,6) con questo tensore
& equivalente all'equazione idrodinamica di Eulero (si veda VI, § 7).

Per trasformare 1'integrale (5,9), osserviamo che l'energia &
della molecola nel sistema di riferimento K & legata alla sua energia
¢’ nel sistema K’ dalla relazione

g=¢' +mVv' + —12- mV2,

Sostituendo questa espressione e la relazione v = v +Vinq=
= Nev, otteniamo

q=NV[2E L i T )=V (B4 P+ NE)

(per calcolare la media del prodotto v’ (Vv') abbiamo usato la for-
mula (5,10)). Ma Ne' & l'energia interna termodinamica del gas

riferita all’unitd di volume; la somma N¢ + P, invece, & la fun-
zione termica W della stessa quantitd di gas. In tal modo

a=V (L—+w) (5,12)

in accordo con la nota espressione del flusso dell’energia nell’idrodi-
namica del liquido perfetto (si veda VI, § 6).

Infine, soffermiamoci sulla legge di conservazione del momento
angolare nell’equazione cinetica. La legge di conservazione rigorosa
deve aver luogo unicamente per il momento totale del gas, formato
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dal momento orbitale delle molecole nel loro moto traslatorio e dai
loro propri momenti angolari M; la densitd del momento totale
¢ data dalla somma di due integrali

5 [rp] fdT + S Mj dr. (5,13)

Ma questi due termini hanno un ordine di grandezza diverso. Il
momento orbitale del moto relativo di due molecole separate dalla
distanza media r & dell’ordine di grandezza mur; il momento proprio
della molecola &8 M ~ mud, ciod piccolo rispetto al momento orbitale
(poiché & sempre d < r).

naturale percio che 'equazione cinetica di Boltzmann, corri-
spondente alla prima approssimazione non trascurabile nella gran-
dezza piccola d/r, non possa tener conto delle piccole variazioni del
momento orbitale, dovute allo scambio fra le due parti del momento
totale (5,13). Di qui deriva il fatto che 1'equazione di Boltzmann
conserva il momento orbitale totale del gas: dall’uguaglianza

SpStfdl" = 0, che esprime la conservazione della quantita di
moto, segue automaticamente anche che

)' [rp] St/ dT =[x 5 p StfdP] =0. (5,14)

L’origine di questa proprietd & evidente: siccome nell’equazione di
Boltzmann gli urti sono considerati come se avvenissero in un solo
punto, assieme alla somma delle quantitd di moto delle molecole
collidenti, si conserva anche la somma dei momenti orbitali. Per
ottenere un’equazione, che descriva la variazione del momento orbi-
tale, occorrerebbe tener conto dei termini di ordine successivo in

d/r, dovuti al fatto che all’istante dell’urto le molecole si trovano
a distanza finita 1'una dall’altra.

Al tempo stesso, perd, il processo di scambio di momento fra i
gradi di liberta traslatorio e rotatorio pud essere descritto nei limiti
dell’equazione di Boltzmann da una relazione della forma

daMm
= j M St fdr, (5,15)

dove I} & la densitd del momento angolare proprio delle molecole.
Poiché nell'urto fra le molecole la somma dei loro momenti propri
non si conserva necessariamente, 1'integrale a secondo membro della
(5,15) & in generale diverso da zero e definisce la velocitd di varia-
zione della grandezza . Se nel gas & stata creata in qualche modo
artificiale una densitd di momento non nulla, il suo rilassamento
ulteriore verra definito dall’equazione (5,15).
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§ 6. Equazione cinetica per un gas debolmente non omogeneo

Per poter considerare i processi dissipativi (conduzione termica
¢ viscositd) in un gas debolmente non omogeneo, si deve ricorrere
all’approssimazione che segue (dopo quella studiata al paragrafo
precedente). Invece di supporre che la funzione di distribuzione in
ogni piccola parte di gas sia la funzione d’equilibrio locale f,, ter-
remo conto di una piccola differenza tra f e f,, cioé scriviamo f
nella forma

f=fok 8f 87 = — oy (D) =+ oty (6,1)

dove 8f & una correzione piccola (87 < fo). E opportuno rappresentare
quest’ultima nella forma suindicata portando fuori da essa il fat-
tore —df,/de; per la distribuzione di Boltzmann questa derivata
differisce per il solo fattore 1/T dalla funzione stessa f,. La corre-
zione 8f deve essere definita, in principio, dalla soluzione di un’equa-
zione cinetica linearizzata rispetto ad essal).

Oltre all'equazione cinetica stessa, la funzione y deve soddisfare
ancora alcune condizioni supplementari. Il fatto & che f, rappre-
senta la funzione di distribuzione d’equilibrio, corrispondente alla
densitd del numero di particelle, all’energia e alla quantita di moto
del gas date (nell’elemento di volume considerato), cioé ai valori
dati degli integrali

S f,dT, szodI‘, SpfodI‘. (6,2)

La funzione di distribuzione non d’equilibrio (6,1) deve condurre
agli stessi valori di queste grandezze, vale a dire che gli integrali
in f e f, devono essere uguali. In altre parole, cio significa che la fun-
zione 7 deve soddisfare le condizioni

[ toxar=0, | foaedr=o, { foxp ar =o. (6:3)

Sottolineiamo che la nozione stessa di temperatura in un gas che
non sia in equilibrio diventa definita soltanto in seguito all’assegna-
zione agli integrali (6,2) di determinati valori. Questa nozione ha
un carattere incondizionato soltanto nello stato completamente
d’equilibrio del gas nel suo insieme; per la definizione della tempe-
ratura in un gas che non & in equilibrio occorre una condizione sup-
plementare, quale & l’assegnazione dei suddetti valori.

Prima di tutto trasformiamo I'integrale degli urti nell’equazione
cinetica (3,8). Sostituendovi le funzioni nella forma (6,1), i termini
non contenenti la piccola correzione 7 si elidono mutuamente, poiché
la funzione di distribuzione d’equilibrio annulla 1'integrale degli

1) Questo metodo di soluzione dell’equazione cinetica appartiene a D. En-
skog (1917).



TEORIA CINETICA DEI GAS 33

urti. I termini del primo ordine danno -

stf=1o1(y, _(6,4)
dove I () indica l'operatore integrale lineare
I = §who( +x—x—1,) dT, dI" dr. (6.5)

Qui & stata utilizzata 1’uguaglianza fofor = fufyys il fattore f, pud
essere portato fuori dal segno di integrale, poiché non si integra su dTI.

Sottolineiamo che 1'integrale (6,5) si annulla identicamente per
le funzioni

X = costante, 7y = costante-e, y = p 8V (6,6)

(dove 8V & un vettore costante); I’annullarsi dell’integrale per la
seconda e la terza di queste funzioni & dovuto alla conservazione
dell’energia e della quantitd di moto in ogni urto. Essendo indi-
pendenti dal tempo e dalle coordinate, le funzioni (6,6) verificano,
quindi, tutta Pequazione cinetica.

Queste soluzioni hanno un’origine assai semplice. L’equazione
cinetica & verificata identicamente dalla funzione di distribuzione
d’equilibrio con qualsiasi densita (costante) di particelle e tempe-

ratura. Percid la verifica automaticamente anche la piccola corre-
zione

[/ SN
8 =35 SN =fo S,

che compare al variare della densita di 6V; ne deriva la prima delle

soluzioni (6,6). Analogamente verifica I'equazione anche la corre-
zione

6f =o 57,

che compare in seguito al cambiamento della temperatura 7' di una
biccola grandezza costante 87. Quanto alla derivata 0fo/dT, essa
¢ formata dalla somma di un termine della forma costante-f, (che
compare per derivazione del fattore di normalizzazione in fy) e di
un termine proporzionale ad efy; ne segue la seconda delle soluzioni
(6,6). La terza di queste soluzioni compare come espressione del prin-
cipio di relativitd galileiano: una funzione di distribuzione d’equi-
librio deve verificare 1'equazione cinetica anche dopo il passaggio
ad un altro sistema inerziale di riferimento. Passando a un sistema
in moto rispetto al sistema iniziale con velociti costante piccola 8V,
le velocita v delle molecole vanno sostituite con v — 8V, in modo
che la funzione di distribuzione abbia 1'incremento

8f = 2o v = — Lo pav,
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cui corrisponde esattamente la terza delle soluzioni (6,6). Le solu-
zioni « parassite » (6,6) vengono escluse con l’imposizione delle tre
condizioni (6,3).

Trasformiamo immediatamente in forma generale il primo mem-
bro dell’equazione cinetica, in modo da includere sia il problema
della conducibilitd termica, sia quello della viscosita. In altre parole,
supponiamo 1'esistenza dei gradienti di tutte le caratteristiche ma-
croscopiche del gas, compresa la velocitd macroscopica V.

La funzione di distribuzione d’equilibrio in un gas immobile
(V = 0) & la distribuzione di Boltzmann che scriviamo nella forma

fo=exp (L=5H), (6.7)

dove p & il potenziale chimico del gas. La distribuzione in un gas
in moto differisce dalla (6,7) (come & stato gid notato al § 5) per la
sola trasformazione galileiana della velocita. Per scrivere questa
funzione in forma esplicita, separiamo dall’energia totale & (T)
della molecola quella cinetica del suo moto traslatorio:
my?

g ()= 5 + &3 (6,8)
I’energia interna & int include in sé ’energia di rotazione e 1’energia
di oscillazione della molecola. Sostituendo v con v — V, otteniamo
la distribuzione di Boltzmann nel gas in moto

fo=6xp (_E:;ﬂt—) exp (—m (v2;V)2) . 6,9)

In un gas debolmente non omogeneo f, dipende dalle coordinate
e dal tempo, e questa dipendenza si origina dal variare delle caratte-
ristiche macroscopiche all’interno del gas (e con il tempo): la velo-
cita V, la temperatura T e la pressione P (e con esse anche il poten-
ziale chimico p). Poiché i gradienti di queste grandezze sono supposti
piccoli, a primo membro dell’equazione cinetica & sufficiente sosti-
tuire (nell’approssimazione considerata) f con fo-

I calcoli si possono semplificare alquanto, tenendo conto del-
I'indipendenza evidente dei coefficienti cinetici, che ci interessano
in ultima analisi, dalla velocitd V. Pertanto & sufficiente considerare
un solo punto nel gas e scegliere quello in cui la velocita V (ma, ovvia-
mente, non le sue derivate) & nulla.

Derivando 'espressione (6,9) rispetto al tempo e ponendo V = 0,
otteniamo

T & 7] w—e(T) ] 7 o oy AR

_j_;—a_ft(L:[(T?—};'—)p__—T—_—]T ( aP)T 5 T™ T

In accordo con le note formule termodinamiche abbiamo

()= = ()e=dre wow=7e
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dove w, se 1/N sono la funzione termica, I’entropia e il volume rife-
riti a una sola particella di gas. Percid

T ofy e)—w oT , 1 oP av .
T T T et W TV g - (6,10)

Analogamente troviamo

__fI;_ VWV, = _B__(%——_w vvT + % VVP -+ muavgV up, (6,11)

dove per brevitd abbiamo introdotto la notazione

__.'1_ aVa 0V5 — a3 .
Vas=7 (Goz+2L) s Vaa=divV; (6,12)
nell’ultimo termine della (6,11) abbiamo eseguito la sostituzione
t?VB
UaUp T =UaUﬁVaﬁ.

Il primo membro dell’equazione cinetica si ottiene sommando le
espressioni (6,10-11). In questo caso tutte le derivate rispetto al
tempo delle grandezze macroscopiche si possono esprimere con i loro
gradienti spaziali, in base alle equazioni idrodinamiche di un mezzo
perfetto (cioé non viscoso e non termoconduttore); se qui tenessimo
conto dei termini dissipativi, ¢id implicherebbe la comparsa di gran-
dezze di ordine infinitesimo superiore. Nel punto in cui V=0
I'equazione di Eulero da

ov 1 1

Nello stesso punto dall’equazione di continuitd abbiamo AN/dt =
= —N div V, ossia

1 0N 1 8P 1 67T .
N ot =P T = —dvvy (6,14)

(qui & stata adoperata I’equazione di stato di un gas perfetto NV =
= P/T). Infine, I'equazione di conservazione dell’entropia, ds/dt -
-+ VVs =0, da 05/t = 0, ossia

°p AT 1 oP

T o T F o =0 (6:15)
dove abbiamo sfruttato le formule termodinamiche
)=k, (L) =—1
(W)p— T’ (ap T P

(cp & il calore specifico riferito anch’esso a una sola molecola); la
seconda di queste formule si riferisce al gas perfetto. Dalle ugua-
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glianze (6,14-15) ricaviamo

19T 4 1P _ _ p g
TW——‘C—D’dlvv, P o1 = o dlvV (6116)

(si & tenuto conto che per il gas perfetto cp — & = 1).
Ora dopo un calcolo semplice otteniamo il seguente risultato:

oy | o =
3t +¥Vi=
w—Tep—e (L)

= Jo (200 v9T 4 mogveVup+ divv}. (617
Sottolineiamo che finora non abbiamo avanzalo nessuna ipotesi
specifica sul carattere della dipendenza delle grandezze termodina-
miche dalla temperatura; abbiamo utilizzato la sola equazione gene-
rale di stato del gas perfetto. Per un gas con rotazione classica delle
molecole e oscillazioni non eccitate il calore specifico non dipende
dalla temperatura e la funzione termica & 1

w = cpT. (6,18)

Allora l'ultimo termine nella (6,17) si semplifica; eguagliando le
(6,17) e (6,4), scriviamo infine I'equazione cinetica nella forma

T)—cpT
e(T)—cp E(F)]Vaa=1(x)- (6,19)

T VVT+[mUaUﬂ—6a5 o
Nei due paragrafi successivi questa equazione verra studiata in
modo pitt dettagliato nell'applicazione ai problemi della condu-
zione termica e della viscosita.

Ricordiamo che gia dalla legge della crescita dell’entropia deriva
che il gradiente della pressione (in assenza dei gradienti della tem-
peratura e della velocita) non implica la comparsa di processi dissi-
pativi (cfr. VI, § 49). Nell'equazione cinetica questa condizione
viene soddisfatta automaticamente e si manifesta con la scomparsa
del gradiente della pressione dal primo membro della (6,19).

§ 7. Conducibilita termica dei gas

Per calcolare il coefficiente di conducibilitd termica dei gas
occorre risolvere I'equazione cinetica con il gradiente della tempe-
ratura. Conservando nella (6,19) il solo primo termine a primo mem-
bro, abbiamo

e(T)—cpT -
2w =1 (). (@1)

1) B supposto che 1'energia & (I) della molecola sia calcolata a ggrtire dal
suo minimo; in accordo con cid & omessa 1a costante additiva in w indipendente
dalla temperatura.




TEORIA CINETICA DEI GAS 37

Si deve cercare la soluzione di questa equazione nella forma
y = gvT, (7,2)

dove il vettore g & una funzione delle sole grandezze T. Infatti, so-
stituendola nella (7,1) otteniamo il fattore VT in ambedue i membri
dell’'uguaglianza. Poiché 'equazione deve essere verificata per valori
arbitrari del vettore VT, i coefficienti in VI devono essere uguali
in ambedue i membri dell’uguaglianza in modo che otteniamo per g
T'equazione

e(T)—cpT -
vt =1(g), ) (7,3)

non contenente pit VT (e, quindi, una dipendenza esplicita dalle
coordinate).

La funzione 7 deve soddisfare anche le condizioni (6,3). Le prime
due di queste condizioni sono verificate automaticamente con la
funzione 7y nella forma (7,2); cid & evidente gia dal fatto che I'equa-
zione (7,3) non contiene parametri vettoriali lungo i quali potrebbero

essere diretti vettori costanti, ossia gli integrali S fogdl e S foeg dT.

Quanto alla terza delle condizioni (6,3), essa impone alla soluzione
dell’equazione (7,3) la condizione complementare

S fovg dT =0. (7,4)

Se 1’equazione cinetica & risolta e se la funzione y & nota, si puo
determinare il coefficiente di conducibilitd termica calcolando il
flusso d’energia, e precisamente la sua parte dissipativa non legata
semplicemente al trasporto di energia per convezione (indicheremo
con q questa parte del flusso d’energia). Se nel gas non esiste moto
macroscopico, q' coincide con il flusso totale d’energia q espresso
dall’integrale (5,9). Per f = f, questo integrale scompare identica-
mente con 1’integrazione lungo le direzioni v. Percid sostituendo f
la (6,1) resta

1 1
q= | vigre a0 = | feev @vD) dr,

0, in componenti,
oT 1
Ga= —Yapgn-r ap=—T S foevogadr. (7,5)

In virtd dell’isotropia del gas in equilibrio non esistono in esso
direzioni fisse e il tensore %, pud essere espresso unicamente in
funzione del tensore unitd 8,4, cioé si riduce allo scalare

%op = *0upy % = Aqql3.
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Quindi, il flusso d’energia @

q = —xVT, (7.6)
dove il coefficiente scalare di conducibilita termica vale
1 -
x= ——ngoavgdl‘. (7.7)

La positivita di questa grandezza (il flusso q deve essere diretto in
direzione opposta al gradiente della temperatura) & garantita auto-
maticamente dall’equazione cinetica (si veda il § 9).

Nei gas monoatomici la velocitd v & l'unico vettore dal quale

dipende la funzione g; & chiaro quindi che questa funzione deve
avere la forma

g==2 (). (7,8)

Nei gas poliatomici la funzione g dipende gid da due vettori:
dalla velocita v e dal momento M. Se la simmetria delle molecole
non consente l’esistenza di stereoisomeria, allora 1'integrale degli
urti e, con esso, I'equazione (7,3) sono invarianti rispetto all’inver-
sione; della stessa invarianza deve godere anche la soluzione .
In altre parole, y = gV 7T deve essere uno scalare proprio, e poiché
il gradiente VT & un vettore proprio, la funzione g deve essere anch’es-
sa tale. Cosi, per un gas biatomico in cui con i vettori v e M si esau-
riscono le grandezze T, la funzione g (I') ha la forma

g = vg; -+ M (vM) g, + [vM] g, (7,9)

dove g, g,, g; sono funzioni scalari degli argomenti scalari v2, M2,
(vM)?; questa & la forma pili generale di un vettore proprio che pud
essere costruito mediante il vettore proprio v e lo pseudovettore M 1).

Se, invece, la sostanza & stereoisomera, non esiste invarianza
rispetto all'inversione: come & stato gid detto al § 2, 1'inversione in
questo caso « trasforma » di fatto il gas in un’altra sostanza. Ri-
spettivamente la funzione 7y potrd contenere anche termini pseudosca-
lari, vale a dire che la funzione g contiene termini pseudovettoriali
(un_termine della forma gM, ad esempio).

La condizione di applicabilith del metodo esposto di soluzione
dell’equazione cinetica (basato sull’ipotesi che f sia vicina a f,)
si pud stabilire stimando 1'integrale degli urti in base alla formula
(3,12). L’energia media della molecola ¢ & ~ T, percio la stima di
entrambi i membri dell’equazione (7,3) da v ~ g/t ~ gv/l, da cui
g ~ l. La condizione 3/T ~ g | VT |/T < 1 (equivalente alla con-
dizione 8f < f,) significa, quindi, che le distanze L, sulle quali la

1) Le soluzioni dell’equazione di Boltzmann per gas con molegole rotanti
sono state studiate originariamente da Ju.M. Kagan e A.M. Afanasjev (1961).
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temperatura varia notevolmente (| VT |~ T/L), devono essere
grandi rispetto a I. In altre parole, la funzione della forma (6,1)
rappresenta i primi termini dello sviluppo dell’equazione cinetica
in potenze del piccolo rapporto I/L.

La stima dell’integrale (7,7) con g ~ I conduce alla formula

%~ cNlv, (7,10)

dove ¢ & il calore specifico di una molecola di gas. Questa ¢ la nota
formula elementare di cinetica dei gas (si veda la nota a pag. 57).

Ponendovi I ~ 1/No, ¢c ~1 e v~V T/m, abbiamo

w~ ) = (7.11)

In questa stima la sezione o si riferisce alla velocita termica media
delle molecole, e in tal senso bisogna intendere questa grandezza
come funzione della temperatura. All’aumentare della velocita la
sezione, in generale, decresce e, rispettivamente, o sard una funzione
decrescente della temperatura. A temperature non troppo basse le
molecole del gas si comportano qualitativamente come particelle
solide elastiche interagenti mutuamente soltanto per urti diretti.
A questo carattere dell’interazione corrisponde una sezione d’urto
dipendente debolmente dalla velocitd (e pertanto anche dalla tem-
peratura). In queste condizioni la dipendenza di x dalla temperatura
& quasi proporzionale a}/ T.

Per una data temperatura il coefficiente di conducibilita ter-
mica, come si vede dalla (7,11), & indipendente dalla densitd del
gas o, che € lo stesso, dalla sua pressione. Sottolineiamo che questa
proprietd importante non & legata alle ipotesi fatte nella stima ed
& precisa nei limiti dell’equazione cinetica di Boltzmann. Essa deriva
dal fatto che questa equazione tiene conto dei soli urti fra coppie di
molecole (ragione per cui la lunghezza del cammino risulta essere
inversamente proporzionale alla densitd del gas).

§ 8. Viscosita dei gas

11 calcolo della viscositd dei gas mediante 1’equazione cinetica
¢ analogo al calcolo della conducibilitd termica. La differenza & che
la deviazione dall’equilibrio & dovuta non al gradiente della tem-
peratura, bensi alla disomogeneitd del flusso di gas rispetto alla
velocitd del moto macroscopico V. In questo caso & supposto di
nuovo che le dimensioni caratteristiche del problema siano L > [

Come & noto, esistono due tipi di viscosita, i cui coefficienti si
suole indicare con m e {. Essi sono definiti come coefficienti nel
tensore degli sforzi viscosi oqs, che figura come componente nel
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tensore della densitd di flusso della quantita di moto
HaB = PG«B -+ pVaVﬂ - 0&57 (8,1)
, 1 . .
Oup =21 (Va,,—§ aaﬂdwv) +L0gp divV, (8,2)

dove V, & definito secondo la (6,12) (si veda VI, § 15). In un liquido
incomprimibile appare la sola viscositd n. Quanto alla « seconda »
viscosita {, essa appare nei moti in cui div V 5= 0. E opportuno cal-
colare separatamente i due coefficienti.

Omettendo nell’equazione cinetica generale (6,19) il termine con
il gradiente della temperatura, riscriviamola nella forma

3

dove a primo membro sono separati i termini che generano la prima
e la seconda viscosita. Per il calcolo della prima viscositd bisogna
ritenere che div V = 0. Riscriviamo come segue 1'’equazione cosi
ottenuta: :

mv g (Vap— 5 8ap div V) + (52 —£0) divv=1 . (8:3)

1
m (vavp—3 8ast?) Vap=1 (), (8,4)

dove ambedue i fattori tensoriali a primo membro hanno traccia
nulla.

Cerchiamo la soluzione di questa equazione nella forma
r= gaBVaB’ (875)

dove gup (I') & un tensore simmetrico; poiché la traccia Vo, = 0,
allora, aggiungendo a g,g un termine <~ §,p, si pud sempre ottenere
anche g,, = 0 senza cambiare la funzione y. Per g,s abbiamo I’equa-
zione

1
m (vavﬁ—? GGBUZ) =1 (gaﬁ)' (8,6)

Le condizioni aggiunte (6,3) sono verificate automaticamente.
I1 flusso della quantitd di moto si calcola mediante la funzione
di distribuzione come I'integrale (5,8). La parte di questo tensore
che ci interessa, ossia il tensore degli sforzi viscosi, & data dall’inte-
grale
m

0tp=— 7 | vavsfox AT =1NapveVyer 8:7)

MNabrs = — ’nft' S fovaVpgys dT . (8.8)

Le grandezze qpys costitniscono un tensore di quarto rango, sim-
metrico rispetto alle coppie di indici a, P e v, § che si annulla per
riduzione rispetto alla coppia y, §. Per l'isotropia del gas questo
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tensore pud essere espresso soltanto in funzione del tensore unita
0.5. L’espressione soddisfacente tali condizioni &

2
Nasys =1 [6av656 + 8005y — gaaaévo] .

Allora oqp = 2nV,p, cosicché n & il coefficiente di viscositd cer-
cato. Esso & definito mediante la riduzione del tensore rispetto alle
coppie di indici «, y e B, §

n=— '% Svavﬁgaﬁfo dr. (8:9)

In un gas monoatomico g.p & funzione del solo vettore v. La forma
generale di questo tensore simmetrico con traccia nulla &

gtxﬁ= (Uavﬁ—-% 6aﬁv2) g (v) (8;10)

con una sola funzione scalare g (v). Nei gas poliatomici il tensore
gqp € composto di un numero piu grande di variabili, compresi i due
vettori v e M. In assenza di stereoisomeria il tensore g,s pud con-
tenere unicamente termini propriamente tensoriali; nel gas di una
sostanza stereoisomera sono possibili anche termini pseudotensoriali.

La stima del coefficiente di viscositd, analoga a quella (7,10)
per il coefficiente di conducibilitd termica, conduce alla nota formula
elementare della cinetica dei gas

N ~ muNl (8,11)

(si veda la nota a pag. 57). La conducibilita termica e la viscosita
cinematica risultano essere grandezze dello stesso ordine:

#/Nep ~ n/Nm ~ vl. (8,12)

Ponendo nella (8,41) I ~ 1/No e v ~ (T/m)42 otteniamo
N~V ml/o. (8,13)

Quanto detto al § 7 circa la dipendenza di % dalla pressione e dalla
temperatura si riferisce ugualmente al coefficiente di viscosita n.

Per il calcolo del secondo coefficiente di viscosita bisogna sup-
porre non nulle il secondo termine a primo membro dell’equazione
cinetica (8,3)

2 r .
(55— 8(:(,,)) div VT (3). (8,14)
Cerchiamo la soluzione nella forma

y=gdivV (8,15)



42 CAPITOLO I

e per la funzione g troviamo I'equazione

my?

. |
. ____?c‘v) =1(g). (8,16)

Calcolando il tensore degli sforzi e confrontandolo con l'espres-
sione {8qp div V, otteniamo il coefficiente di viscosita nella forma

m

€= — 37 szgfodr. (8’17)

Nei gas monoatomici & (I') = mv*/2, ¢, = 3/2 e il primo membro
dell’equazione (8,16) si annulla. Dall’equazione [ (g) = 0 segue
allora che anche g = 0 e, quindi { = 0. Siamo giunti cosi all'inte-
ressante seguente conclusione: nei gas monoatomici la seconda vi-
scosita & nulla?).

PROBLEMA

Mostrare che la seconda viscositd di un gas di particelle ultrarelativistiche
& nulla (I. M. Chalatnikov, 1955).

Soluzione. L'energia ¢ della particella relativistica nel sistema di riferi-
mento K, in cui il gas si muove con velocita (non relativistica) V, & legata alla
sua energia ¢ nel sistema di riferimento K’, in cui il gas si trova a riposo, dalla
formula & = & — pV, dove p ¢ la guantitd di moto della particella nel sistema
K (¢ la formula di trasformazione di Lorentz in cui sono omessi i termini in V
di ordine superiore al primo). La funzione di distribuzione nel sistema K &
fo (e — pY), dove fq (¢') & la distribuzione di Boltzmann.

Poiché ci interessa 1a sola viscositd, possiamo fin dall’inizio supporre nulli
i gradienti di tutte le grandezze macroscopiche, tranne la sola velocita V; allora
anche 3V/3t = 0 in mode che 'ultime termine nella (6,10) scompare 2). Nella
(6,11) i primi due termini sono assenti anch’essi e il terzo termine va sostituito
con

Vg ,
vV (pV) -—vapﬁ m ——vapﬂ‘ ap

(le direzioni v e p coincidono, percid pgvg = ppv,). Le equazioni di continuita -
e di conservazione dell'entropia nella forma usata al § 6 restano valide anche
per il moto (con piccole veloeitd V) di un gas relativistico. Quindi restano in
vigore anche le formule (6,16). Come risultato 1’equazione cinetica assume la

1y Sottolineiamo che si tratta dei gas proprio nell’approssimazione rispetto
al « parametro di gassositd » Nd3, cul corrisponde 1’equazione di Boltzmann
(e nella quale la viscosith v risulta essere indipendente dalla densitd). Nelle
approssimazioni successive (termini successivi dello « sviluppo viriale », si
veda il § 18) compare anche la viscosita non nulla Z. E essenziale anche la dipen-
denza quadratica dell’energia della particella dalla sua quantitd di moto; nel
gas « monoatomico » relativistico la seconda viscositad non & pil nulla (tuttavia
essa si annulla di nuovo in un altro caso limite, ossia ultrarelativistico; si veda
il problema). . . .

2) A scanso di equivoci, ricordiamo che in un gas relativistico il gl;adlenge
della pressione d un suo contributo al flusso di conduzione termica dell’energia
(si veda VI, § 126). :
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forma
(vapg—Bap o) Van=1 0.

Nel problema della seconda viscositd bisogna porre Vg = 1/38,p div V, e
allora
P2 )divv=
(-3— : )dlv\ 1),

v

Nel gas ultrarelativistico v = ¢, & = cp e il calore specifico ¢, = 3 (si veda V,
§ 44, il problema) in modo che il primo membro dell’equazione, e con esso ,
si annullano.

§ 9. Simmetria dei coefficienti cinetici

I coefficienti di conducibilita termica e di viscosita si riferiscono
a una categoria di grandezze che determinano processi di rilassa-
mento in sistemi debolmente non in equilibrio. Queste grandezze,
ossia 1 coefficienti cinetici, verificano il principio di simmetria
(principio di Onsager) che pud essere stabilito in forma generale a pre-
scindere dai meccanismi di rilassamento concreti. Ma nel calcolo
concreto dei coefficienti cinetici mediante le equazioni cinetiche il
principio di simmetria non fornisce alcuna condizione supplemen-
tare, che dovrebbe essere imposta alla soluzione delle equazioni.
Per questo caleolo le condizioni del principio di simmetria si veri-
ficano automaticamente. E utile vedere in che modo c¢id avviene.

Ricordiamo che nella formulazione generale del principio di
Onsager (si veda V, § 120) figura un insieme di grandezze z, che carat-
terizzano lo stato di non equilibrio del sistema, e un insieme di gran-
dezze « termodinamicamente coniugate » X, = —a8S/dz, (S & l'en-
tropia del sistema). Il processo di rilassamento di un sistema debol-
mente non in equilibrio e descritto dalle equazioni che definiscono
le velocita di variazione delle grandezze z, sotto forma di funzioni
lineari delle grandezze X,

";a = - ; Vap Xt (9’1)

dove 7,, sono i coefficienti cinetici. Secondo il principio di Onsager,
se z, e z, si comportano allo stesso modo per inversione del tempo,
allora

Vab = Vbe- ' (912)

Inolire la velocitd di variazione dell’entropia & data dalla forma
quadratica

§=— 3 Xoza= 3, varXoXs. (9:3)

Spesso & comodo usare la prima di queste espressioni per stabilire la
corrispondenza tra le grandezze z, e X,.
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Nel caso della conducibilita termica come « velocita » z, consi-
deriamo le componenti ¢, del vettore del flusso dissipativo di calore
(in ogni dato punto del mezzo); I'indice a coincide in questo caso con
P'indice vettoriale o. Le grandezze corrispondenti a X, saranno le
derivate T-2 9T/0z, (si veda IX, § 88). Le uguaglianze ¢4 =
= —xuqp 0T/0zp svolgono il ruolo delle equazioni (9,1) in modo che
le grandezze T?x,5 sono i coefficienti cinetici y,,. In accordo con
il principio di Onsager deve essere x,g = Xpq-

Analogamente, nel caso della viscositd come grandezze x, consi-
deriamo le componenti del tensore del flusso viscoso della guantita
di moto o4p; in questo caso alle X, corrispondono —V,g5/T (all’in-
dice a corrisponde la coppia degli indici tensoriali ap). Le relazioni
Oap = MNapys Vys Svolgono il ruolo delle equazioni (9,1) e le gran-
dezze Tmqpys Sono i coefficienti cinetici. Secondo il principio di
Onsager deve essere Mgpys = Nysab-

Nei problemi sulla conducibilitd termica e sulla viscositd dei
gas, considerati ai paragrafi precedenti, la suddetta simmetria dei
tensori %, € Tepys © COmparsa automaticamente come conseguenza
dell’isotropia del mezzo, a prescindere dalla soluzione dell’equazione
cinetica. Mostriamo, tuttavia, che questa simmetria comparirebbe an-
che in seguito alla soluzione dell’equazione cinetica a prescindere
dall’isotropia del mezzo.

Lo schema di soluzione dei problemi sulla conducibilita termica
e la viscositd in un gas debolmente disomogeneo era il seguente:
la correzione alla funzione di distribuzione di equilibrio si cerca
nella forma

x= ; g (1) X, (9,4)
e per le funzioni‘ g, si ottengono equazioni della forma
La =1 (ga)' (9’5)

Le grandezze L, sono le componenti del vettore
T e (T) — cpTlvg
nel caso della conducibilitd termica, o del temsore

—T[mvavﬁ— e () 6,,5] :

Cp

nel caso della viscosita (si veda la (6,19)). Le soluzioni dell’equazione
(9,5) devono soddisfare le condizioni complementari

[ togadr =0, {togieal=0, §jogoparl =0.
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Tenendo conto di queste condizioni, i coefficienti cinetici y,, si
possono scrivere in forma di integrali:

T%ap = — | foLags dT. (9.6)

La dimostrazione della simmetria y,, = v, si riduce quindi alla
dimostrazione dell’'uguaglianza degli integrali

§ foLagodl = | #,Lyg ar. ©.7)

Essa & basata sulla proprietd di « autoconiugazione » dell’ope-
ratore linearizzato 7, cui si pud arrivare nel seguente modo.
Consideriamo 1’integrale

§ 1601 (0) a0 = | fofosw'e (' + 4;— b —py) &L,

dove ¢ (T), ¢ (T) sono due funzioni qualsiasi della variabile T.
Poiché si integra rispetto a tutte le variabili T, Ly, IV, Ty, si pus,
senza cambiare 'integrale, operare un qualunque cambio di nota-
zione (come abbiamo gia fatto al § 4). Eseguiamo la trasformazione
I T" < Ty, T| e, in seguito, in ciascuna delle due forme integrali
cosi ottenute il cambio di notazione T, I« TI', T,. Calcolando la
somma di tutte e quattro le espressioni abbiamo

§ 1692 (0) a0 =% § fofos 10 (@+ 0 - w (@ -+ @)1 x
XMW +p) — @+l el (9,8)

(le notazioni w e w’ sono prese dalla formula (3,5)). Consideriamo ora
lo stesso integrale in cui le funzioni P (T) e ¢ (T') sono sostituite ri-
spettivamente con ¢ (I'T) e 1 (I'T) (senza cambiare le variabili in w

’

e w'l). Operando il cambio di notazione I7, rT,...—»r I,

e usando il principio dell’equilibrio dettagliato (2,3), ot'tenie;n.u;
1 s ot ,
§ 10071 @7 AT = § fufen 10 (b 4+ 90—’ (¥ + )

XU +o)+(p+@)1dl (9,9)

(si & tenuto conto che f, (TT) = f, (T)). Sviluppando nelle (9,8)
e (9,9) le parentesi quadre e confrontandole termine a termine ve-
diamo che ambedue gli integrali sono uguali. Nel confronto si deve
tener conto della relazione di unitarietd (2,9) in virtd della quale
abbiamo, ad esempio,

5 Fofos (P +by) (@ + @) dil = 5 fofor?’ (9 -+py) (@ + @y) deT

(la relazione (2,9) & applicabile qui all’integrazione rispetto alle
variabili I e Ty, dalle quali nell’espressione integranda dipendono
soltanto w e w').
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Otteniamo cosi 1'uguaglianza
[ fo07 () aT = { 72"7 (@7 L. (9.10)

E da notare che se il principio dell’equilibrio dettagliato & valido
nella sua forma pit semplice (2,8), w = w’, allora la relazione (9,10)
si riduce all'autoconiugazione letterale dell’operatore I, cioe

 te01 9y ar = { fo07 (@) ar, (9.11)

dove in ambedue gli integrali figurano le funzioni ¢ e 1 delle stesse
variabili T (cid & evidente immediatamente, per w = w’, dall’espres-
sione (9,8)).

Tornando ai coefficienti cinetici, facciamo il cambio di notazione
T — I'T pel primo integrale della (9,7) e teniamo conto che

La (FT) = :tLa (P) (9712)

(il segno superiore si riferisce al caso della viscositda, quello infe-
riore alla conducibilitd termica). Usiamo ora le relazioni (9,5)
e (9,40). In questo caso nella (9,10) si puo integrare rispetto a IT,
anziché rispetto a T'; & evidente che il valore dell’integrale in questo
caso non cambia. Abbiamo

{ ugoLa dr == § 10671 (g0) AT = = § 1,821 (22) X" =
= | o8TLy (T) aT™.

Ora 3 sufficiente fare il cambio di notazione I'T — I' a secondo
membro dell’uguaglianza e, tenendo conto della (9,12), otteniamo
il risultato richiesto (9,7).

I coefficienti cinetici devono soddisfare anche le condizioni
derivanti dalla legge della crescita dell’entropia; in particolare,
devono essere positivi i coefficienti « diagonali » 4., Poiché I'equa-
zione cinetica garantisce la crescita dell’entropia & naturale che,
calcolando i coefficienti cinetici mediante questa equazione, queste
condizioni siano verificate automaticamente.

L’aumento dell'entropia si esprime mediante la disuguaglianza

-—Slnf-Stde‘>0
(si veda il § 4). Sostituendovi
f=fo(1+%), Sti=TIG0:
abbiamo

—Slnfostde‘—-;Tanln“ +E)1¢pdr>o.
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Il primo integrale si annulla identicamente e nel secondo, dopo
aver scritto, poiché y & piccolo, In (1 + 4/T) ~ x/T, troviamo

— S foud () dT > 0. ' (9,13)

Questa disuguaglianza garantisce ai coefficienti cinetici le proprieta
necessarie. In particolare, per y = g, la disuguaglianza esprime la
positivita di V4.

§ 10. Soluzione approssimata dell’equazione cinetica

Poiché la legge di interazione delle molecole (soprattutto di
quelle poliatomiche), che definisce la funzione w nell’integrale degli
urti, & complicata, & impossibile in sostanza scrivere I'equazione di
Boltzmann in forma precisa per gas concreti. Anche con semplici
ipotesi circa il carattere dell’interazione molecolare la complessita
della struttura matematica dell’equazione cinetica non consente
in generale di trovare la soluzione in una forma analitica precisa;
i0 riguarda anche I'equazione linearizzata. Stando cosi le cose,
nella teoria cinetica dei gas hanno un'importanza particolare i me-
todi sufficientemente efficaci di soluzione approssimata dell’equa-
zione di Boltzmann. Diamo qui I'idea di un tale metodo applicato
a un gas monoatomico (S. Chapman, 1916).

Consideriamo dapprima il problema della conducibilitd termica.
Per un gas monoatomico il calore specifico & ¢p = 5/2 e 'equazione
linearizzata (7,3) assume la forma

—v (%— pr) =1(g) (10,1)

(dove B = m/2T); I'operatore integrale lineare I/ (g) & dato dalla
formula

I(g)= [ vreifor (&' +2i—g—g,) d*py do (10,2)

(corrispondente all’integrale degli urti (3,9)), e la funzione di di-
stribuzione di equilibrio !) &
NP3/ :
fo (V) = s €~B9%, (10,3)
Un metodo efficace di soluzione approssimata dell’equazione
(10,1) & basato sullo sviluppo delle funzioni cercate in un sistema

completo di funzioni mutuamente ortogonali; per queste stime &
Pill comodo considerare i cosiddetti polinomi di Sonin (D. Burnett,

1) La funzione di distribuzione & supposta_ovunque definita rispetto allo

spazio dei momenti lineari. Tuttavia, ci6 non impedisce che essa possa essere
espressa, per ragioni di comoditd, in funzione della velocitd v = p/m.
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1935). Queste funzioni sono definite dalla formula 1)
Sy (z) = -%— ez —a%;— e~ g™, (10,4)
dove r & arbitrario e s un intero positivo o zero. In particolare,
§0=1, St@@=r+1-—a=z (10,5)
La proprietd di ortogonalitd di questi polinomi' per un indice r
dato e per i diversi indici s &
{e=2753 (z) 8% (0) do= Letets,, (10.6)
0

Cerchiamo la soluzione dell’equazione (10,1) nella forma dello
sviluppo

g =L v 3 4,855 6. (10,7)

s=1

Omettendo nello sviluppo il termine con s = 0, verifichiamo auto-
maticamente la condizione (7,4) (I'integrale si annulla in virtu
dell’ortogonalitad dei polinomi con s = 0 e s = 0). L’espressione tra
parentesi a primo membro della (10,1) & un polinomio in S35 (fv?)
in modo che I'equazione assume la forma

— VS B =L 5 4,1 (vSip). (10,8)
s=1

Moltiplicando i due membri per vf, (v) Si;2 (Bv®) e integrando in
d®p, otteniamo il sistema di equazioni algebriche

S e Ay =28y 1=1, 2, ..., (10,9)
s=1

con
a; = —7%:- S fovSipel (v832) d*p = ,,ﬁT: {vS%/2, vSi2)  (10,10)
dove si sono introdotte le notazioni
(P 6= 1o0) fo @) | v—vy1 A(F) A (6) &°p d*p, do,
A(F)=F (') +F(v)—F(V)—F (vy).

(10,11)

1) Essi differiscono soltanto per normalizzazione e indici dai polinomi
generalizzati di Laguerre
(=T

SHO=Far

Lty (2).
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L’equazione (10,9) con I = 0 non figura qui poiché ay, = 0 in virtd
della conservazione della quantitd di moto: A (vSsl) = A (v) = 0.
Il coefficiente di conducibilitd termica si calcola sostituendo la
(10,7) nell’integrale (7,7). Secondo la condizione (7,4) si pud rappre-
sentare questo integrale (con e = m1?/2) nella forma

1
w=—3 | foS32 B3 vg dip
e come risultato otteniamo
x=2 4,. (10,42)

Il vantaggio dello sviluppo in polinomi di Sonin consiste nella sem-
plicitd del secondo membro delle equazioni (10,9) e dell’espressione
(10,12).

L’esecuzione dei calcoli per il problema della viscositd & comple-
tamente analoga. Cerchiamo la soluzione dell’equazione (8,6) mnella
forma

Bas=—4r (Pats—51%000) D BuSin (B).  (10,13)

. s=0

La sostituzione nella (8,6) con la successiva moltiplicazione di questa
equazione per

o 0) Siy2 (Bo*) (vavs — 5 v30,)

e l'integrazione in d®p conducono al sistema di equazioni

) 6By =58, 1=0, 1, 2, ..., (10,14)
§={) e

dove
3

2 2
bty =5 { (vas— 2 8up) Skrz, (vavs—3 8ug) Shr2}. (10,15)
Dalla (8,9) ricaviamo il coefficiente di viscosita
n=-2—mBo- - (10,16)

La soluzione approssimata del sistema infinito di equazioni
(10,9) o (10,14) si ottiene conservando negli sviluppi (10,7) o (10,13)
soltanto i primi termini, ciod mediante un’interruzione artificiale
del sistema. La convergenza del processo di approssimazione all’au-
mentare del numero di termini & estremamente rapida: gia la con-
servazione di un solo termine conduce, in generale, alla precisione
dell’1-2% nel valore di % o di 3 %).

1) La convergenza, tuttavia, risulta essere un po’ peggiore nei problemi
di diffusione e soprattutto di termodiffusione, :
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Mostriamo che la soluzione approssimata dell’equazione cinetica
linearizzata per i gas monoatomici, realizzabile con il metodo de-
scritto, conduce a valori dei coefficienti cinetici a priori inferiori
a quelli che darebbe la soluzione precisa di questa equazione.

Scriviamo 1'equazione cinetica nella forma simbolica seguente:

I(g)=1L (10,17)

(le funzioni g e L sono vettori per il problema della conducibilita
termica e tensori del secondo rango nel problema della viscosita).
Rispetto alla funzione g il coefficiente cinetico corrispondente & de-
finibile come una grandezza proporzionale all'integrale

— {181 (@) @p | (10,18)

(si veda il § 9). Quanto alla funzione approssimata g, essa verifica
non l'equazione stessa (10,17), ma soltanto la relazione integrale

1ol @) &2p={ foLe @*p (10,49)

(come cid & evidente dal modo di definizione dei coefficienti negli
sviluppi di g).

L’affermazione espressa sopra deriva immediatamente dal « prin-
cipio variazionale », secondo cui la soluzione dell’equazione (10,17)
realizza il massimo del funzionale (10,18) nella classe di funzioni
che soddisfano la condizione (10,19). La validitd di questo principio
si manifesta facilmente se consideriamo 1'integrale

~{fote—a) I e—m &P,

dove g & la soluzione dell’equazione (10,17) e ¢ una funzione di pro-
va qualsiasi, soddisfacente la sola condizione (10,19). In accordo
con la proprietd generale (9,13) dell'operatore I questo integrale
& positivo. Sviluppando le parentesi, scriviamo

— { foteT (@) + oI (@) — oI (8) — g1 ()} &P

Poiché per un gas monoatomico il principio dell’equilibrio dettaglia-
to & valido nella forma (2,8), I'operatore I gode della proprieta di
autoconiugazione (9,11) ). Percio gli integrali provenienti dai due
ultimi termini tra parentesi graffe sono uguali. Sostituendovi poi
I (g) = L abbiamo

- [ rotel @+ ol (@) —201 (N 3=
=— S folel (&) + oI (9)—2Lg} d°p > 0.

1) Sottolineiamo che il principio variazionale cosi formulato_ ¢ dovuto a
uesta proprietd e non sussiste se il principio dell’equilibrio dettagliato si veri-
}{ma soltanto nella sua forma pill generale (2,3).
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Infine, trasformando I'integrale dell'ultimo termine mediante la
condizione (10,19) troviamo

- S fogl (g) &°p > — S fo®I (@) d®p,

come dovevasi dimostrare.

Ricordiamo un caso che presenta interesse dal punto di vista
formale, anche se non ha significato fisico diretto. Si tratta di un
gas di particelle interagenti secondo la legge U = a/r*?). Questo
caso & caratterizzato dal fatto che la sezione d'urto di queste parti-
celle (definita secondo la meccanica classica) & inversamente pro-
porzionale alla loro velocitd relativa Uret, € percid il prodotto
v re1 0 che figura nell’integrale degli urti risulta essere dipendente
dal solo angolo di diffusione 6 e non dalla velocita U re;- Questa pro-
prieta deriva gid da considerazioni dimensionali. Infatti, la sezione
dipende in tutto da tre parametri: dalla costante «, dalla massa delle
particelle m e dalla velocita v rei- Da queste grandezze non si pud
formare una combinazione adimensionale e vi ¢ una sola combina-
zione con le dimensioni di un’area:j vr(a/m)i/2, cui deve essere
proporzionale la sezione. Questa proprieta della sezione conduce a una
semplificazione notevole della struttura dell’integrale degli urti,
per cui & possibile trovare soluzioni esatte per le equazioni cinetiche
linearizzate dei problemi della conducibilita termica e della vi-
scositd. Risulta che queste soluzioni sono date semplicemente dai
primi termini degli sviluppi (10,7) e (10,13) ),

PROBLEMIY

1. Trovare la conducibilitd termica di un gas monoatomico conservando
nello sviluppo (10,7) il solo primo termine.

Soluzione. Per un solo termine dello sviluppo le equazioni (10,9) si riducono
all'uguaglianza 4, = 15/4a,,. Per il calcolo dell’integrale (10,10) con ! = s = 4

introduciamo al posto di v, v;, v', v; la velocita del centro d'inerzia e le velo-
cita relative di due atomi

L1 1. ’
V=—2— (v+v1)==7-(v +v)y Vrep=v—yv,, Vye1 = V' —v{,
v2+vf=2V2+—%- Vielr @°pd3p; =m8 d3V ddyp,.
11 semplice calcolo da

A(vS3/0)=A (Brtv) =B [(Vv},) Vier—(VVre) Vrell.

1) 11 primo a studiare le proprieta cinetiche di questo modello di gas & stato
Mazwell (1866).
. % Per una descrizione particolareggiata della teoria di questo caso si vedano
i §§ 38-40 (articolo di I. Valdman) in « Termodinamica dej gas », Mosca, 1970:
(traduzione dal Handbuch der Physik, Bd. XII, 1958).

8) Le formule (1)-(6) sono state dedotte da Chapman e Enskog.
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Elevando al quadrato questa espressione e calcolandone la media lungo le
direzioni V, otteniamo

28t . . R 4 V2 sent
T["rel“(vfe‘vrel) 1 V2= vper V2 sen® 6.

Dopo aver integrato rispetto a 4V dV e alle direzioni vre; (quest’ultima opera-
zione significa la moltiplicazione per 4m) otteniamo infine :
I oo

" 172 P} do
ou=5 (4) S 5 exp (——g-) e son 0 g dover B (1)
b0

il coefficiente di conducibilitd termica &
% = 75/16ay;. (2)
2. Risolvere il problema 1 per la viscositd di un gas monoatomico.
Soluzione. Analogamente abbiamo
By = 5/bgg, M = 5ml4by,.
Dall’integrale (10,15) per ! = s = 0 ricaviamo

1 1 , .
A (Uavﬁ—'? v”ﬁag) ="2' (Urel alrel 8= Vrel alrel B)'
11 quadrato di questa espressione &

-% vi,, sen? 0.
Dopo I'integrazione rispetto a d®V e alle direzioni vre) risulta che byy = ayy
in modo che

1 = 4mx/15. 3)

Per un gas monoatomico il calore specifico ¢ = 5/2. Percio il rapporto tra la
viscosita cinematica v = 1/Nm e la conducibilitd della temperatura y = #/Nep
(il cosiddetto numero di Prandtl) nell’approssimazione considerata vale

viy = 2/3 4

{ndipendentemente dalla legge di interazione fra gli atomi !).

3. Nella stessa approssimazione trovare la conducibilitd termica e la visco-
sitd di un gas monoatomico considerando gli atomi come sferette elastiche solide
di diametro d.

Soluzione. La sezione di diffusione di una sferetta su una sferetta & equiva-
lente alla diffusione di una particella puntiforme su una sferetta impenetrabile
di raggio d; percid la sezione & do = (d/2)2 do. 11 calcolo dell’integrale (1) for-
nisce i seguenti risultati: 2)

__ T I/Z_ 0,66 T

x= 64]/5413 m . d? m °? (5)
5 — oo VmT

= yvEe VTR TE @

1) Per il gas, le cui particelle interagiscono secondo la legge U = alrd,
le formule (1)-(4) sono esatte e conducono ai valori seguenti:

x = 3,04T (ma)-1/2, n = 0,81T (mla)l2.

. %) Per caratterizzare la rapiditd di convergenza delle approssimazioni
successive diremo che, tenendo conto del secondo e del terzo termine negli
sviluppi (10,7) e (10,13), le espressioni (5) e (6) vanno moltiplicate rispettiva.
mente per (1 + 0,015 + 0,001) e (1 + 0,023 4 0,002).
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§ 11. Diffusione di un gas leggero in uno pesante

Studieremo il fenomeno della diffusione in una miscela di due
gas per alcuni casi particolari che consentono un’indagine teorica
relativamente promettente.

Indichiamo con N, e N, le densitad del numero di particelle delle
due componenti della miscela e definiamo la concentrazione come
¢ = N,/N, dove N = N; + N,. La densitd totale del numero di
particelle & legata alla pressione e alla temperatura mediante la
relazione N = P/T. La pressione del gas & costante nel suo volume;
quanto alla concentrazione e alla temperatura, supponiamo che esse
variino lungo I’asse z (supponendo una variazione della temperatura,
includiamo cosi nello studio anche la termodiffusione).

Consideriamo la diffusione in una miscela di gas, di cui uno
(¢« pesante ») & composto di molecole di massa superiore alla massa
delle particelle dell’altro (« leggero »). Supponiamo monoatomico
il pas leggero. Poiché 1'energia termica media del moto iraslatorio
-di tutte le particelle (per una temperatura data) & uguale, la velocita
media delle meolecole pesanti é piccola rispetto alla velocita delle
particelle leggere, cosi da poterle considerare approssimativamente
fisse. Nell'urto di una particella leggera con una pesante si pud
ritenere che quest’ultima rimanga ferma; la velocita della particella
leggera, invece, cambia direzione pur restando immutata in valore
assoluto.

Consideriamo in questo paragrafo il caso in cui la concentrazione
del gas leggero (il gas 7) sia piccola. Allora gli urti tra i suoi atomi
sono relativamente rari e si pud supporre che le particelle leggere
collidano soltanto con le particelle pesanti 1),

Nel caso generale di una miscela di gas qualsiasi, per la funzione
di distribuzione delle particelle di ciascuna componente della misce-
la, deve essere costruita un'equazione cinetica, a secondo membro
della quale figura la somma degli integrali degli urti fra le particelle
di questa componente e le particelle delle altre componenti. Tutta-
via, nel caso considerato & opportuno dedurre ex-novo un'equazione
cinetica semplificata.

L’equazione cercata deve definire la funzione di distribuzione
delle particelle del gas leggero; indichiamola con f (p, z). Per le
ipotesi fatte gli urti delle particelle leggere con quelle pesanti non
cambiano la distribuzione di queste ultime, e nel problema della
diffusione si pud supporre questa distribuzione come data.

Sia 6 I'angolo formato dalla direzione del vettore quantitd di
moto della particella leggera p = m,v e dall’asse z. Per la simmetria
delle condizioni del problema & evidente che la funzione di distri-

1) La teoria cinetica di questo modello di gas & stata sviluppata originaria-
mente da H. A. Loreniz (19q05).



54 CAPITOLO I

buzione dipendera (oltre che dalle variabili p e x) soltanto dall’an-
golo 0. Indichiamo con do = F (p, a) do’ la sezione degli urti, per i
quali una particella leggera con quantita di moto p acquista la quan-
titd di moto p’ = mv’ diretta nell’elemento di angolo solido do’; a
¢ I'angolo tra i vettori p e p’ (di valori assoluti uguali). La probabili-
td che una particella abbia questo urto sull'unitd di cammino vale
N, do, dove N, & la densita del numero di particelle pesanti. Quanto
alla probabilita riferita all’unita di tempo, essa si ottiene moltipli-
cando per la velocitd della particella: N,v do.

Consideriamo le particelle che si trovano in una data unitd di
volume e con quantitd di moto in un dato intervallo di valori asso-
luti dp, diretta nell’elemento di angolo solido do. Il numero di que-
ste particelle & f d®p = f (p, 6, x) p® dp do. Di queste particelle un
numero pari a

f(p, 6, z) p*> dp do-N,wF (p, o) do’

acquista nell’unitd di tempo, in seguito agli urti, la quantitd di
moto p’ diretta in do’. Sono in totale

@p | Nf(p, 8, 2) F (p, @) do’

particelle a cambiare direzione della quantitd di moto.
Viceversa, dal numero di particelle in d®p’ = p'? dp’ do’ acquista
una velocitd diretta in do un numero pari a

f(P', eli .’t) P'2 dp' do’ °N2U'F (p’v (Z) do.

Poiché p’ = p, il numero totale di particelle che in seguito agli urti
acquista velocita in d°p vale

dp | Nowf (0, 8, 2) F (p, @) do'.

In tal modo, il cambiamento del numero di particelle nell’ele-
mento d®p & uguale alla differenza

dp-Nyw § F(p, @) If (b, ', 2)— 1 (p, 8, 2)]d0'.

D’altra parte, questo cambiamento deve essere uguale alla derivata
totale rispetto al tempo

dp %=d3p-vvf=d3p% vcosO.

Uguagliando ambedue le espressioni otteniamo 1’equazione cinetica
cercata nella forma

veos® 2L — N SF(p, @) [f (p, ©, z)—f(p, O, z)] do’ =St F.
: (11,1)
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Notiamo che il secondo membro di questa equazione si annulla per
ogni funzione f indipendente dalla direzione di p e non soltanto per
la funzione di Maxwell f,, come si verifica per 1'equazione di Boltz-
mann. Questa circostanza & dovuta all’ipotesi che il valore assoluto
della quantitd di moto resti invariato per diffusione delle particelle
leggere su quelle pesanti: questi urti lasciano, evidentemente, stazio-
naria qualunque distribuzione delle energie delle particelle leggere.
L’equazione (11,1) corrisponde di fatto soltanto all’approssimazione
di ordine zero rispetto alla piccola grandezza m,/m,, e gia nell’appros-
simazione successiva compare il rilassamento rispetto all’energia.

Se i gradienti della concentrazione e della temperatura non sono
troppo grandi (le grandezze variano poco a distanze dell’ordine di
lunghezza del cammino libero), si pud cercare f sotto forma di somma,

f=f0 (p! x) + 6.f (P: ev .’L’),

dove 8f & una piccola correzione alla funzione di distribuzione di
equilibrio locale f,, lineare rispetto ai gradienti ¢ e 7. Inoltre, cerchia-
mo 6f nella forma

Gf = €08 e'g (pr x), (1112)

dove g & funzione delle sole p e z. Sostituendola nella (11,1), & suffi-
ciente lasciare a primo membro dell’equazione il solo termine con
fo: nellintegrale degli urti, invece, il termine con f, scompare:

Stf=gNyw S F(p, a)(cos 0’ —cos8) do’;

la funzione g, indipendente dagli angoli, & portata fuori dal segno di
integrale.

Si pud semplificare questo integrale. Prendiamo la direzione del-
la quantitd di moto p come asse polare per il calcolo degli angoli.
Siano ¢ e ¢’ gli azimut delle direzioni dell’asse z e di p’ rispetto
all’asse polare. Allora

cos 8’ = cos 0 cos & - sen 0 sen a cos (¢ — @').

L’elemento di angolo solide & do’ = sen o da do’, poiché o & 'an-
golo polare per la quantitd di moto p’. L'integrale del termine con

cos (p — ¢') si annulla per integrazione rispetto a dp’. Come risul-
tato troviamo che

St f = —N,0; (p) vg cos 8 = —N,0; (p) vdf, (11,3)
dove @& stata introdotta la notazione
0 (p) =2n S F(p, a)(1 —cosa)sena do= S (1--cosa)do; (11,4)

la grandezza o, si chiama sezione d'urto di trasporto.
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Ora dall’equazione (11,1) ricaviamo
. 1 of
8Py 2)= —— G2 (11,5)

Il flusso di diffusione i &, per definizione, la densitd del flusso
di molecole di una componente della miscela (nel caso in esame di
quella leggera). Esso si calcola rispetto alla funzione di distribuzio-
ne come l'integrale

i~ | fvap, (11,6)
oppure, poiché il vettore i & diretto lungo I'asse z,
i=5cos6-fvd3p= Scosze-gvdap (11,7)

(il termine con f, si annulla per integrazione rispetto agli angoli).
Sostituendovi la (11,5) otteniamo

i“" - 1 g fol) 00529 3 1 _i fov d3
~ N, oz 61 (p) T 3N, oz ot :

Questa espressione si pud scrivere nella forma

=~y 5 (M ()

dyve la media & calcolata rispetto alla distribuzione di Maxwell-
I troduciamo infine la concentrazione ¢ — Ny/N ~ N,/N, (ricor-
djamo che, per ipotesi, N, > N;) e sostituiamo Ny~ N=P/T.
T enendo conto che la pressione & costante, otteniamo

. T @ ¢c /v
i=—3 o {+{()}=
1 v de cI' @ 1 v aT
=5 Fw ()% wy
Bisogna confrontare questa formula con 1'espressione fenomenolo-
gica per il flusso di diffusione
i= —ND(Vc+_kTLVT) , (11,9)
comprendente in sé le definizioni del coefficiente di diffusione D e

del rapporto di diffusione termica ky (si chiama coefficiente di termo-
diffusione il prodotto D, = Dky; si veda VI, § 58) 1). Troviamo cosi

D=5 (v/o), (11,10)
kp=cT - 1n 2028 (11,11)

1) 1l fenomeno di termodiffusione & stato predetto da Enskog (1911), pro-
prio per il modello di miscela di gas qui considerato.
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Nell’equilibrio di diffusione in un gas riscaldato non uniforme-
mente si stabilisce una distribuzione delle concentrazioni tale che
il flusso di diffusione i = 0. Supponendo costante 1’espressione tra
parentesi graffe nella (11,8) abbiamo

T
c=costante—(v/Tt). (11,12}

Supponendo la sezione o, indipendente dalla velocitd e osservando
che (v) ~ (T/m,)'/2, troviamo che nell’equilibrio di diffusione in
una miscela con piccola concentrazione del gas leggero quest'ultima
¢ proporzionale a V' T; in altre parole, il gas leggero si concentra
nelle zone a temperatura maggiore.

Come ordine di grandezza il coefficiente di diffusione &

D~ vl, (11,13)

dove v & la velocitd termica media delle molecole del gas leggero e
I ~ 1/No la lunghezza del cammino libero. Ricordiamo la conclu-
sione elementare di questa formula. I1 numero per secondo di mole-
cole del gas 7, che passano da sinistra a destra attraverso un ele~
mento di area unitaria perpendicolare all’asse z, & uguale, come ordi-
ne di grandezza, al prodotto N,v, dove la densita N, deve essere cal-
colata alla distanza ! a sinistra dall’area, ciod nei punti da cui le
molecole raggiungono quest’area senza urti. Analogamente si deter-
mina il numero di molecole che attraversano la stessa area da destra
a sinistra, e la differenza tra i due numeri dj il flusso di diffusione

, - ~ — 4N
i~N(z—Dv—N,(z+D)v~—1Ip -

da cui deriva la (11,13) 1).

§ 12. Diffusione di un gas pesante in uno leggero

Consideriamo ora il caso limite inverso, quando nella miscela la
concentrazione del gas pesante & piccola. In questo caso il coefficien-
te di diffusione si pud calcolare in modo indiretto, senza ricorrere
all’equazione cinetica. E precisamente, determiniamo la cosiddetta
mobilita delle particelle del gas pesante supponendo che esso si trovi
in un campo esterno. La mobilita b, invece, & legata al coefficiente

1) La diffusione, la conducibilita termica e Ia viscositd sono realizzate dallo
stesso meccanismo, ossia dal trasporto molecolare diretto. Si pud considerare la
condizione termica come « diffusione dell’energia » e la viscositd come « diffu-
sione della quantitd di moto ». Quindi si pud affermare che il coefficiente di
diffusione D, la conducibilita della temperatura y = %/Ne¢p e la viscosita cine-
matica v = n/Nm hanno lo stesso ordine di grandezza, donde si deducono le
formule (7,10) per la conducibilita termica e (8,11) per la viscosita.
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di diffusione delle stesse particelle dalla nota relazione di Einstein
D = bT (12,1)

(si veda VI, § 59).

La mobilita &, per definizione, il coefficiente di proporzionalita
tra la velocitd media V acquistata dalla particella di gas nel campo
_esterno e la forza f agente sulla particella da parte del campo

V = Bf. (12,2)

In questo caso la velocitd V & definita dalla condizione di compensa-
zione reciproca della forza f e della forza di attrito f, alla quale &
sottoposta la particella pesante in moto da parte delle particelle
leggere (si possono trascurare gli urti reciproci tra le particelle pe-
santi in quanto sono relativamente rare). La funzione di distribu-
zione delle particelle leggere & maxwelliana, cioé

. Ny myv?
fo="Gzm Ty €XP (“ 3T )’

dove m, & la massa di una particella leggera.

Consideriamo una particella pesante qualsiasi, supponendo che
la sua velocita sia V. Passiamo ora al sistema di coordinate in moto
assieme a questa particella, indicando con v le velocita delle parti-
celle leggere in questo nuovo sistema. La funzione di distribuzione
delle particelle leggere nel sistema di coordinate considerato &

fo (v 4+ V) (si veda la formula (6,9)). Supponendo piccola la velocita
V, possiamo scrivere

v+ V) = 1) (1 — 25). (12,3)

Si pud calcolare la forza di attrito cercata f, come la quantita di
moto totale trasmessa alla particella pesante dalle particelle leggere
che urtano con essa nell'unitd di tempo. La particella pesante resta
ferma in seguito a un urto. Quanto alla particella leggera, essa porta
con sé la quantitd di moto m,v; dopo un urto, per il quale il vettore
m,v ruota di un angolo a, essa porta via una quantita di moto uguale
in media a m,v cos o.. Percido la quantitd di moto trasmessa con
questo urto alla particella pesante vale in media m,v (1 — cos a).
Moltiplicandola per la densitd del flusso di particelle leggere con
velocita v, per la sezione do di un tale urto e integrando, otteniamo la
quantitd di moto totale trasmessa alla particella pesante:

fr=m, { fo(v+V)vvord*p,

dove di nuovo si & introdotta la notazione (11,4). Sostituendovi
fo (v 4+ V) nella forma (12,3), il primo termine si annulla (per inte-
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grarione rispetto alle direzioni della velocitd v) in modo che resta
ma
f,=— 25 [ 100) (Vv) voo, @,
0, calcolando la media lungo le direzioni v,
1731
dove le parentesi angolari indicano nuovamente la media secondo

I'ordinaria distribuzione di Maxwell. Infine, tenendo conto che nel
caso considerato N; NN,, scriviamo Ny, ~ N = P/T in modo che

f, = _.ngi_v S fo() o3 d®p = — N, LV (0,0%),

m}P
fr=— 371'2
Uguagliando a zero la somma della forza di attrito f, e della

forza esterna f, otteniamo in accordo con la (12,2) la mobilitd b e
in seguito anche il coefficiente di diffusione cercato:

3re
PG (12.4)

(o, % V.

D=bT =

Quanto alla termodiffusione, per il suo calcolo nel caso in esa-
me sarebbe necessario conoscere la funzione di distribuzione delle
particelle del gas leggero in presenza di un gradiente della tempera-
tura. Percid & impossibile calcolare qui il coefficiente di termodiffu-
sione in forma generale. _

Come ordine di grandezza D ~ v/No, dove v ~ V T/m, & (come
anche nella (11,13)) la velocitd termica media delle molecole del
gas leggero. Quindi, in ambedue i casi l'ordine di grandezza del
coefficiente di diffusione & lo stesso, ossia

D ~ T¥oPm}". (12,5)

PROBLEMA

Determinare il coefficiente di diffusione in una miscela di due gas (leggero
e pesante) considerando le particelle come palline elastiche solide di diametri dy
e 'd,.
Solugtone. La sezione d'urto & do = n (d; + d,)? do/16m, da cui la sezione
di trasporto g; = x (d; + d,)?/4 (coincidente in questo caso con la sezione tota-
le o). 11 coefficiente di diffusione ha la forma

_ AT3/?
(dy+dy)2 Pmi/2?

dove m, & la massa di una particella leggera e A un coefficiente numerico. Per
una piccola concentrazione del gas leggero il calcolo con la formula (11,10) da

.4=-§- (%—)3/2=0,68.
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Per una piccola concentrazione del gas pesante la (12,4) da
A=3/21/2n=0,6.
Osserviamo che i valori di A sono vicini per entrambi i casi limite.

§ 13. Fenomeni cinetici in un gas in un campo esterno

I gradi di libertd rotatori delle molecole creano il meccanismo
mediante il quale un campo magnetico esterno o un campo elettrico
possono incidere sui femomeni cinetici nel gas?). Il carattere di
questa influenza & lo stesso nel caso magnetico ed elettrico; consi-
deriamo dapprima il gas in un campo magnetico.

Una molecola rotante ha, in generale, un momento angolare il
cui valore medio (nel senso quantomeccanico) & indicato con u. Sup-
poniamo il campo magnetico limitato in modulo, in modo tale che
il prodotto B sia piccolo rispetto alla struttura fine dei livelli mole-
colari 2). Allora si pud trascurare !'influenza del campo sullo stato
della molecola, cosicché il momento magnetico si calcola in base
al suo stato imperturbato. Per temperature non troppo basse (quali
stiamo considerando) la grandezza puB sard piccola anche rispetto a
T, il che consente di trascurare l'influenza del campo sulla funzio-
ne di distribuzione d’equilibrio delle molecole del gas.

Il momento magnetico & diretto lungo il momento angolare M
della molecola; scriviamolo nella forma

p = yM. (13,1)

Alla rotazione classica della molecola corrispondono grandi numeri
quantici di rotazione; inoltre, si pud trascurare in M la differenza
tra il momento totale (comprendente lo spin) e quello angolare. Il
valore del coefficiente costante y dipende dalla specie della moleco-
la e dalla natura del suo momento magnetico. Cosi, per una mole-
cola biatomica di spin S non nullo abbiamo

2
Y~ 5 ba (13,2)

dove pg & il magnetone di Bohr e il numero 6 = J — K la diffe-
renza tra i numeri quantici del momento totale J e del momento
angolare K (questa differenza assume i valori §, S — 1, ..., — 8);
al denominatore la differenza tra J e K & inessenziale: M ~ hJ ~
~ hK. Nella formula (13,2) si & supposto che I'interazione spin-asse

1) Questo meccanismo & stato rivelato’ da Ju.M. Kagan e L.A. Maksimov
(1961), ai quali appartengono i risultati esposti in questo paragrafo.
Ricordiamo che nell'elettrodinamica macroscopica il valore medio
(rispetto a volumi fisicamente infinitesimi) dell’intensita del campo magnetico
si chiama induzione magnetica e si denota con B. Per una piccola densita del
mezzo (gas) si pud trascurare la magnetizzazione e allora il vettore B coincide
con il vettore intensitd macroscopica H.
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nella molecola sia piccola rispetto agli intervalli della struttura
rotatoria dei livelli (il caso b secondo Hund)?).

In un campo magnetico B la molecola & soggetta a un momento di
forze pari a [uBl. Sotto il suo influsso il vettore M cessa di essere
costante durante il moto « libero » della molecola e varia secondo
I'equazione

dM

- = [»B]= — v [BM], (13,3)
vale a dire che il vettore M compie una precessione intorno alla di-
rezione del campo con la velocitd angolare —yB. Cid premesso, al
primo membro dell’equazione cinetica si deve aggiungere il termine

(6f/6M) M in modo che 'equazione diventa
af af af __
5 TV 5 +7MB] =5t f. (13,4)

Al numero di variabili T", dalle quali dipende la funzione di distri-
buzione, si deve aggiungere anche la variabile discreta o che defi-
nisce il valore del momento magnetico (qualora esista come nel-
la (13,2)).

Nei problemi della conducibilitd termica e della viscosita consi-
deriamo di nuovo una distribuzione vicina a quella d’equilibrio,
rappresentandola nella forma

=1t + AT). (13,5)

Mostriamo anzitutto che il termine con la derivata df,/dM nell’equa-
zione cinetica scompare. Infatti, poiché f, dipende unicamente dall’e-
nergia della molecola e (T) e la derivata de/0M & la velocita angolare
Q, allora

vIMB] 2o — , (MB) @) Lo, (13,6)
Per le molecole di tipo rotatore o a trottola sferica le direzioni M e
Q coincidono in medo che I'espressione (13,6) si annulla identica-
mente. In altri casi, invece, essa si annulla dopo il calcolo della
media rispetto alle fasi varianti rapidamente, la cui necessita @
stata sottolineata al § 1. Per una rotazione delle molecole di tipo a
trottola simmetrica o asimmetrica variano rapidamente sia la dire-
zione degli assi della molecola stessa che la direzione della sua velo-
citd angolare Q. Dopo il suddetto calcole della media, in @ pud re-

1) La formula (13,2) si deduce dalla formula esatta (per il caso b), trovata
nel problema 3, III, § 113, con un passaggio al limite per / e K grandi e per
una differenza J — K assegnata. In questo caso il contributo del momento
orbitale A scompare (esso risulta essere un infinitesimo di un ordine di grandezza
successivo rispetto a 1/J). .
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stare la sola componente Q,, lungo il vettore costante M, ma per
questa componente il prodotto [MB] ,, & nullo.

Gli altri termini nell’equazione cinetica si trasformano cosi come
abbiamo visto al § 7 o0 al § 8. Per il problema della conducibilita
termica otteniamo cosi 1'equazione

e(T)—c, T
O vor= — 7 IMBJ-2L 1 (y). (13,7)

Si deve cercare la soluzione di questa equazione di nuovo nella for-
ma y = gVT, ma per la costruzione della funzione vettoriale g (D)
abbiamo a disposizione non piu due, bensi tre vettori: v, M, B.
Il campo esterno crea nel gas una direzione determinata per cui il
processo di conducibilitd termica diventa anisotropo e al posto del
coefficiente scalare % si deve introdurre il tensore della conducibilita
termica x,g, che determina il flusso di calore secondo la formula

oT
Qo= —¥qap '5; . ('13,8)

11 tensore x,p si calcola mediante la funzione di distribuzione come
Iintegrale
1
Xop= — 7 | foe, g5 dT (13,9)
(si veda la (7,5)).

La forma generale di un tensore di secondo rango dipendente dal
vettore B &

%ap = #0ap ~+ %ybobg + Ao€apyby, (13,10)
dove b = B/B, eqg, & il tensore unitd antisimmetrico, e x, His Ky

sono scalari dipendenti dal valore assoluto del campo B. Il tensore
(13,10) gode, evidentemente, della proprieta 1)

%ap (B) = %pq (—B). (13,11)
All'espressione (13,10) corrisponde il flusso di calore
q = —%xVI — %,b (bVT) — %, [VT-b]. (13,12)

L’'ultimo termine &, come si dice, un effetto dispari: questa parte del
flusso di calore cambia di segno quando il campo cambia di segno.

I1 termine integrale 7 () a secondo membro dell’equazione (13,7)
¢ dato dalla formula (6,5). Nell'espressione integranda figura la
funzione j, proporzionale alla densita N del gas. Separando questo
fattore e dividendo per esso ambedue i membri dell’equazione, tro-

1) Questa J)roprieté\ esprime il principio di simmetria dei coefficienti cineti-
ci in presenza di un campo magnetico. Nel caso considerato essa deriva automati-
camente come conseguenza dell’esistenza di un unico vettore b, mediante il
quale si costruisce il tensore HeBe
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viamo che N figura nell’equazione soltanto nelle combinazioni
B/N e VT/N con il campo e il gradiente della temperatura. Ne segue
che la funzione fyy = f,gV T dipenderd dai parametri N e B soltanto
sotto forma di rapporto B/N; da questa sola grandezza dipenderanno
anche gli integrali (13,9) e, quindi, i coefficienti %, x,, %, nell’espres-
sione (13,12). La densita NV & proporzionale (per una data temperatu-
ra) alla pressione del gas P. Quindi la conducibilita termica del gas in
un campo magnetico dipende dall'intensitd del campo e dalla pres-
sione soltanto in funzione del rapporto B/P1).

All'aumentare di B il primo termine a secondo membro del-
I'equazione (13,7) cresce e il secondo non varia. Chiaramente al li-
mite, per B — oo, la soluzione dell’equazione deve essere una fun-
zione dipendente unicamente dalla direzione (e non dall’intensita)
del campo, e inoltre essa deve annullare identicamente il termine
[MB] 9y/6M dell’equazione; i coefficienti %, %,, %, per B — co ten-
dono corrispondentemente a limiti costanti (indipendenti da B).

Analogamente si studia il problema della viscositd di un gas in
;m campo magnetico. L’equazione cinetica corrispondente ha la
orma

(T a
(moavs— 21805} Vap =T (x) —7 [MB] 2%~ (13,13)
(si veda la (6,19)). Si deve cercare la soluzione di questa equazione
nella forma y = g,8V4p. Al posto dei due coefficienti di viscosita

n e { si deve ora introdurre il tensore di quarto rango mgys che de-
finisce il tensore degli sforzi viscosi secondo la formula

O't’zﬂ = n;zfi‘vévvo; (13'/14)

il tensore m,pys, per definizione, & simmetrico rispetto alle coppie
di indici a, p e y, 8. Mediante la funzione nota y le sue componenti
si calcolano come integrali

Nagys = — S M4 rafolys AT (13,15)

Il tensore di viscositd cosi calcolato soddisfera automaticamente la
condizione

Neapyd (B) = Nyéap (—‘B)7 (13’16)
esprimente il principio di simmetria dei coefficienti cinetici.

11 vettore b = B/B (e i tensori unitari 8, 4 ed e, ) consentono di
costruire le seguenti combinazioni tensoriali indipendenti con le

1) La variazione della conducibilitd termica di un gas in un campo magne-
tico si chiama effetto Zenftlebhen.
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proprietd di simmetria del tensore 1,pys:

1) 6a7686 + 5a65 By

2) 648078

3) Saybpbs + Opybabs + Sasbaby - Orebebys (13417)
4) Gaﬂbvbo + Gvobabﬂa

5) babgbobs,

6) bayBps + bpylas + basdpy + bpsbays

7) baybgbs -+ baybabs + basbby 1 basbabys

dove b,g = —bg, = €upyby. In tutte queste combinazioni, tranne
la quarta, la proprleta (13, 16) compare automaticamente come conse-
guenza della simmetria rispetto alle coppie «, § e v, §; nella quarta
combinazione, invece, 1'unione di due termini & dovuta alla sola
condizione (13,16) ).

Corrispondentemente al numero di tensori (13,17) il gas nel
campo magnetico & caratterizzato nel caso generale da sette coeffi-
cienti di viscositd indipendenti. Definiamoli come coefficienti nella
seguente espressione del tensore degli sforzi viscosi:

0ap =21 ( Vap— - 8ap div V) + L6, div V +
4 My (2V g —04p div V + 8,5V ysbybs — 2V o ybybg —
— 2V gybybg 4-bebp div V 4 b bgV oy sbybs) +
+ 21 (Vavbybp + Vybybe — 2040V yobybs) +
4 N3 (Vaybpy + Veybay — Vysbavbpbs — Viysbaybabs) +
+ 2, (Vyobaybpbs + Vysbaybabs) -+ Ty (80pV yabybs + b bp div V) (13,18)

(Vo & definito nella (6,12)). Essa é costruita in modo tale che 1,
Mg - - ., Ny sono coefficienti per tensori, che si annullano in se-
guito a semplificazione rispetto agli indici a, B. I coefficienti { e
{,, invece, stanno di fronte a tensori con traccia non nulla e si posso-
no chiamare coefficienti della viscositd seconda. Osserviamo che
essi contengono non soltanto lo scalare div V, ma anche V,3b,bs.
I primi due termini nella (13,18) corrispondono all’espressione ordi-
naria per il tensore degli sforzi, cosicché 1 e  sono gli ordinari coef-
ficienti di viscosita.

Notiamo che i tensori x,g € 7Mgpys risultano automaticamente
tensori propri, in modo che queste espressioni soddisfano la condi-
zione di simmetria per inversione. Percid la rinuncia a questa condi-
zione (per un gas di una sostanza stereoisomera) non implicherebbe
la comparsa di termini nuovi.

1) Non si deve scrivere la combinazione di termini con due fattori b,
poiché il prodotto di due tensori e, g, si riduce a prodotti di tensori §,, ques e

combinazioni si riconducono a quelle gia scritte nella (13,17).
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Tuttavia una tale rinuncia implica nuovi effetti, ossia la com-
parsa di un flusso di calore ¢*) sotto l'influsso dei gradienti delle
velocitd e la comparsa degli sforzi viscosi o’(T) sotto 1’influsso del
gradiente della temperatura. Questi effetti (detti incrociati) sono de-
serivibili con le seguenti formule: v

. ar
@) =cy, apVap, 03 = —aup. v Ty ? (13,19)
dove ¢, 48 € a,p , Sono tensori di terzo rango, simmetrici rispetto
alla coppia di indici separati da una virgola. Scegliendo le grandezze

Z, © X, nel modo indicato al § 9, i coefficienti cinetici Y., € V3,
sono Tcyop € T?aqp, . Percid in virtd del principio di Onsager in
presenza di un campo magnetico deve essere

Taep,y (B) = cy,up (—B). (13,20)
La forma generale di questi tensori &

Qap,y = A1bobpb, + ayb, 0,8 + ay (bedpy + bgbay) +
+ ay(bgybg + bgyba). (13,21)

Tutti i termini in questa espressione sono pseudotensori, cosicché
le relazioni (13,19) con questi coefficienti non sono invarianti per
inversione.

Soffermiamoci brevemente sui fenomeni cinetici di un gas in
un campo elettrico. Consideriamo un gas composto di molecole pola-
ri (possedenti ciod un momento di dipolo d) del tipo a trottola sim-
metrica. In un campo elettrico sulla molecola polare agisce il mo-
mento di forze [dE] per cui nell’equazione cinetica compare il ter-
mine

i 0f of

M o =UE] 53-
La direzione d coincide con 1'asse della molecola e non ha niente a
che vedere con il suo momento angolare M. Tuttavia, in seguito al
calcolo della media rispetto alla precessione rapida dell’asse della
trottola attorno alla direzione del vettore costante M, nel termine

Zuindicato resta solo la proiezione d sulla direzione di M ed esso
iventa

vIME] 5, (13,22)
dove y = od/M; inoltre, la variabile ¢ (il coseno dell’angolo tra d
e M) assume ora una serie continua di valori nell’intervallo da —1
a +1. L’espressione (13,22) differisce dal corrispondente termine
nel caso magnetico per la sola sostituzione di B con E. Percid re-
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stano in vigore tutte le equazioni cinetiche dedotte sopra e le con-
seguenze che ne derivano ).

Una certa differenza esiste, tuttavia, in quanto il campo elettri-
co E & un vettore proprio (e non uno pseudovettore) e non varia per
inversione del tempo. In forza di tale circostanza il principio di
Onsager per i tensori della conducibilitd termica e della viscosita
sard espresso ora dalle uguaglianze

Ao B (E) = %ga (E)v MNaBys (E) = M+ybdxp (E) (13,23)

al posto delle (13,11) e (13,16). Corrispondentemente nelle espressioni
(13,10) e (13,18), dove ora b = E/E, si avra x, =0, 3 = 1, = 0 32).
Al tempo stesso gli effetti incrociati risultano possibili non soltanto
in un gas di una sostanza sterecisomera (dove l’espressione (13,21)
resta completamente valida), ma anche in un gas di molecole non
stereoisomere: 1'espressione (13,21) con a, =0 & ora un tensore
proprio.

§ 14. Fenomeni in gas debolmente rarefatti

Le equazioni idrodinamiche del moto dei gas, tenuto conto dei
processi di conducibilitd termica e dell’attrito interno, contengono
il flusso di calore q’ (la parte dissipativa del fusso d’energia q) e il
tensore degli sforzi viscosi o.p (la parte dissipativa del flusso della
quantitd di moto IT,p). Queste equazioni acquistano un significato
reale dopo aver espresso q e ogs in funzione dei gradienti della
temperatura e della velocitda del gas. Ma le espressioni ordinarie,
lineari rispelto a questi gradienti, non rappresentano altro che i
primi termini dello sviluppo nelle potenze del piccolo rapporto I/L
tra la lunghezza del cammino libero e le dimensioni caratteristiche
del problema (detto spesso numero K di Knudsen). Se questo rapporto
non & molto piccolo, ha senso introdurre correzioni che tengano conto
dei termini infinitesimi in I/L di ordine successivo. Queste corre-
zioni compaiono sia nelle equazioni del moto stesse che nelle corri-
spondenti condizioni al contorno sulla superficie dei corpi immersi
nel gas.

I termini successivi degli sviluppi dei flussi q’ e ogp si esprimono
in funzione delle derivate spaziali della temperatura, della pressio-
ne e della velocitd dei diversi ordini e potenze. Questi termini, in
teoria, si devono calcolare mediante un passaggio alle approssima-

1) Le molecole biatomiche ruotano nel piano perpendicolare a M; percid
per una molecola polare biatomica ¢ = 0. In questo caso 1'influsso del campo
elettrico sul moto delle molecole si manifesta nell’equazione cinetica soltanto
nell’approssimazione quadratica rispetto al campo.

2} In un gas di molecole non stereoisomere 1’assenza di termini con X,
113, N, nel campo elettrico & richiesta anche dalla condizione di invarianza rispet-
to all’inversione.
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zioni successive nella soluzione dell’equazione cinetica. All’approssi-
mazione « zero » corrispondono la funzione di distribuzione d’equi-
librio locale f, e le equazioni idrodinamiche di un fluido perfetto.
Alla prima approssimazione corrispondono la funzione di distri-
buzione della forma f = f, (1 + y®/7T), studiata ai §§ 6-8, le equa-
zioni di Navier-Stokes e l'equazione della conducibilita termica.
Nell’approssimazione successiva, la seconda, si deve cercare la
funzione di distribuzione nella forma

f=fo[1+ 410 +430] (14,1)
e linearizzare l'equazione cinetica rispetto alla correzione del se-
condo ordine y®. L’equazione cosi ottenuta ha la forma

T 4 fox®» . T 4
7o o) g A

— 7 § 0T O — OO T I dTy = A T ), 14,2)

dove I & I'operatore lineare integrale (6,5). 11 simbolo 8,/dt significa
che le derivate temporali delle grandezze macroscopiche, che si ot-
tengono per derivazione di FoX®/T, devono essere espresse in fun-
zione delle derivate spaziali mediante le equazioni idrodinamiche
di approssimazione zero, le equazioni di Eulero. Quanto al simbolo
,/0t, esso significa che 1'omissione delle derivate temporali deve
essere effettuata mediante i soli termini del primo ordine delle
equazioni di Navier-Stokes e l'equazione della conducibilitd ter-
mica.

Non scriveremo tutti i numerosi termini in q' e o,p che compaio-
no nella seconda approssimazione (questi termini sono detti di
Burnett; D. Burnett, 1935). Nella maggioranza dei casi tali termini
portano un contributo piccolo alla soluzione rispetto alle correzioni
nelle condizioni al contorno di cui parleremo pitu avanti., In questi
casi tener conto delle correzioni nelle equazioni stesse significherebbe
un aumento ingiustificato della precisione ammissibile. Limitiamoci
alla considerazione di alcuni termini correttivi tipici e valutiamoli
per moti di vario tipo.

E da notare soprattutto che il piccolo parametro K = I/L & legato
in modo determinato ai due parametri, che caratterizzano il moto
idrodinamico, ossia al numero di Reynolds R e al numero di Mach
M. Ricordiamo che il primo & definito come R ~ VL/v, dove V &
la scala caratteristica di variazione della velocitd del moto e v & la
viscositd cinematica; il numero di Mach vale M~ V/u, dove u & la
velocita del suono. Nei gas l'ordine di grandezza della velocitd del
suono coincide con la velocitd termica media delle molecole v e la

visCositd cinematica & v ~ . Percid R ~ VL/I5, M ~ V/z e il nu-
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‘mero di Knudsen vale .

K ~ M/R. (14,3)

Ne risulta che la condizione di idrodinamicita del moto, K «1,
impone una certa restrizione all’ordine di grandezza relativo dei
pumeri R e M. Consideriamo dapprima i moti « lenti » in cui

R<1, M<L (14,4)

Consideriamo uno dei termini di Burnett nel tensore degli sforzi
viscosi, che contenga il prodotto di due derivate prime rispetto alla
velocita, per esempio

ov. 0V
o2 e P . (14,5)

0zy Ozy

il coefficiente pl? che figura in questa espressione (p & la densita
del gas), & una stima rispetto all’ordine di grandezza. Questo termine
da in o.g il contributo o® ~ pI?V?/L®. Quanto all’ordine di gran-
dezza dei termini fondamentali (quelli di Navier-Stokes) negli sforzi
viscosi, esso @&

av plvV
) o~ —— ~
0 M5z L
e il rapporto & ‘
o w 2

Y T
v

Poiché R < 1, vediamo che i termini (14,5) portano negli sforzi
viscosi una correzione dell’ordine relativo <c(I/L)?, mentre la cor-
rezione alle condizioni al contorno (si veda piit avanti) porta nel
moto correzioni dell’ordine relativo di I/L, ciog notevolmente piu
grandi.

Ancora pit piccole saranno le correzioni provenienti dai termini
della forma ')

‘plz T oT
mis?: Oxq 0zp? (14.6)

se si tratta di gradienti della temperatura che compaiono di per se
stessi in seguito al moto; & facile vederlo osservando che gli shalzi
caratteristici della temperatura sono AT ~ TV?/u®. Se gli sbalzi di
temperatura sono causati dall’« esterno » (da corpi riscaldati immersi
nel gas, ad esempio), allora i termini di Burnett della forma (14,6)
possono implicare la comparsa di un moto stazionario con velocita

1y E stato Mazwell (1879) il primo & studiare questi termini negli sforzi
viscosi.
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caratteristiche definibili dalla condizione

P . oP
623 (Ggé+oé‘é) = 63:,;

.

Una stima della velocitd di questo moto da
V ~ L (AT)3/LmvT? (14,7)

(M. N. Kogan, V. 8. Galkin, O. G. Fridlender, 1970). Facendo la
stima si deve tener presente che il laplaciano della temperatura pud
essere espresso mediante 1’equazione della conducibilitd termica
div (xvt) = 0 in funzione del quadrato del suo gradiente e anche che
il moto & dovuto solo a una parte non potenziale della forza do3/dt.
Una parte potenziale, invece, & data dalla pressione.

Considerazioni analoghe riguardano i termini correttivi nel
flusso termico q’. In generale, & impossibile comporre il termine cor-
rettivo del secondo ordine mediante le derivate della sola tempera-
tura; il primo termine (dopo —xV7T) di questo tipo ha la forma co-
stante- VAT (A & I'operatore di Laplace), vale a dire che & del terzo
‘ordine. I termini contenenti accanto alle derivate rispetto alla tem-
peratura anche quelle rispetto alla velocita, ad esempio

22 divV.vr,

conduceno di nuove a una correzione dell’ordine relativo di I%/L2.
Passiamo ora ai moti « veloci » in cui

R>1, M< 1. (14,8)

In questi casi il quadro del moto idrodinamico dei gas & composto di
due regioni: la regione di volume in cui i termini viscosi nelle equa-
zioni del moto sono in generale inessenziali, e lo strato di frontiera
sottile in cui la velocita del gas decresce rapidamente.
Supponiamo, ad esempio, che il gas fluisca attorno ad una lami-
na piana; prendiamo come asse x la direzione del moto del gas. Lo
spessore 8 dello strato di frontiera sulla lamina &
zv \1/2 zly \1/2
8~ (—V“) ~ ( v ) ’
dove z & la distanza dal suo bordo anteriore (si veda VI, § 39). La
dimensione caratteristica per la variazione della velocita lungo 1’asse
z ¢ data dalla coordinata stessa z e lungo la direzione dell’asse y,
perpendicolare alla lamina, dallo spessore 6 dello strato di frontiera.
In questo caso V, ~ V. 0/z, come deriva dall’equazione di conti-
nuita. Il termine principale nel tensore degli sforzi viscosi di Na-
vier-Stokes &

av vV
Ouy ~ PV —5 =~ P~
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Fra i termini di Burnett in 0%y non esiste tuttavia un termine che
contenga il quadrato (9V,/dy)?; e facile capire percid che dalle deri-
vate 9V,/dxg non si puo costruire un tensore di secondo rango qua-
dratico in esse, la cui componente zy contenga questo quadrato.
I piu grandi termini in of) possono essere soltanto quelli della
forma

Wy 4. plzv2
3y divV ~ =
I1 loro rapporto rispetto a oY) ¢ o®/c® ~ IV/zv ~ (I/8), ciod di
nuovo del secondo ordine.

Mostriamo ora che i termini correttivi nelle condizioni al con-
torno sulla frontiera tra il gas e i solidi conducono ad effetti del
primo ordine in //L. Percid i fenomeni osservabili, dovuti alla rare-
fazione del gas, si verificano proprio in prossimitd delle superfici
solide.

Nei gas non rarefatti I'uguaglianza delle temperature del gas e
del corpo costituisce la condizione al contorno sulla superficie del
solido. In realta, pero, questa condizione & approssimata e si veri-
fica in quanto si pud supporre infinitesima la lunghezza del cammi-
no libero. Se si tiene conto che la lunghezza del cammino libero &
finita, sulla superficie di contatto tra il solido e il gas riscaldato
non uniformemente vi ¢ una certa differenza di temperature; questa
differenza si annulla, in generale, soltanto nell’equilibrio termico
completo, quando la temperatura del gas & costante?).

In prossimita della superficie solida (a distanze piccole, ma non
troppo, da essa) si pud supporre costante il gradiente della tempera-
tura, in modo che I’andamento della temperatura in funzione della
distanza sia rappresentato da una linea retta. Tuttavia a ridosso
della parete (a distanze ~1) I'andamento della temperatura, in ge-
nerale, & pit complicato e il suo gradiente non & costante. Nella
fig. 1 & rappresentato con una linea piena I’andamento approssima-
to della temperatura del gas vicino alla superficie.

Tuttavia, questo andamento effettivo della temperatura in pros-
simitd diretta della parete, riferito a distanze comparabili con la
lunghezza del cammino libero, & inessenziale quando si considera la
distribuzione della temperatura in tutto il volume del gas. Nello
studio della distribuzione della temperatura vicino alla parete solida
& importante di fatto la sola parte retta della curva nella fig. 1, che

pl?

1) Quando si parla della temperatura di un gas in una regione, le cui di-
mensioni sono dell’ordine di grandezza del cammino libero, & necessario, a rigo-
re, determinare che cosa si intenda per temperatura. In questo caso definiremo
la temperatura in base all’energia media delle molecole nella regione di gas
considerata, e, inoltre, supporremo che la funzione, che definisce la temperatura
in base all’energia media delle molecole, sia la stessa che per grandi volumi
del gas.
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si estende a distanze pit grandi della lunghezza del cammino libero.
L'equazione di questa retta & definita dall’angolo di inclinazione e
dal segmento da essa tagliato sull’asse delle ordinate. Ci interessa
dunque non il vero shalzo di temperatura, bensi lo sbalzo ottenuto
per estrapolazione della temperatura del gas fino alla parete stessa,
supponendone costante il gradiente fino alla distanza zero (la linea
tratteggiata nella fig. 1). Con 87 intendiamo questo sbalzo estrapo-
lato di temperatura e lo definiremo come temperatura del gas meno
quella della parete (nella fig. 1 la tem-
peratura della parete & supposta con- Th
venzionalmente uguale a zero).

Se il gradiente della temperatura &
nullo, anche lo shalzo 8T scompare.
Percid, quando i gradienti della tem- //
peratura non sono troppo grandi, si ha

<
)

13
L]
T / 1
8T =g (14,9) —t

(la derivata si calcola lungo la nor- Fig. 4

male alla superficie, diretta verso

I'interno del gas). Si pud chiamare g coefficiente di sbalzo di tempera-
tura. Se la temperatura del gas aumenta verso 1'interno del suo vo-
lume (87/m >0) si deve avere anche 8T >0; di conseguenza, il
coefficiente g & positive.

Fenomeni analoghi si verificano sulla frontiera tra una parete
solida e un gas in moto. Anziché « incollarsi » compietamente alla
superficie solida il gas rarefatto conserva nei suoi pressi una certa
velocita finita, anche se piccola; come si dice, il gas scivola lunge
la superficie. Analogamente alla formula (14,9) la velocita v, di
questo seivolamento &

¥V
=8 2t (14,10)

dove V; & la componente tangenziale della velocita del gas in prossi-
mita della parete. Come g, & positivo anche il coefficiente di scivola-
mento &. Per la grandezza v, valgono le stesse osservazioni fatte nei
riguardi dello shalzo di temperatura 8 T definibile dalla formula (14,9).
A rigore, v, non & la velocitd vera del gas vicino alla parete, bensi
una velocitd estrapolata, nell'ipotesi della costanza del gradiente
8V:/on nello strato di gas prossimo alla parete.

ordine di grandezza coincidono con la lunghezza del cammino libero
g~1 E~L (14,11)

Lo sbalzo di temperatura e la velocitd di scivolamento sono quindi
grandezze del primo ordine in I/L. Per calcolare i coefficienti g e &
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si dovrebbe risolvere 1’equazione cinetica per la funzione di distri-
buzione delle molecole del gas in prossimita della superficie. In que-
sta equazione si dovrebbe tener conto degli urti delle molecCole
contro la parete, e percio é necessario conoscere la legge di diffusione
delle molecole in seguito agli urti.

Se prolunghiamo nella fig. 1 la linea tratteggiata fino alla sua
intersezione con I’asse delle ascisse, essa intercetta un segmento di
lunghezza g. In altre parole, si pud dire che la distribuzione della
temperatura in presenza di uno sbalzo di temperatura & la stessa
che sarebbe senza sbalzo, ma con la parete spostata di una distanza
g- Lo stesso si puo dire dello scivolamento del gas, con la parete
spostata di una distanza . E ovvio che con queste sostituzioni nelle
soluzioni dei problemi idrodinamici si devono conservare i soli ter=
mini del primo ordine in g o in £. Poiché gli sbalzi della temperatu-
ra o della velocitd sono equivalenti allo spostamento delle frontiere
a distanze dell’ordine di grandezza di [, le correzioni causate da cid
nelle soluzioni dei problemi hanno ordine di grandezza pari a 10/0x ~
~ U/L, ossia sono del primo ordine rispetto a I/L.

Accanto alle correzioni alle condizioni al contorno, si verificano
altri effetti dello stesso ordine rispetto a I/L, che in numerosi casi
sono piu importanti, poiché compaiono alcuni fenomeni qualitativa-
mente nuovi.

Uno di essi consiste nella comparsa di un moto del gas in prossi-
mitd di una superficie solida riscaldata non uniformemente, ossia
il cosiddetto scivolamento termico. In un certo senso questo effetto &
analogo alla termodiffusione in wna miscela di gas. Cosi come in
presenza di un gradiente della temperatura in una miscela gassosa,
gli urti delle molecole con quelle del gas « estraneo » implicano la
comparsa di un flusso di particelle, nel caso in esame il flusso & do-
vuto agli urti contro la parete riscaldata non uniformemente delle
molecole di uno strato stretto (di spessore ~ I) di gas nell’intorno
della superficie.

Indichiamo con V; la velocita tangenziale acquistata dal gas nei
pressi della parete, in seguito allo scivolamento termico, ¢ con v;T
la componente tangenziale del gradiente della temperatura. In
prima approssimazione si pud affermare che V, & proporzionale a
V:T, cioé che per una superficie isotropa

V; = pv,T. (14,12)
Il coefficiente p deve essere proporzionale alla lunghezza del cammi-

no (essendo legato alle particelle in uno strato di gas di questo spes-
sore). Allora, da considerazioni dimensionali, risulta chiaro che

p ~ l/mv. Esprimendo la lunghezza del cammino in funzione della
sezione d’urto e della densitd del gas abbiamo I ~ 1/No ~ T/cP e

1 T
“~—0—P—}/7- (14,13)
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I1 segno del coefficiente p non & definibile dalle condizioni termodi-
namiche e secondo i dati sperimentali si ha, di regola, p >0.

Infine, un altro effetto del primo ordine consiste nella comparsa
in un gas in moto di un flusso di calore superficiale complementare
(cioé concentrato in uno strato di spessore ~I vicino alla parete)
Qups Che & proporzionale al gradiente normale della velocita tan-
genziale, cioé

’ v,
Qsup = ¢ 6nt (14,14)

(questo flusso ha dimensione erg/cm-s).
I coefficienti u e ¢ sono mutuamente legati da una relazione che
deriva dal principio di Onsager. Per dedurre questa relazione consi-

deriamo la parte «superficiale » della crescita di entropia, Sgup,
legata al moto del gas vicino alla parete (e riferita all’unitd di su-
perficie della parete). Questo incremento & composto di due parti.
In primo luogo, la presenza del flusso di calore gsup da alla derivata

di Sgyp il contributo
—T%qeupV T

(si veda l'espressione analoga per 1’aumento dell’entropia legato al
flusso termico di volume: VI, § 49; IX, § 88). In secondo luogo,
sulla parete su cui scorre il gas agisce una forza d’attrito uguale a
—ndVy/on (riferita all’unitd d'area). L’energia dissipata nell’unita
di tempo & uguale al lavoro eseguito da questa forza

v
- 6nt Vi,

e divisa per 7 da il contributo corrispondente all’aumento di entro-
pia. Quindi,

Q 1, 1 av
Ssup= —‘T_z‘IsupVT—TTIVt —bn—t (14,15)

Consideriamo ora al posto delle grandezze X o> Che figurano nella
formulazione generale del principio di Onsager (§ 9), i vettori

1 1 av
Xy=7 VT, X2=Ta—,:.

Allora dal confronto fra la (14,15) e 1'espressione generale (9,3) risulta
che i vettori

. , .
X1 = Qsupy Xy = ’ﬂVt=

saranno le grandezze a;a corrispondenti. Le relazioni (14,12) e (14,14)
fungone da « equazioni del moto » (9,1); riscrivendole nella forma

x; = T9X, x, = nuT?X,,

& o

b
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otteniamo la relazione cercata
¢ =Tnp (14,16)
(L. Waldmann, 1967).

PROBLEMI

1. Due recipienti contenenti gas a temperature diverse Ty e T, sono con-
giunti da un tubo lungo. In seguito allo scivolamento termico si stabilisce una
differenza di pressione tra i gas in ambedue i recipienti (effetto termomeccanico).
Determinare questa differenza.

Soluzione. La condizione al conterno sulla superficie del tubo, per un moto
di Poiseuille, sotto 1’influsso dei gradienti della pressione e della temperatura
e tenendo conto dello scivolamento termico & v = pndfl/dz per r =R (R & il
raggio del tubo e 1’asse z & preso lungo la sua Iungﬁezza). Nel modo ordinario
&si veda VI, § 17) troviamo la distribuzione delle velocita rispetto alla sezione

el tubo
1 4dp daT
——t &F pe e £
v=—gm i (Rt

La quantitd (massa) del gas passante attraverso la sezione del tubo nell’unita
di tempo @
_ paR: dP . AT
Q== 8y dz +punR dz M

p & la densitd del gas). In equilibrio meccanico Q = 0 da cui
P _ 8nu dT
dr ~ R? dz °*
Integrando lungo tutta la lunghezza del tubo troviamo la differenza di pressioni

8
Py—Py= }-pzu (Ty—Ty)
(per differenze T, — T, non troppo grandi si possono supporre costanti i coef-

ficienti 1 e p). La stima dell’ordine di grandezza dell’effetto (mediante le for-
mule (14,13) e (8,11)) da

ép 2 6T
p R* T °

La distribuzione delle velocitd sulla sezione del tubo per Q = 0 ha la forma

2r2 ar
v=n (1) &

In prossimitd delle pareti il gas si muove nella direzione del gradiente della
z,emp%r)atura (v>0), e in prossimitd dell’asse del tubo in direzione opposta
v <<0).

2. Due tubi (di lunghezza L) di raggi diversi (R; << R,) sono congiunti
agli estremi, dove le temperature sono diverse (T, > 7T,; la differenza T, — Ty
& piccola). In seguito allo scivolamento termico si stabilisce un moto circolare
g:l gas nei tubi; determinare il passaggio totale di gas attraverso la sezione

i tubi. :
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Soluzione. Dividendo per R¢ la relazione (1) del problema {1 e integrando
lungo il contorno chiuso formato dai due tubi, troviamo

(151 RZR3
0= (Te—T) (RE— RY) g

Il moto segue la direzione indicata nella fig. 2.
3. Determinare la forza F agente su una sfera (di raggio R) immersa in
un gas in cui si mantiene costante il gradiente della temperatura V7 = A.
Soluzione. La distribuzione della temperatura all’interno
della sfera & data dalla formula

3
TRy 2%,

dove %, e %, sono i coefficienti di conducibilitd termica
della sfera e del gas; r e 8 le coordinate sferiche con origine
nel centro della sfera e la direzione A come asse polare
(si veda V1, § 50, il problema 2). Di qui ricaviamo per il
gradiente della temperatura lungo la superficie della sfera

Arcos 9,
Ry

1 or _ 8%, Asen@
R 08w t-2n, ’ 7
Il moto laminare del gas che si produce in seguito allo
scivolamento termico & definibile col solo vettore A. Percid Fig. 2

la soluzione corrispondente dell’equazione di Navier-Stokes
si pud cercare nella stessa forma del problema di una sfera immersa in un
fluido (si veda VI, § 20).

Vi —a A-+n(An) b 3n(An)— A

r r3 !

dove n = r/r (omettiamo in v la costante additiva in quanto deve essere v = 0
per r — oo). Le costaiiti 2 e b vanno determinate mediante le condizioni

vp=0, vg:—%—%%— per r=R

e valgono
_L__ 3n.Rp
R T T I Loy

La forza agente sulla sfera &

. A2nmpRx,
F=8nanA P, VT,
Affinché gli effetti superficiali studiati nei problemi siano effettivamente piccoli
rispetto a quelli di volume, la temperatura deve variare poco: nei problemi 1 e 2
sul raggio del tubo, e nel problema 3 sul raggio della sfera.

4. Due recipienti congiunti da un tubo lungo contengono un gas a una
stessa temperatura e pressioni P; e P,. Determinare il flusso di calore tra i reci-
pienti che accompagna il moto di Poiseuille (effetto meccanico-calorico).

Soluzione. Secondo le formule (14,14) e (14,16) il flusso di calore lungoe le
pareti del tubo &

’ ’ av
¢’ = 2nRqgup=2aRTnp -

Comg EE S
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D'altra parte, dalla condizione di equilibrio meccanico di un fluido per il moto
stazionario abbiamo

2JIR'I|-Z—I:-==I(R2 %%:nRz—I—JZ—E—E‘—-.

Di qui otteniamo infine
¢ = nR2Tu (Py — Py)/L.

§ 15. Fenomeni in gas fortemente rarefatti

1 fenomeni considerati al paragrafo precedente non rappresenta-
no altro che effetti correttivi legati alle potenze di ordine superiore
del rapporto tra lunghezza del cammino libero [ e dimensioni carat-
teristiche del problema L; prima, questo rapporto & stato supposto
piccolo. Se, invece, il gas & cosl rarefatto (o se le dimensioni L sono
talmente piccole) che /L > 1, allora le equazioni idrodinamiche
diventano completamente inapplicabili anche con condizioni al con-
torno corrette.

Nel caso generale di un rapporto arbitrario I/L si deve risolvere,
in via di principio, I’equazione cinetica con determinate condizioni.
al contorno sulle superfici solide a contatto con il gas. Queste condi-
zioni sono definite dall'interazione delle molecole del gas con la
superficie e legano la funzione di distribuzione delle particelle inci-
denti con la funzione di distribuzione delle particelle che lasciano
la superficie. Se questa interazione si riduce alla diffusione delle
molecole (senza una loro trasformazione chimica, ionizzazione o as-
sorbimento da parte della superficie), allora essa & descritta dalla
probabilitd w (I, T) dI" che una molecola con valore assegnato r
dopo 1'urto con la superficie sia riflessa da essa in un intervallo
dI'; la funzione w & normalizzata dalla condizione

S w (I, T)ydl’ =1. (15,1)

La condizione al contorno per la funzione di distribuzione f (T) si
scrive per mezzo di w nella forma

w(I', T)nv f([)dl= —nv'f(I") per nv’ >0. (15,2)

nv<0

L’integrale a primo membro (moltiplicato per dl’) rappresenta il
numero di molecole incidenti su 1 cm? di superficie in un secondo,
che per diffusione si vengono a trovare nell'intervallo dI'; 1'integra-
zione & estesa alla regione di valori I' corrispondente alle molecole
che si muovono verso la superficie (n & il versore della normale ester-
na alla superficie del corpo). L’espressione a secondo membro della
condizione (15,2) & il numero di molecole che lasciano la superficie
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(dalla stessa area e nello stesso tempo); i valori di I in ambedue i
membri dell’uguaglianza devono corrispondere alle molecole che si
muovono nella direzione proveniente dalla superficie.

In equilibrio, quando la temperatura del gas coincide con quella
del corpo, la funzione di distribuzione delle particelle, sia incidenti
che riflesse, deve essere quella di Boltzmann. Ne consegue che la
funzione w deve verificare identicamente 1'uguaglianza

w (I, T)nve ~&T1dl = —nv' e~¢'/Ty, (15,3)
nv<0

che si ottiene dalla sostituzione nella (15,2) di f(T) = costante X
X exp (—e&/T,), dove T; & la temperatura del corpo.

Nell'impostazione generale descritta la soluzione del problema
del moto di un gas fortemente rarefatto & molto complicata. Tuttavia
il problema puo essere impostato in modo piu semplice per i casi li-
mite di un gas cosi fortemente rarefatto che il rapporto I/L >> 1.

Una grande categoria di questi problemi & legata a situazioni in
cui una massa notevole di gas occupa un volume, le cui dimensioni
sono grandi sia rispetto alle dimensioni L dei solidi immersi nel
gas sia rispetto alla lunghezza I del cammino libero. Allora gli urti
delle molecole contro la superficie dei corpi sono relativamente rari
ed inessenziali rispetto agli urti reciproci tra le molecole stesse. Se
il gas di per sé si trova in equilibrio a una certa temperatura T,, allora
in queste condizioni si puod supporre che 1'equilibrio non sia violato
da un corpo immerso. In questo caso tra il gas e il corpo possono
esistere differenze di temperature arbitrarie. Lo stesso si riferisce
alle velocitd del moto macroscopico.

Supponiamo che T = T, — T, sia la differenza trala temperatura
del gas e la temperatura di una piccola porzione df della superficie
del corpo, e che V sia la velocita del gas rispetto al corpo. Per te V
non nulle vediamo che, in primo luogo, compare uno scambio di
calore tra il gas e il corpo e che, in secondo luogo, sul corpo agisce
una forza da parte del gas. Indichiamo con ¢ la densita del flusso dis-
sipativo di calore dal gas al corpo e con F — Pn, dove n & la normale
esterna, la forza agente in ogni punto della superficie del corpo (rife-
rita all’unitd d’area). Qui il secondo termine & la pressione ordinaria
del gas e F la forza complementare da definire, legata a v e V. Le
grandezze g ¢ F sono funzioni di v e V che si annullano con i loro ar-
gomenti.

Se T e V sono sufficientemente piccole (la prima rispetto alle
temperature stesse del gas e del corpo, la seconda rispetto alla velo-
cita termica delle molecole del gas), allora si possono sviluppare g ¢ F
in serie di potenze di v e V limitandosi ai termini lineari. Indichia-
mo con F, e V, le componenti di F e V lungo la normale n, e con
F:, V; le loro componenti tangenziali; queste ultime sono vettori con
due componenti indipendenti. Allora i suddetti sviluppi avranno la
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forma
g=uaz + BV, Fn =yt + 6V,, F;= 0V, (15,4)

dove o, B, v, 8, 0 sono costanti (pil precisamente, funzioni della
temperatura e della pressione) che caratterizzano il gas e la sostanza
del solido. Le grandezze « scalari » g e F, non possono contenere,
per ragioni di simmetria, termini lineari nel vettore V;. Per la stessa
ragione nello sviluppo del vettore F; non esistono termini lineari
negli «scalari» 1 e V,.

Le grandezze o, 6, 0 sono positive. Cosi, se la temperatura del
gas é superiore a quella del corpo (t >0), il calore passera dal gas
al corpo, vale a dire che la parte corrispondente del flusso g sara po-
sitiva; percio o > 0. Inoltre, le forze F,, F; agenti sul corpo e condi-
zionate dal moto del gas rispetto al corpo devono essere dirette nella
stessa direzione di V, e V,; percio deve essere § >0 e 68 > 0. Quanto
ai coefficienti P e vy, il loro segno non deriva da considerazioni termo-
dinamiche generali (benché, probabilmente, essi siano come regola
positivi). Tra questi coefficienti si verifica una semplice relazione,
conseguenza del principio di simmetria dei coefficienti cinetici,

Per dedurre questa relazione calcoliamo la derivata temporale
dell’entropia totale di tutto il sistema, formato dal gas e dal corpo
immerso in esso. Nell’unitd di tempo il corpo riceve dal gas una
quantita di calore ¢ df attraverso ogni elemento di superficie df.
In questo caso I'entropia del corpo S; ha un incremento

.S."=(§—Iq,—l—df,

dove I'integrazione & estesa a tutta la superficie del corpo.

Per calcolare 'incremento di entropia del gas consideriamo un
sistema di coordinate in cui il gas sia a riposo (nel luogo in cui si
trova il corpo); in questo sistema la velocitd di ogni punto della
superficie del corpo ¢ —V. Per la dimostrazione della relazione cer-
cata supponiamo che la forma del corpo possa variare durante il suo
moto; allora le velocitd V dei diversi punti della sua superficie sa-
ranno grandezze variabili indipendenti qualsiasi. Secondo la rela-
zione termodinamica dE = T dS — P d¥7" la variazione dell'en-
tropia del gas nell’unita di tempo vale

Sy=—— B+ P70

(le grandezze con l'indice 2 si riferiscono al gas). La derivata E,
& uguale, in virtu della conservazione dell’energia totale del siste-
ma, alla variazione dell’energia del corpo con segno opposto. Que-

st’ultima & composta dalla quantitd di calore (g)q df e dal lavoro

compiuto sul corpo, uguale a &(——V) (F — Pn) df. Da qui rica-
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viamo la variazione dell’energia del gas
Ey=& (—q+FoVo+ FV,— P,V,) df.

Quanto alla variazione del volume del gas, essa & uguale alla varia-
zione del volume del corpo con segno cambiato, ossia

= § Vadf.
Otteniamo cosi la variazione dell’entropia del gas
. 1 -
Se=7-§ (— g+ FVa+FV) df.
Sommando le derivate di S,;, S, e ponendo in seguito (per T piccole)

Iy~ T,=T, otteniamo infine la velocitd di variazione dell’en-
tropia totale del sistema

I s

Consideriamo al posto delle grandezze z,, z,, x5, , nella formula
generale che esprime il principio di Onsager (§ 9) rispettivamente g,
F, e le due componenti del vettore F, (in ogni dato punto della su-
perficie del corpo). Per precisare il significato delle grandezze X,
confrontiamo la formula (15,5) con l'espressione generale per la
velocitd di variazione dell’entropia (9,3). Vediamo che come gran-
dezze X;, X,, X3, X, fungono rispettivamente —1/72, —V,/T e le
due componenti del vettore —V,/T nello stesso punto. Quanto ai
coefficienti cinetici (i coefficienti nelle relazioni (9,1)), essi sono

Y = al? vy = 8T, 33 = Y = 607,
Yia = BTy ¥oy = v
Dalla simmetria y;, = ¥,, deriva quindi la relazione cercata

B = yT. (15,6)

E da notare anche che dalla condizione di positivitd della forma

quadratica (9,3) (S’ > 0) derivano le suddette disuguaglianze o, B,
® >0 e in piu la disuguaglianza

Tad > B2

11 calcolo dei coefficienti nella (15,4) richiede di conoscere la legge
di diffusione effettiva delle molecole del gas da parte della super-
ficie del corpo, esprimibile con la funzione introdotta sopra w (I'', T).
A titolo di esempio otteniamo una formula che, in linea di principio,
consente di calcolare la grandezza a.
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La densita del flusso di energia dal gas al corpo & espressa dall’in-
tegrale

q= S (e—e’) | v | w (I, T) § (T) dT 4T (15,7)

(esteso alla regione v, << 0, vy > 0); per ogni urto di una molecola
contro la parete questa riceve l'energia & — ¢'.

Trasformiamo questa espressione mediante il principio dell’e-
quilibrio dettagliato, secondo il quale in stato di equilibrio il nu-
mero di transizioni I' — I'" per diffusione delle molecole dalla pa-
rete ¢ uguale al numero! di transizioni I'T — I'T. Cid significa che

(I, T) |ve | exp (472) =
=w (7, I | v} exp (HF7) (15,8)

(in equilibrio la temperatura del gas coincide con quella della parete).

Nella (15,7) effettuiamo il cambio di notazione delle variabili di
integrazione I' - I''T, TV — I'T. Calcolando la semisomma delle
due espressioni cosi ottenute scriviamo

g=1 § (e—e) e T[0T, T) [vs| e-omee
—w (T, T'7) | v | e-&'/T2] AT dI".

Infine, sostituendovi w (T'T, I''T) dalla (15,8) e sviluppando in se-
guito D'espressione integranda in potenze della piccola differenza
T = T, — T;, troviamo che ¢ = at, dove

1 2 a ’ w— P) t
o= 5 (e—e )| vy w (T, T)exp ('—‘—Li—;(—) ardr

(v <<0, vy,>0) (15,9)
('indice della temperatura T; ~ T, & omesso).

La funzione di distribuzione delle molecole diffuse dalla parete
dipende dalla loro interazione con la parete. Si dice che si ha un
adattamento totale se le molecole riflesse da ogni elemento della
superficie del corpo hanno (indipendentemente dal valore e dalla
direzione della loro velocitd prima dell’urto) la stessa distribuzione
che avrebbero avuto le molecole in un fascio uscente da un piccolo
foro nel recipiente con gas a temperatura uguale a quella del corpo.
In altre parole, per adattamento totale il gas diffuso dalla parete
entra in equilibrio termico con quest’ultima. Ha senso confrontare
il valore dei coefficienti nella (15,4) con i valori per adattamento
totale. In particolare, lo scambio di energia tra le molecole del gas
e la parete solida & caratterizzato generalmente dal coefficiente di
adattamento definito come rapporto o/e, (dove o, corrisponde
all’adattamento totale). Nei casi reali 1'adattamento totale, in ge-
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nerale, é irrealizzabile e il coefficiente di adattamento & minore
dell’unita.

E facile vedere che il valore o, & effettivamente il pid grande
possibile con le seguenti considerazioni. Esaminiamo I’entropia §
nella (15,5) da un altro punto di vista: non come I'entropia totale
del gas e del corpo assieme, bensi come I'entropia del corpo e sol-
tanto delle molecole del gas che durante il tempo At cadono sulla
superficie del corpo. Per questo sistema la riflessione delle molecole
con adattamento totale significa la transizione nello stato di equili-
brio completo, in modo che I'entropia assume il valore massimo pos-
sibile. Rispettivamente sara la massima possibile anche la variazione

dell’entropia, AS = SAt, che accompagna questa transizione !). In

altre parole, per adattamento totale la forma quadratica (9,3) deve

essere massima, qualunque siano i valori assegnati delle grandezze

X, (ciod di T, V,, V,). Denotando con I’indice zero i valori corrispon-

denti dei coefficienti y,,, scriviamo questa condizione nella forma
oLy—o

T2 TZ+ 2(5;‘2—3) TVn"i‘Go;a V'fz‘i‘ 90;9 V%>O.

Di qui derivano le disuguaglianze

2y >a, 8, >6, 6, >0,
T (ao hnmasl a) (60 _— 6) >(ﬁ0 -_— 6)2. (15,10)

Consideriamo la fuoriuscita di un gas fortemente rarefatto da un
piccolo foro (di dimensioni lineari L). Nel caso limite /L > 1 questo
processo acquista un carattere assai semplice. Le molecole abbando-
neranno il recipiente indipendentemente 1'una dall’altra, formando
un fascio molecolare in cui ciascuna molecola si muove con la stessa
velocita con la quale si & avvicinata al foro. Il numero di molecole
uscenti in un secondo dal foro coincide con il numero di urti che le
molecole del gas avrebbero avuto durante questo tempo con un’area
uguale all’area s del foro. Il numero di urti riferito all’unita di su-
perficie della parete & P (2nmT)-1/2, dove P & la pressione del gas,
m la massa della. molecola (si veda V, § 39). Quindi, la quantita
(massa) di gas uscente in un secondo &

Q=sP 1/-5"‘7 (15,11)

Se due recipienti di gas sono congiunti da un foro, allora nel
caso { < L, in equilibrio meccanico, le pressioni P, e P, dei gas in
entrambi i recipienti saranno le stesse, a prescindere dai valori delle

!) In queste considerazioni & importante che il corpo (che serve da « reci-
piente termico ») possa essere supposto in stato di equilibrio durante tutto il
rocesso e che l'entropia del gas perfetto dipenda soltanto dalla legge di distri-
uzione delle sue molecole, ma non dalla legge della loro interazione reciproca.
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loro temperature T, e T,. Se, invece, [ >> L, allora 'uguaglianza dei
numeri di molecole, che passano attraverso il foro da un recipiente
all’altro nei due sensi, costituird la condizione di equilibrio mecca-
nico. Secondo la formula (15,11) ¢id conduce all’uguaglianza

o W i Sy (15,12)
V1 VT,

Quindi, le pressioni dei gas rarefatti nei due recipienti comuni-
canti saranno diverse e, inoltre, staranno 1'una all’altra come le ra-
dici delle temperature (effetto Knudsen).

Finora abbiamo trattato dei fenomeni che si verificano in una
massa notevole di gas fortemente rarefatto che di per sé si trova in
equilibrio. Soffermiamoci brevemente sui fenomeni di altro carattere,
in cui il gas stesso non si trova piu in equilibrio. Tale &, ad esempio,
la trasmissione di calore tra due lamine solide riscaldate a tempera-
ture diverse e immerse in un gas rarefatto, quando la distanza tra
queste lamine & piccola rispetto alla lunghezza del cammino libero.
Le molecole che si muovono nello spazio tra le lamine praticamente
non si urtano 1'una con I'altra e, riflesse da una lamina, si muovono
liberamente fino ad urtare I’altra lamina. Per diffusione da parte
della lamina pit calda le molecole ricevono una certa energia e in
seguito, urtando contro la lamina meno calda, le trasmettono parte
della loro energia. In questo caso il meccanismo di trasmissione del
calore differisce sostanzialmente da quello dell’ordinaria conduzione
di calore in un gas non rarefatto. Lo si pud caratterizzare con il
coefficiente di trasmissione termica x» definito in modo tale (in ana-
logia con il coefficiente ordinario di conducibilitd termica) che si
abbia

g= ”(Tzle) , (15,13)
dove g & la quantitd di calore trasmesso (riferita all’unitad di super-
ficie delle lamine nell’unita di tempo), T, e T, le temperature delle
lamine e L la distanza che le separa. Il coefficiente % si pud valutare
come ordine di grandezza con la formula (7,10). Poiché al posto degli
urti tra le molecole, ora abbiamo a che fare con gli urti diretti con
le lamine, alla lunghezza del cammino libero ! si deve sostituire la
distanza L tra le lamine. Abbiamo cosi

% ~LoN ~ 2= (15,14)

V mT
11 coefficiente di trasmissione termica in un gas fortemente rarefatto
¢ proporzionale alla pressione, contrariamente alla conducibilita

termica di un gas non rarefatto, indipendente dalla pressione. Sotto-
lineiamo, tuttavia, che ora x non & pil caratteristica del solo gas:
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dipende anche dalle condizioni concrete del problema (dalla distan-
za L tra le lamine).

Un fenomeno analogo & rappresentato dalla « viscositd » di un
gas fortemente rarefatto, che si manifesta, ad esempio, per il moto
celativo di due lamine immerse (dove di nuovo L < I). Il coeffi-
riente di viscositd m si deve definire ora in modo tale che si abbia

F = nV/L, {(15,15)
dove F & la forza d’attrito agente sulla lamina in moto (riferita
all’unita di superficie), e V la velocitd di una lamina rispetto all’al-

tra. Scrivendo nella (8,11) la distanza L al posto della lunghezza del
cammino libero I, otteniamo

n~moNL~LPY 2, (15,16)

vale a dire che la viscositd di un gas rarefatto & anch’essa propor-
zionale alla pressione.

PROBLEMI

1. All’istante iniziale ¢+ = 0 un gas occupa il semispazio z << 0. Trascurande
gli urti definire la distribuzione di densitd negli istanti successivi.
Soluzione. Trascurando gli urti 1’equazione cinetica si riduce a

af o
o TV =%
la cui soluzione generale & f = f (r — v¢, v). Tenendo conto della condiziong
iniziale posta, in questo caso abbiamo
f="fo (v) per vy > z/t, =10 per v, < z/t,
dove f, & la distribuzione di Maxwell. La densitd del gas &
N(t, z)= S S S fo () m3 dvy dvy dv =EL[1—¢ (_’_ ]/-l)
v \% 0 x Wy z P z 22‘ N
—co x/t
dove

g
D ()= 1;5 S e~ gy,
0

e N, la densitd iniziale. Poiché abbiamo trascurato gli urti, le formule sono
valide di fatto soltanto nella regione | z| < L.

2. Determinare la forza agente su una pallina di raggio R che si muove con
velocitd V in un gas rarefatto.

Soluzione. La forza totale di resistenza al moto della pallina vale

F= _% VRE (51 20).

3. Determinare la velocitd, con cui si muovera in un gas rarefatto un disco

piano senza peso, i cui lati sono riscaldati alle temperature T,e T,
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. Soluszione. La velocitd V del disco (nella direzione perpendicolare al suo
piano) sara definita dalla condizione di uguaglianza a zero della somma delle
forze agenti sui suoi due lati. 11 disco si muovera con il lato meno caldo posto

avanti (si suppone T, > T;) a velocitd
u
V=—2% (Ty—T1).

4. Calcolare il valore a, del coefficiente a nel caso di adattamento totale.
Soluzione. La quantitd di emergia apportata nell’unitd di tempo dalle

molecole che urtano con 1'unitd di superficie del corpo & S fov,e dT, dove f; & la

funzione di distribuzione di Boltzmann con la temperatura del gas T, (e &
‘energia di una molecola e 1’asse z & perpendicolare alla superficie del corpo).
La quantith di energia portata via dalle stesse molecole si ricava da qui (per
addattamento totale) con la semplice sostituzione della temperatura T, con la
temperatura T;. Il flusso di calore &

g= S (fo—Jy) ez dT

(si integra rispetto a v, nei limiti da 0 a o). Scriviamo 1’energia di una molecola
nella forma & = gjnt + mi2/2, dove ein¢ & 1'energia interna. Il calcolo fornisce
il seguente valore per ciascuno degli integrali:

[ revmar=v G +2m v (3+5) = (e + 2)

dove & = ¢, T & l'energia media della molecola e v = P/{/ 2nmT il numero di
molecole che urtano in un secondo con 1 e¢m? di superficie. I1 calore ¢ ¢ uguale
alla differenza di energie delle molecole che arrivano e che vanno in numero
uguale, vale a dire per v uguale. Come risultato per il coefficiente nella relazione
g=a (I; — T;) troviamo il valore

°‘0=_1—/"2‘Z_m—T‘ (cv +"12')

(la differenza T, — T, & supposta piccola in modo che poniamo Ty = T, = T).

5. Risolvere il problema 4 per i coefficienti B e 7.

Soluzione. La componente normale della quantita di moto portata dalle
molecole che urtano in un secondo con 1 cm? di superficie & uguale alla meta
della pressione del gas. Esprimendo la pressione in funzione di v abbiamo

P 4/ amT

=V =
Calcolando la differenza tra i valori di questa grandezza per le temperature
T,, T, e per lo stesso v, otteniamo la forza supplementare F, dovuta alla diffe-
renza di temperature. Supponendo T; — Ty piccola troviamo che

Vo = P/4T.

Per il coefficiente f abbiamo secondo la (15,6) B, = P/4.

6. Risolvere il problema 4 per i coefficienti 8 e 0.

Soluzione. Consideriamo un sistema di coordinate in cui il corpo & a riposo
e il gas si muove con velocitd V; I'asse z 2 diretto lungo la normale alla super-
ficie del corpo e il piano zy & scelto in modo tale che V si trovi in esso. La fun-

gione di distribuzione in questo sistema &

' f=costante-exp {—— Sint ———giT—— e —V)2+ (y—Vy)? +v§]} .

T
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Per quanto riguarda le molecole riflesse, per adattamento totale esse hanne

funzione di distribuzione con V = 0; T & supposto nullo. . .
Per calcolare la forza tangente 7, poniamo V, = 0. La componenge‘togale Yy
della quantitd di moto portata dalle molecole incidenti sulla superficie &

S muyvyf dT=mVy S vef AL =mVyv

(si integra ovunque rispetto a vy nei limiti da 0 a o). La componente y portata
da queste molecole scompare. Quindi, Fy = mvV, in modo che :

m
eo='Vm=P l/m- .

Supponiamo ora che ¥V, = 0 e V, = 0. Abbiamo, a meno dei termini
del primo ordine in V,

my
=i 0+Vx Tx f 0
dove f, & la funzione di distribuzione con V = 0. Il numero di molecole che
urtano in un secondo con 1 cm? di superficie &

p by
v S fuxdl‘ = W-F-—Zi,t—.
La componente z della quantitd di moto portata da queste molecole vale
o
al ’
Le molecole riflesse dalla parete hanno funzione di distribuzione con V, = 0
normalizzata in modo tale che 1’integrale \ fv, dT' sia uguale al numero v

di molecole incidenti definito sopra. La componente x della quantitd di moto
trasportata via da queste molecole & uguale a

S my2f dT _—.%-1- PV,

Vo= P PV, m
g V2l = — 5 ——5% 1/ 2T
La forza normale aggiunta alla pressione & F,, = §,V,, dove
—_ / m ny 6
S=P 1 o7 (2+—2‘) =3 @G+m
7. Supponendo che si abbia adattamento totale, determinare la temperatura

di una lamina che si muove con velocitd ¥ in un gas rarefatto nel suo piano,
Soluzione. Agendo come nel problema 4, otteniamo per 1'energia apportata

e per 1'energia portata via
vT (c,, -+ —;—) .
Uguagliando questi flussi abbiamo
T,—T,=

4

mV?
2c,4+1 "
8. Determinare la quantita di gas che passa nell’unita di tempo attraverso
la sezione trasversale di un tubo cilindrico (di raggio R) sotto 1'influsso del
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fradiente della pressione e della temperatura. Il gas & talmente rarefatto che
a lunghezza del cammino libero !> R 1). Per urti delle molecole contro le
pareti si ha adattamento totale.

Soluzione. La distribuzione delle molecole rispetto alle velocitd per rifles-
sione da parte della parete, nel caso di adattamento totale, ha la forma v, f d3p,
dove f & la funzione di distribuzione di Maxwell e 1’asse = & perpendicolare alla
superficie. Indicando con ¥ 1’angolo tra le velocitd delle molecole e 1’asse z,
troviamo che la distribuzione delle molecole riflesse rispetto alla direzione del
loro moto (indipendentemente dal valore assoluto della velocitd) ha la forma

v
— cos 9do
k14

(questa funzione & normalizzata in modo tale che il suo integrale sugli angoli
solidi da un lato del piano sia uguale a v).

Facciamo coincidere I’asse z con 1’asse del tubo e prendiamo 1’origine delle
coordinate nella sezione in esame. Attraverso questa sezione passano le molecole
dopo la riflessione sui diversi tratti del tubo. Tra le molecole diffuse da un ele-
mento df di superficie della parete a una distanza z, passeranno attraverso la
sezione considerata quelle riflesse lungo le direzioni, che si trovano all’interno
dell’angolo solido sotto il quale si vede questa sezione dal punto considerato

sulla superficie del tubo, ossia df+v \ cos® do/n molecole (’integrazione &

estesa al detto intervallo di angoli).

E evidente che questo integrale ha un medesimo valore per tutti i punti
che si trovano alla stessa distanza z dalla sezione in esame. Percid il numero
totale di molecole passanti (in un secondo) attraverso questa sezione si ottiene
sostituendo df con 1'elemento anulare di superficie 2nR dz ed estendendo 1’in-
tegrazione a tutta la lunghezza del tubo; moltiplicando ancora per la massa m
dell)la molecola otteniamo il passaggio di massa di gas attraverso la sezione del
tubo, cioé

Q=2mR S v (S cosﬁdo) dz.

Essendo funzione della pressione e della temperatura il numero v varia lunge
il tubo. Se i gradienti della pressione e della temperatura per tutta la lunghezza
non sono troppo grandi, si pud scrivere

v (2)=v(0)+2 v

dz lz=0"
L’integrale con v (0) evidentemente si annulla in modo che
Q=2uR-d—v SSzcosﬁdodz.
dz 7=

Per eseguire 1’integrazione introduciamo nel piano della sezione del tubo
in esame le coordinate r e p, dove r & la distanza del punto variabile A’ da un
certo punto O sulla circonferenza della sezione e @ 1’angolo tra il segmento OA’
e il raggio della sezione (fig. 3). Una molecola riflessa dalla parete nel punto A
(giacente sulla stessa generatrice del punto O) e che passa in seguito per il punto
A’ deve avere la velocitd sotto un angolo ¥, con la normale alla superficie del
tubo nel punto A4, per il quale sia

rcos ¢
Vritae

1) 11 flusso di gas a queste condizioni si chiama flusso molecolare libero.

cos 0=
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L’elemento di angolo solido si pud scrivere nella forma -
rdrdg z
Rt Jmia

(proiettiamo 1’area r dr dg sul piano perpendicolare alla retta A4’ e dividiamo
per il quadrato della lunghezza di questo segmento). L’integrazione estesa alla
regione

do=

—m2<p<< a2, O0<<r<<2Rcosgp, —o0KL3K®

da
8aR3 dv
O=—3—7 -
Infine, sostituendo v = P/}/ 2nmT otteniamo
4R — b, p,
= 2nm ( = — ) ,
T A

dove tra parentesi c'd la differenza dei valori della grandezza P/}y/ T sulla lun-
ghezza L del tubo (la sostituzione della deri-
vata con la differenza & possibile per la co- !
stanza di Q, e quindi, anche di questa deri- l
vata lungo il tubo). A
9. Nell'ipotesi di adattamento totale /
trovare la forza d’attrito tra due piani solidi |
(distanti L < 1) che si muovono 1'uno rela- \
\

tivamente all’altro con velocitd ¥; i piani
hanno le temperature 7, e T,. / | /
. Soluzione. Supponiamo che il piano 7 . % Y
(a temperatura 7)) sia a riposo e il piano 2 A 0
si muova con velocita V lungol’asse z; 1’asse .
y & diretto dal primo piano al secondo. Le Fig. 3
molecole con velocitd vy > 0 e vy << 0 sono
riflesse dai piani I e 2, rispettivamente; per adattamento totale le loro
funzioni di distribuzione sono

f= 2N, my? : 0

T (2nmTy)3 exp (—TTT) per vy >0,
___ 2N, m(v—V)2

1=ty o (— ) P <,

dove N; e N, sono le rispettive densita del numero di particelle; la densitd
totale 8 NV = N, + N,. La condizione di assenza di flusso totale nella direzione
dell’asse y da

NVT,=NVT,.
Su ciascuno dei piani agiscono la pressione P = N,T; -+ N,T, e la forza d'attri-
to (riferita all’unitd d'area)

2mT, 1/ m (TT )M

Fy=—Fj=mV S v,fdﬂp=VN2 l/ 2 =VN - W .
Dy>0 1 )

Se Iy = T3 == T, allora

N A=
in accordo con le formule (15,45) e (45,16).
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10. Supponendo 1’adattamento totale definire il coefficiente di trasmissione
termica x tra due lamine a temperature 7, e T, vicine.

Soluzione. Per adattamento totale le molecole incidenti sulla lamina 7
hanno distribuzione uniforme con temperatura T,. Percid il flusso di energia
dalla lamina 7 alla lamina 2 & ¢ = &, (T, — 7T,). Prendendo a, dal problema 4
e definendo » mediante la (15,13), otteniamo

: PL 1
n=Qol = —0— (c -
%o 1V 2amT ot 2)

in accordo con la stima (15,14).

11. Determinare la densitd del gas sull’asse dietro un disco circolare di
raggio R < I che si muove in un gas con velocitd —V, grande rispetto alla velo-
citd termica media degli atomi vy.

Soluzione. Per V > vy le particelle riflesse dalla superficie posteriore del
disco sono inessenziali (tranne una regione ristretta vicino a questa superficie;
si veda piu avanti). Il fatto & che il disco « ombreggia » il flusso incidente.

—
.
R \\

- _I’QLKE} ——
1’4

Fig. 4

In un sistema di coordinate in cui il disco & a riposo (e il gas si muove con la
velocitd V), in assenza del disco la funzione di distribuzione sarebbe uguale a

o N _ m (v—YV)2
fo (V)= (2nm;)3/2 exp {'" 2T } .

In presenza del disco la densitd del numero di particelle sull’asse z (fig. 4) &

o JU
N(z)=2n S S fo (¥) p sen © d9 dp,
0 &
dove & & 1’angolo tra v e 'asse z e ¥, 1'angolo sotto il quale si vede il raggio
del disco dal punto di osservazione sull’asse z (tg ®, = R/z; le particelle con

8 <8, sono « ombreggiate »). Tenendo conto della condizione V > vy, 1’integra-
zione da

©o

| — Ny m_\1/2 o — 2 2 2 ~
N(z)-—-7 (W) Sexp {— o7 [0~V cos §,)2 - V2 sen 00]} vdv
0

my2 z mV?  R?
~ Nyoos Bgoxp { — g sent 9y} =No — i oxp {— 5 s

dove N, ¢ la densitd ‘del gas lontano dal disco. L’integrazione rispetto a dp
¢ eseguita nell’ipotesi che cos &, » v7/V (si pud mostrare che quesia stessa
disuguaglianza esprime la possibilitd di trascurare le particelle riflesse dalla
parete posteriore).
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§ 16. Deduzione dinamica dell’equazione cinetica

Sebbene la deduzione dell’equazione cinetica data al § 3 sia
soddisfacente dal punto di vista fisico, presenta notevole interesse
un metodo che consente di ottenere analiticamente questa equazione
dall’apparato matematico della teoria, cioé dalle equazioni del moto
delle particelle di gas; questa deduzione & stata fatta da N. N. Bo-
goljubov (1946). L'importanza di questo metodo consiste anche nel
fatto che esso fornisce un procedimento regolare che permette, in
linea teorica, di ottenere non soltanto l'equazione di Boltzmann ma
anche le correzioni ad essa, vale a dire i termini infinitesimi di or-
dine superiore rispetto al « parametro di gassosita », cioé rispetto al
rapporto (d/r)}, dove d indica le dimensioni molecolari (il raggio
d’azione delle forze molecolari) e r & la distanza media tra le mole-
cole. Diamo sotto la deduzione che si riferisce a un gas monoatomi-
co nei limiti puramente classici, cioé per 1'ipotesi che sia il moto
libero, sia i processi d’urto tra le particelle del gas siano descritti
dalla meccanica classica.

Il punto di partenza del metodo & il teorema di Liouville per la
funzione di distribuzione di un gas nel suo insieme come di un si-
stema di 4" particelle. Indichiamo questa funzione (nello spazio
delle fasi a 6.4 dimensioni) con il simbolo f(«#) (t, Tir Tay « + s T o)y
dove le 7, esprimono 'insieme delle coordinate e delle componenti
della quantita di moto dell’a-esima particella: t, = (r,, p.). Questa
funzione verrd supposta normalizzata a uno:

j,‘“’”’(t, Ty s T ) AT el 0T =1, dt=d, A%,

La funzione di distribuzione « di una sola particella », che figura
nell’equazione di Boltzmann, si ottiene integrando la funzione f(-#

rispetto a tutti i dr,, ad eccezione di

0 (¢, 171)=S £, ... de (16,1)

./y';
la funzione f® & normalizzata anch’essa ad uno. Conserviamo invece
la notazione f (senza indice) per la funzione di distribuzione norma-
lizzata al numero totale di particelle: f = °f®,

Ricordiamo (si veda V, § 3) che il teorema di Liouville nasce
come conseguenza dell’equazione di continuitd nello spazio delle
fasi, cui deve soddisfare la funzione di distribuzione di un sistema
chiuso

w) ¥ : :
Tt 2 {7 1)+ 5= (o} =0, (16,2)

¢4 e

E
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Mediante le equazioni di Hamilton

. éH . aH
Iy = pa ? Po = ~ Org (16,3)

ricaviamo 1’'uguaglianza

(A (A1) . (A7) . (S
of of of . af —
Fra 21{ ara Yo 5p7 pa}‘_ =0 (16,4)

dove r, = v, e p, sono supposti espressi in funzione di 1;, Ty . ..
in accordo con le equazioni (16,3); I'uguaglianza (16,4) costituisce-
il contenuto del teorema di Liouville.

¢ Rappresentiamo 1’hamiltoniana di un gas monoatomico nella
orma

H= 3 24 3 U(re—rl). (16.5)

AW b<oss g

Qui & supposto che non esista campo esterno e che 1'interazione reci-
proca tra le particelle del gas si riduca alla somma delle loro intera-
zioni a due a due ). L’equazione (16,4) con questa hamiltoniana di-
venta

(wy Lo W)
af af af U,
Bt + Z { Er Vo— p ab } = Ov (1 6’6)

a ar,
a=1 b<ta

dove U,y (@ 56 b) indica U (Jry — 1y |).

Integriamo ora questa equazione rispetto a dt, . . . dt_g. In se-
guito a questa integrazione fra tutti i termini sotto il segno di som-
ma nella (16,6) resteranno soltanto quelli contenenti le derivate ri-
spetto a p, o ry; gli integrali degli altri termini si trasformano in in-
tegrali estesi a superfici indefinitamente lontane nello spazio delle
quantitd di moto o delle coordinate e si annullano. Otteniamo cosi

3 (1, 1) ANt T _ af Ui 0P (t 1, W)
Sy e = | o gr,  (16,7)

dove f® ¢ la funzione di distribuzione di due particelle normalizzata
a uno, ciod l'integrale

1, %, r2)=SfW Yavy ... dv (16,8)

1) L'ultima ipotesi ha carattere di modello. Sottolineiamo tuttavia che essa
in generale non incide sul risultato della prima approssimazione (corrispondente
all’equazione di Boltzmann); in questa approssimazione figurano unicamente
gli urti tra le coppie di particelle cui le altre interazioni (non a coppie) non
partecipano.
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(i1 fattore ¢ nella (16,7) tiene conto dei termini che differiscono
soltanto per la notazione delle variabili di integrazione; a rigore, il
numero di questi termini & .4° — 1, ma poiché la grandezza #° @&
molto grande, si ha §° — 1 ~ ).

Analogamente, integrando la (16,6) rispetto a dt; ... dt g,
otteniamo l’equazione

P af® 3D Uy, O ol of® _
ot TV Ve o T o, op ar, Opp

- 3f® oUyg | 9f® Uy
=4 5[ opy  Ory - dpy  dry ]drs’ (16.9)

dove f® (t, 1y, T, Ts) & la funzione di distribuzione di tre particelle.
Procedendo in questo modo otterremmo praticamente una catena
illimitata (essendo .#” molto grande!) di equazioni, ognuna delle
quali esprime f™ in funzione di f™*D. Tutte queste equazioni sono
esatte, nel senso che per la loro deduzione non & stata avanzata nes-
suna ipotesi legata alla rarefazione del gas. Ma per ottenere un si-
stema chiuso di equazioni si deve interrompere in qualche punto
guesta catena, ricorrendo alla condizione di rarefazione del gas.
In particolare, alla prima approssimazione del metodo corrisponde
I'interruzione della catena gid alla prima equazione (l'equazione
(16,7)) in cui la funzione di due particelle f® verrd espressa appros-
simativamente mediante f@. Quest’ultima operazione si effettua
aaneéldo conto della rarefazione del gas con l'ausilio dell’equazione

6,9).

Ricorrendo a questa equazione mostriamo innanzitutto che 1'in-
tegrale al secondo membro & piccolo. Infatti, la funzione U (r) &
sensibilmente diversa da zero soltanto nel raggio d’azione delle
forze, cioé per r << d. Percid in entrambe le parti dell’integrale
nella (16,9) I'integrazione) rispetto alle coordinate & estesa di fatto
alle sole regioni |{ry —r, | << do |ry —r, | < d, ciod al volume
~d? Osservando anche che integrando su tutto il volume del gas

V" ~ H°7® si avrebbe S 7@ dtz = f®, otteniamo la seguente stima:

3f®) ol U (r) 8f™» a3
./I/‘S T drs ar dp, 3 °

Ne risulta che il secondo membro dell’equazione (16,9) & piccolo nel
rapporto (d/r)® rispetto ai termini contenenti 6U/dr a primo membro
dell’equazione e percid lo si pud trascurare. L'insieme dei termini a
primo membro dell’equazione rappresenta la derivata totale df(®/dt,
in cui ry, ry, p;, P, Sono considerati funzioni del tempo soddisfacen-
ti le equazioni del moto (16,3) con I'hamiltoniana del problema dei
due corpi

H=B Bt U(Ir —m))
T 2m T 2m 1 Tzl
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Abbiamo cosi
_g;fm (t, Ty Tg)=0. (16,10)

Finora tutte le trasformazioni delle equazioni hanno avuto ca-
rattere puramente meccanico. Per la deduzione dell’equazione cine-
tica © necessario, ovviamente, avanzare anche un’ipotesi di carattere
statistico. Essa pud essere formulata affermando l'indipendenza
statistica di ogni coppia di particelle collidenti (infatti questa ipote-
si & stata sottintesa nella deduzione dell’equazione cinetica al § 3,
quando la probabilita d’urto & stata scritta nella forma (2,1) propor-
zionale al prodotto ff;). Nel metodo qui esposto tale affermazione
serve come condizione iniziale per I’equazione differenziale (16,10).
E proprio essa a portare 1'asimmetria rispetto alle due direzioni del
tempo, per cui dalle equazioni meccaniche invarianti per inversione
del tempo, si ottiene un’equazione cinetica irreversibile. La corre-
lazione tra le posizioni e le quantitd di moto delle particelle del gas
nasce soltanto in seguito ai loro urti e si estende alle distanze ~d.
Quindi, V'ipotesi sull'indipendenza statistica delle particelle colli-
denti serve anche come fonte di restrizioni di principio per le distan-
ze e gli intervalli di tempo ammissibili dall’equazione cinetica, di
cui abbiamo gia parlato al § 3.

Sia t, un istante precedente all'urto, quando due particelle si
trovano ancora lontane I'una dall’altra (] ry, — ry | >d, dove
I'indice O distingue i valori delle grandezze in questo istante). L’in-
dipendenza statistica delle particelle collidenti significa che all’i-
stante ¢, la funzione di distribuzione delle due particelle si scinde nel
prodotto delle due funzioni f®. Percid 1'integrazione dell’equazione
(16,10) da t, a ¢ da

@ (tv Ty To) = f(l) (to, T10) f(l) (tsr Ta0)- (16,11)

Qui T;0 = (Ty10s Pio) € Tzo = (T30, Pyo) devono essere intesi come i va-
lori delle coordinate e delle quantita di moto che devono avere le
particelle all’istante #, per ottenere all’istante ¢ i valori richiesti
1, = (ry, p1) € T, = (T3, Py); in questo senso Ty, Tz, Sono funzioni di
T4, Ty € di t — £, (inoltre, da ¢ — #, dipendono soltanto ry, € I,
mentre Py € Poo Tiferendosi a particelle che si muovouo liberamente
prima dell’'urto sono indipendenti da ¢ — %,).

Torniamo all’equazione (16,7), la futura equazione cinetica.
I1 suo primo membro ha gid la forma richiesta; ci interessera ora
I'integrale al suo secondo membro, che in fin dei conti deve tra-
sformarsi nell’integrale degli urti dell’equazione di Boltzmann. Por-
tando in questo integrale 7 dalla (16,11) e passando in ambedue i
membri dell’equazione dalla funzione f® a quella f = SN, scrivia-
mo

9f (¢, ) 8f (T}
a1 =+ ary =5t
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dove

Stf= (T2 2 {f (ty T) F ber Ta0)} s (16,12)

Nell'integrale (16,12) & importante la sola regione |r, —r, | ~ d in
cui si produce I'urto. Ma in questa regione si pud trascurare (nella
prima approssimazione considerata!) la dipendenza della funzione f
dalle coordinate; questa funzione varia sensibilmente soltanto a
distanze L (dimensioni caratteristiche del problema) superiori in
ogni caso a d. Non cambieremo percid la forma definitiva dell’inte-
grale degli urti se considereremo il caso di omogeneitd spaziale (per
rendere pid semplici i ragionamenti e la scrittura delle formule),
supponendo cioé che la funzione f non dipenda in generale dalle
coordinate. Notiamo subito che in questo caso nelle funzioni 7 (¢,, Pio)
f (#0, P2o) scompare_anche la dipendenza esplicita dal tempo (attra-
verso ry, (1) e ry, (£)).

Trasformiamo 1'espressione integranda nella (16,12) tenendo con-
to del fatto che l'espressione tra parentesi graffe & un integrale del
moto (come tale essa & comparsa nella (16,11); indipendentemente da
¢io, & evidente che p;, e p,, come valori delle quantita di moto all’i-
stante fissato #,, sono gid, per definizione, integrali del moto). Te-
nendo anche conto della suindicata assenza in essi di una dipendenza
esplicita dal tempo ¢, abbiamo

d
a7 (tor 1) f (B0 Pao) =
4 . a au é ou a
= (Mo v — R — Tt ) e P Pz(«f;g;

Di qui esprimiamo la derivata rispetto a p: in funzione delle deri-
vate rispetto a ry, r,, p, € sostituiamo nella (16,12). I1 termine con
la derivata §/0p, scompare dopo la trasformazione in integrale di
superficie nello spazio delle quantitid di moto. Dopo di cié otteniamo

St7 (s B)=§ Ve 5o {F (ty Pao) Tty 20)} P dp, (16,14)

dove si ¢ introdotta la velocitd relativa delle particelle vy = v, —
— vy © si & tenuto conto che p,, e p,, (e anche tutta I'espressione tra
parentesi graffe) dipendono da r, e r, soltanto in funzione della diffe-
renza r = r; — r,. Introducendo al posto di r = (z, Y, z) le coordi-
nate cilindriche z, p, @ con 1’asse z diretto lungo v,¢;, osservando che
V1e10/0r = v;18/0z ¢ integrando rispetto a dz, riscriviamo I'espres-

sione (16,14) nella forma 1)
¢

St1(t )=\ {f(ty P10)f (tor P2o)}| __reipdpde-dip,.  (16,15)

1) I limiti z = =+ oo vanno intesi come distanze grandi rispetto a d, ma
piccole rispetto alla lunghezza del cammino libero ¢ (se 1 limiti fossero letteral-
mente infiniti tutta 1’espressione si annullerebbe, poiché f = 0 all’esterno del
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Ricordiamo ora che p;, e py, Sono gli impulsi iniziali (all’istante
t,) delle particelle, che all’istante finale ¢ hanno impulsi p, e p,.
Se all'istante finale z = z; — z, = — oo, allora & chiaro che all’i-
stante iniziale le particelle si sono trovate « ancora piu lontane »
T'una dall’altra, vale a dire che in generale non si & verificato alcun
urto: in altre parole, in questo caso gli impulsi iniziali e finali coin-
cidono:

Pio = P1» Pgo = P DEY 2 = — ©O.

Se, invece, z = 4+ oo, allora p;, € P, fungono da quantita di moto
iniziali per P'urto in seguito al quale le particelle acquistano le
quantitd di moto p, e p,; introduciamo per questo caso le notazioni

Pio = P; (p)y P20 = p; (p) per z = + oo.

Questi valori sono funzioni della coordinata p, che funge da pai‘a-
metro prova degli urti. Quanto al prodotto

p dp dp = do

esso rappresenta la sezione d’urto classica.

Infine, resta da osservare che la dipendenza esplicita da t, delle
funzioni f (g, Pyo) € 7 (fos Pao) Si pud sostituire nell’approssimazione
considerata con la stessa dipendenza da t. Infatti, la validita dell’af-
fermazione (16,11) richiede che sia soddisfatta la sola disuguaglianza
t — f, > d/v: all'istante £, la distanza tra le particelle deve essere
grande rispetto al raggio d’azione delle forze d. Ma la differenza
t — t, pud essere presa tale che sia soddisfatta anche la condizione
t — ty < llv, dove I & la lunghezza del cammino libero; il rapporto
1/v, ciod il tempo del cammino libero, & proprio la grandezza carat-
teristica che determina i periodi della possibile variazione nel tempo
della funzione di distribuzione. In questo caso la variazione della
funzione di distribuzione durante il tempo ¢ — ¢, sara relativamente
piccola, cosi da poterla trascurare. ,

Dopo quanto detto sopra, otteniamo infine I’espressione per 1'in-
tegrale (16,15)

Stf (6 p) = {f (& B £ (6 B =1 (& P (& P2)}Vrerdo oy
(16,16)

coincidente con lintegrale degli urti di Boltzmann (3,9).
volume occupato dal gas). Questa situazione 2 dovuta al fatto che, passando

“dalla (16,12) alla (16,14), & stata usata I’equazione (16,13) valida finché le
particelle in esame non sono soggette a urti successivi.
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§ 17. Equazione cinetica tenuto conto degli urti tripli

Per trovare i primi termini correttivi all’equazione di Boltz-
mann, bisogna tornare ai calcoli effettuati al § 16, in cui sono state
trascurate alcune grandezze ed elevare di un ordine la precisione
dei calcoli (rispetto al parametro di gassositd). Cid si riferisce soprat-
tutto all'equazione (16,9) in cui abbiamo omesso i termini contenenti
la correlazione tripla f® e, quindi, abbiamo escluso dall’analisi gli
urti tripli tra gli atomi. Inoltre, trasformando 1'integrale degli urti
(16,12) nella forma finale (16,16) abbiamo trascurato la variazione
della funzione di distribuzione a distanze ~d e durante un tempo
~d/v; in tal modo, gli urti doppi sono stati considerati come « loca-
li », verificantisi cioé in un punto. Ora, dobbiamo tener conto di
queste due fonti di correzioni, ossia gli urti tripli e la « non loca-
lizzazione » degli urti a coppie.

In prima approssimazione la catena di equazioni & stata inter-
rotta alla seconda equazione che lega 72 a f(®, In seconda appros-
simazione bisogna arrivare alla terza equazione che lega f® a f®,
dove i termini con f% si possono omettere (cosi come abbiamo
omesso nella (16,9) i termini con F®). Dopo di che 1’equazione
diventa

T O, T T ) =0, (17.9)

analoga all’equazione precedente (16,10) per 7®; le variabili 1,. 1,
74 nella (17,1) sono supposte variabili con il tempo secondo le equa-
zioni del moto del problema dei tre corpi (come prima, ’interazione
tra le particelle & supposta a coppie®)). Tenendo conto dell’indipen-
denza statistica delle particelle prima dell’urto la soluzione dell’e-
quazione (17,1) &

@ (e, Ty Tar T3) = fO (to’ Tyo) o (to’ Tao) o (to’ T30)- (17,2)

Le grandezze £, e 7,0(a = 1, 2, 3) hanno lo stesso significato che
nella formula (16,11); t,, = 7,, (¢, t,, 73, Vs, ;) esprime i valori
delle coordinate e delle quantita di moto che le particelle devono
avere all'istante ¢, per trovarsi all’istante ¢ nei punti considerati
T, Ty T3 dello spazio delle fasi. L'unica differenza dalla formula
(16, 11) & che ora T, = (r4, pa,) rappresentano i valori iniziali per
le coordinate e le quantitd di moto del problema dei tre (e non pit
dei due) corpi, che supporremo, in principio, risolto 2).

1) Contrariamente alla prima approssimazione (si veda la nota a pag. 90).
ora questa ipotesi limita un po’ la generalitd dell’esame in quanto per urti
tripli potrebbero verificarsi anche interazioni triple (cioé termini della forma
U (1-a — I, rg — r;) nell’hamiltoniana) che non si riducono a quelle a coppie.

) Di fatto, la soluzione analitica del problema dei tre corpi pud essere
realizzata, ovviamente, in rarissimi casi (per sferette solide, ad esempio).
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Per la scrittura e la trasformazione delle ulteriori formule é op-

portuno introdurre l'operatore Sy,3 la cui azione su una funzione
delle variabili T;, T,, ©s (che si riferiscono a tre particelle del pro-
blema dei tre corpi) si riduce alla sostituzione di queste variabili
come segue:

To—>Tg=Tg0+ p;:, (t—1,)s

(17,3)

Pa— ;a = Paop-

Analogamente, 1'operatore Sy, eseguira la stessa sostituzione nelle
funzioni delle variabili <,, T, che si riferiscono a due particelle nel
problema dei due corpi. La proprietd importante della trasformazione
{17,3) & che per tempi ¢ — t, > d/v essa cessa di dipendere dal tempo.
Infatti, per tali t — ¢, le particelle si trovano lontane I'una dall’al-
tra e si muovono liberamente con le velocita costanti ve, = pgo/m;
inoltre i valori r,, dipendono dal tempo come costante — vg, (¢ — %,)
e la dipendenza temporale nella (17,3) scompare. Osserviamo anche
che se le particelle in generale non avessero interazione la trasforma-
zione (17,3) si ridurrebbe a un’identita: per il moto libero (durante
tutto il tempo) i secondi membri delle trasformazioni (17,3) coinci-
dono identicamente con i primi membri. Per la stessa ragione se una
delle particelle, ad esempio la particella 7, non interagisce con le

particelle 2 e 3, allora 3'123 = 5‘23; gli operatori 3’12 e 3’13 in queste
condizioni si riducono all’unitd. In virtu di queste proprieta & evi-
dente che 1’operatore

Gias = S133 — S12 — S13 — Ses + 2 (17,4)

si annulla se almeno una delle tre particelle non interagisce con le
altre due. In altre parole, questo operatore separa dalle funzioni
uella parte che & legata all’interazione di tutte e tre le particelle
mentre nel problema dei tre corpi figurano, come casi particolari,
anche urti a coppie con moto libero della terza particella).

L’operatore 3’123 consente di scrivere la formula (17,2) come segue:
® (¢, Ty Tas T3) = 31237(1) (t, gy 7)) ?21) (, oy To) ?il) (, to, Ta)s (17,5)
dove

O (1, tyy =10 (toy 1—L(t—10), p) (17,6)
(la traslazione dell’argomento r nella f® & stata introdotta per com-

pensare la traslazione eseguita dall’operatore ).
La distribuzione di due particelle f si ottiene integrando la
funzione f® rispetto alle variabili 75, mentre I'integrazione rispetto
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alle variabili 7, e T, da la funzione di distribuzione f®
19, 1 1) = [ 19 10 T T5) drs, (47,7)
0@, )= {9 w0 1 ) dvdu. (17,8)
Lo scopo del calcolo ulteriore & di esprimere con la necessaria pre-

cisione f® in funzione di f™ partendo da queste due uguaglianze

(con f® ottenuta dalla (17,5)) mediante 1’esclusione di /. Ponendo
in seguito I'espressione cosi ottenuta nell’equazione (16,7) (di per sé
esatta), otterremo l'equazione cinetica cercata.

Per realizzare questo scopo, trasformiamo prima di tutto 1'in-

tegrale (17,8), esprimendo nella (17,5) 1'operatore 5'123 in funzione

di G,45 in base alla (17,4). Tenendo conto delle uguaglianze evidenti
(in virtu della conservazione del numero totale di molecole)

57(0 t t 1) dr=S £ ¢ ©) dr=1,
{870 2, gy 5 T0 ¢, tor ) drydry=1.
otteniamo
e )=
=F0(t, t, T)+2 S{(S’lz-—i) FO@, tyy T)FO @, by T9)) dTy+

+5{é123m (@ i 71)7“) (2, 2o "2)7“) (¢, tor Ty)}drpdr,. (17,9)

Questa equazione si pud risolvere rispetto a f& con il metodo delle
approssimazioni successive, tenendo conto che (§;, — 1) & un infi-

nitesimo de} primo ordine e élw del secondo ordine {si veda la stima
del secondo membro della (16,9)). Nell’approssimazione di ordine zero

abbiamo le) (t, t5s 7)) = fO (¢, 7,). Nelle due approssimazioni succes-
sive avremo

?i“ (¢ Ly 1)) =
=102, 1) —2 [{B— 0 0 (¢ w) O (¢, )} dry—
- S {éizs“ 4 (‘§12— 1) (313 + gzs" 2) fO (8, 7)) fO (2, o) FV (2, T3)} X

X dty dt,.

Ora resta da sostituire questa espressione nella (17,5) e dopo nella
(17,7), conservando in questo caso i soli infinitesimi di ordine non
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superiore al secondo (i termini ~ ($;, — 1) e ~ &123). Come risul-
tato otteniamo infine

1O 1 1) =827 (2, ©) FO (2, )+

+ [ (R ® (8 7,) FO 2, 1) 1O (¢ T} Ty (17,10)
dove

Ryy3 = S195 — 812515 — 812823 + S12 (17’“)
Sottolineiamo che 1’ordine in cui si scrivono g¢li operatori S nei
prodotti & importiante. L’operatore .3’12§23, ad esempio, sostituisce
dapprima le variabili T, Ty Tz — T5, T (Tor Tg)s Tg (Tgr T3), dove le

funzioni 71, 3 (1, Ts) sono definite dalle equazioni del moto delle
particelle interagenti 2 e 3, e in seguito le variabili 1, t, T; vanno

soggette alla trasformazione T, T, 73— T, (T3, To), Tp (T To)s Ts»

dove ora le funzioni 7, , (7;, T,) sono definite dal problema del moto
della coppia di particelle interagenti 7 e 2.

Portando ora la (17,40) nella (16,7) e passando ovunque dalle
funzioni /@ alle funzioni f = _f°f®, troviamo I’equazione cinetica
nella forma ')

af (1, 3 (¢, -
f(at 1) +v, f(arl Ty) =St® f 4 St@ §, (17,12)
dove
5 oU J ;& -
S (¢ )= | G2 5 {8l (8 )1 (6 w)}dr, (17,13)
1 ou d 5
SUD (1, v =— [ G2 o= (Ruasf (0 ©) 1 (6 %) 1 (2, T} dry dis,

(17,14)

11 primo di questi integrali & quello degli urti doppi e il secondo degli
urti tripli. Consideriamone la struttura in modo piu particolareg-
giato.

In ambedue gli integrali nelle espressioni integrande figurano le
funzioni f considerate in differenti punti dello spazio. Nell’integrale
degli urti doppi si deve esprimere 1'effetto di questa « non localizza-
zione » sotto forma di correzione all'integrale ordinario (di Boltz-
mann). A tal fine sviluppiamo in esso le funzioni f lentamente va-
riabili (a distanze ~ d) in potenze della differenza r, — ry.

1) La via per la deduzione delle correzioni all'equazione di Boltzmann &
stata indicata da N.N. Bogoljubov (1946). La riduzione dei termini correttivi
alla forma definitiva & stata.realizzata originariamente da M.S. Green (1956).
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Poiché queste funzioni si trovano nell'espressione integranda
sotto il segno dell’operatore S,,, consideriamo dapprima le grandezze

S,,r; e S;,r,, nelle quali questo operatore trasforma le variabili r, e
r,. Il centro d'inerzia delle due particelle (r; + r,)/2 si muove uni-
formemente (nel problema dei due corpi); percié 1l'operatore S,,
non cambia questa somma. Tenendo conto di questa circostanza
scriviamo

& & r;+r ry—r rs—r 1 4
Stz"z:Siz( 12 =+ 12 2)=r1+ P 1“"5512(1'2_1'1)1

4 ry—F 1 g
Spty=1,+ ~2—=+ 4+ = S (r,—1y).

Sviluppando ora le funzioni

81of (6, 1y, 1) = F (6 Siatys Pro)s
S1af (8, 13y p2) = (¢, S1aT2s P2o)
in ry — r; a meno dei termini del primo ordine otteniamo

St®f = St P +- St'lz)f, - (17,15)
dove _ .
2) aUu /] . ‘.
Sto @, ry, p1)=5 a1, a—p;'{f (2, ry, pio)f(t' Ty on)}_ dt,, (17:16)‘

) 1 {oU,, 8 ] ‘
St (& vy, po) = 5 S a,.iz o {(l‘z‘“rt) o, f (8745 Pro) (2, 745 P2g) +

+ [:f (25 14, Pyg) '—a'%f(t, Ty Pao) —f (8, Ty Pao) X
X '5% f (t’ rl’ pio):l ‘5:12 (rz-—l")} d‘l,’z (17,'17)

(la derivazione rispetto a r, si effettua per p,;, 0 p,, costante).

L’integrale (17,16) coincide con l'integrale (16,12)1); al § 16
& stato mostrato in che modo (mediante una delle tre integrazioni
rispetto alle coordinate spaziali) questo integrale acquista la forma:
ordinaria di Boltzmann.

Consideriamo 1'integrale degli urti tripli (17,14). Se si tenesse
conto della « non localizzazione » in questo integrale bisognerebbe
aumentare la precisione qui accettata in quanto 1'integrale stesso &
una piccola correzione. Percio negli argomenti delle tre funzioni f
che figurano nell’integrale bisogna porre uguali tutti i raggi vettori

1) L'espressione (17,16) differisce dalla (16,12) per la sostituzione di #,.
con ¢ negli argomenti delle funzioni f. Dopo tale sostituzione, tuttavia, I'ugua-
glianza gestra nella (16,13) & sempre valida, poiché le dipendenze da r,, vy, Py, Pa:
compaiono soltanto in funzione di p,q e Pyg, Cche sono integrali del moto.
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r,, Ty rg (coincidenti con ry) e, per di pil, supporre che 1'operatore

j?l,s in generale non agisca su queste variabili 1, cioé che
StOf (¢, vy, p)=

1 Wy, 0 ;5
"j,TS a,.l: '55;’{31237 (&, T )T (L T P f (B Ty Do)} AT 4TS

(17,18)
Consideriamo in modo pid deitagliato la struttura dell’operatore

22123 per precisare il carattere degli urti, di cui tiene conto I'inte-
grale (17,18).

Prima di tutto, I'operatore R, (cosi come I'operatore Gyas (17,4))
si annulla se almeno una delle tre particelle non interagisce con le

f) K 1 2 3
1 z 3 1)5{
Q) 5

Fig. 5

7

altre. Ai processi in cui R,,5 = O appartengono tuttavia non soltanto
gli urti tripli (nel senso letterale della parola), ma anche insiemi di
alcuni urti doppi.

Durante gli urti tripli propri le tre particelle entrano contempo-
raneamente nella « sfera d’interazione », come & mostrato schemati-

camente nella fig. 5, a. Ma 'operatore ﬁ’,za ¢ non nulle anche nei
processi di « interazioni triple », che si riducono a tre urti doppi
consecutivi, in cui una delle coppie di particelle collide due volte;
questo processo & rappresentato schematicamente nella fig. 5, b (qui

8,5 =1 in modo che l'operatore Ry, diventa S125 — 512§23) 2.

1) A scanso di equivoci sottolineiamo che queste semplificazioni non signi-
ficano affatto che 1'espressione integranda cessi di dipendere in generale da
r, e ry; la dipendenza da queste variabili si verifica mediante gli operatori S

che trasformano gli impulsi p, nelle funzioni i;a (ry, T2, T3, Py» P2y Ps)-

2) Al tempo stesso 1'operatore R;,s (contrariamente all’operatore Gjg3l) si
annuila per una successione di soli due urti. Cosl, per un processo composto dei

due urti 2-3 e 7-2 si avrebbe 3‘12, = 3’123'23 e 3‘1, = 1 in modo che iZu, = 0.
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Inoltre, 1'operatore R,,; tiene conto anche dei casi in cui uno (o pid)
dei tre urti & « immaginario » verificantesi cioé se si trascura I'in-
flusso di uno degli urti reali sulla traiettoria delle particelle. Un
esempio di questo processo & dato nella fig. 5, c: I'urto I-3 avrebbe
Iuogo soltanto se I'urto della particella 3 con la particella 2 non ne

alterasse la traiettoria !) (per questo processo S;,3 = S5;,5,5 ma

3’13 5= 1 in modo che R,,; si riduce a —8,,5;3 + S;,)-

Analogamente a come si & trasformato 1'integrale St;* al § 16,
puo essere effettuata una delle sei integrazioni rispetto alle coordi-
nate nell'integrale degli urti tripli; il potenziale d’interazione U,
in forma esplicita scompare dalle formule 2). :

§ 18. Sviluppo viriale dei coefficienti cinetici

E stato mostrato ai §§ 7, 8 che l'indipendenza dei coefficienti di
conducibilita termica e di viscositad dalla densitd (o dalla pressione)
del gas segue dal fatto che si tiene conto dei soli urti a coppie di mo-
lecole. Per questi urti la frequenza (cio@ il numero di urti compiuti in
un secondo dalla molecola considerata) & proporzionale alla densita
N, la lunghezza del cammino libero ! oo 1/N, e poiché 1 e % sono
proporzionali a NI, essi non dipendono da N. I valori cosi ottenuti
(indichiamoli con 1, e %,) non rappresentano altro che i primi termini
dello sviluppo di queste grandezze in potenze della densiti (questi
sviluppi si dicono viriali). Gia nell’approssimazione successiva com-
pare una dipendenza dalla densitd della forma

%= % (1 + aNd®), m =1, + pNd?), (18,1)

dove d & il parametro dell’ordine di grandezza delle dimensioni mo-
lecolari, e a, P sono costanti adimensionali. Queste prime correzioni
hanno un’origine duplice, riflessa nei termini correttivi St® e St*
dell’equazione cinetica. Gli urti tripli (la cui frequenza & proporzio-
nale a N?) implicano una diminuzione della lunghezza del cammino
libero. La non localizzazione degli urti a coppie conduce alla possi-
bilita di trasmissione della quantitd di moto e dell'energia attraver-
80 una superficie senza che essa sia intersecata dalle particelle colli-
denti. Le particelle si avvicinano a una distanza ~ d e in seguito si
allontanano restando ai lati opposti della superficie; questo effetto
implica ’aumento dei flussi della quantitd di moto e dell’energia.

La soluzione del problema della conducibilitd termica o della
viscosita con 1'equazione cinetica esatta (17,12) deve essere costruita
in base allo stesso schema descritto ai §§ 6-8. Cerchiamo la funzione

1) Ricordiamo che, per il significato dell’azione degli operatori S, si
devono seguire le traiettorie delle particelle indietro nel tempol

%) Per la realizzazione di questa trasformazione si veda M. S. Green, Phys,
Rev. 1964, v. 136A, pag. 905.
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di distribuzione nella forma f = f, (1 + %/T), dove f, & la funzione
di equilibrio locale e /T ~ I/L una piccola correzione. L’integrale
degli urti tripli St®), cosi come St;*', & ridotto a zero dalla funzione
fo. Percid si deve mantenere in esso il termine con ¥y, e l'integrale
St risulta essere una correzione dell’ordine relativo ~(d/r)® all’in-
tegrale di Boltzmann St®. Quanto all’integrale St;*’, contenente de-
rivate spaziali della funzione di distribuzione, & sufficiente porre in
esso f = fo; in questo senso il termine St{¥ deve essere riferito al
primo membro dell’equazione, dove fornird una correzione dello stesso
ordine relativo ~(d/r}®. In tal modo, i due termini aggiuntivi St®
e Slti“ nell’equazione cinetica danno contributi del medesimo ordi-
ne ).

Diamo qui, a titolo di informazione, i risultati della soluzione
dell’equazione cinetica esatta per la conducibilita termica e la vi-
scositd nel modello di sferette solide (di diametro d)

x=u, (1 +1,2Nd3), n=mn, + 0,35Nd),  (18,2)

dove %, e n, sono i valori ottenuti nel problema 3 del § 10 (J. V. Sen-
gers, 1966) ?). ’

Introducendo le ulteriori correzioni nell’equazione cinetica (do-
vute agli urti quadrupli e via di seguito) si potrebbero, in teoria,
definire anche i termini successivi dello sviluppo viriale dei coeffi-
cienti cinetici. E fondamentale, tuttavia, che questi termini non
saranno piu semplicemente potenze intere di N; le funzioni x (V) e
1 (V) non sono analitiche nel punto N = 0. Per precisare 1’origine
di questa non analiticita, studieremo la convergenza degli integrali
che figurano nella teoria esposta (E.G.D. Cohen, J. R. Dorfman,
J. Weinstock, 1963).

Consideriamo 1'integrale nella (17,10) che determina il contri-
buto degli urti tripli nella funzione di distribuzione di due parti-
celle. Il carattere della convergenza dell’integrale risulta essere di-

verso per i diversi tipi degli urti, di cui tiene conto 1'operatore R;,3.
Per esempio, consideriamo il processo rappresentato nella fig. 5, b.

L’integrazione ¢ estesa al volume dello spazio delle fasi dt;, es-
sendo dati i punti fase t, e t,. Come variabile, rispetto alla quale si
effettua ’ultima integrazione, lasciamo la distanza rg della parti-
cella 3 (all'istante t) dal punto in cui ha avuto luogo I'urto 2-3. Prima
di quest’ultima integrazione I'espressione integranda contiene i

1) Queste considerazioni eliminano 1’equivoco che potrebbe nascere per il
fatto che I’integrale St{>' contiene le derivate 8f/or ~ f/L assenti nell’integrale
St(®); sembrerebbe percid che questi due termini rappresentino correzioni di
ordini di grandezza diversi.

%) Peri calcoli corrispondenti assai complicati si vedal’articolo di J. V. Sen-
gers nel libro: Lectures in theoretical physics, vol. IX C, Kinetic Theory (edited
by W. Brittin); Gordon and Breach, N.Y., 1987.
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seguenti fattori: 1) 1'elemento di volume nella variabile ry: ridrs;
2) se si segue il moto della particella § indietro nel tempo & chiaro
che la direzione del suo impulso p; deve trovarsi in un determinato
angolo solido, affinché possa verificarsi 1'urto 3-2, cioé I'angolo sotto
il quale si vede la regione di urti reciproci alla distanza rg; di qui
compare il fattore d?/r3; 3) un altro fattore di questo tipo deriva dalla
limitazione ulteriore delle direzioni possibili dell’impulso pg richie-
sta dalla condizione che la particella

« staccata » 2 debba entrare nella sfera

d’urto della particella 7. In tal modo 4
si ottiene un integrale della forma

Sdr;,/rg che deve essere esteso da ry~d

a oo; si vede che questo integrale &
convergente. Si pud dimostrare analo- (
gamente la convergenza dell’integrale

per urti di altro tipo.

I1 contributo degli urti quadrupli
sarebbe espresso nella (17,10) da un
integrale di forma analoga esteso allo
spazio delle fasi delle particelle 3 e
4 (sempre per 1, e T, dati).

Consideriamo 'urto  quadruplo Fig. 6
rappresentato nella fig. 6. Lasciamo
di nuovo come ultima variabile di integrazione la distanza r.
La differenza dalla stima precedente & dovuta alla presenza nell’in-
tegranda dell’integrale rispetto a dv,. E chiaro che questa integra-
zione da un contributo proporzionale all’area di una regione d'urto
1-4, cioé ~d? (il secondo urto I-2 pud essere garantito dalla limita-
zione di una regione d’integrazione rispetto alle direzioni p;). Per-
¢io0 gid da considerazioni dimensionali e chiaro che !’'integrale rispetto

a dt, da un contributo supplementare ~53r3d2. Come risultato 1'in-

tegrale rispetto a dry avra la forma Sdr;,/'rs, cioé divergerd logarit-
micamente nell’estremo superiore. Tagliando 1'integrale a una certa

distanza A ~ |t — ¢, |-v, avremo un contributo nella funzione f®,
contenente il logaritmo grande ln (A/d). Questo logaritmo figurera
anche nella corrispondente correzione ai coefficienti cinetici, che
sara proporzionale a (Nd®)? In (A/d) anziché a (Nd®)%

La comparsa di termini divergenti significa che gli urti quadrupli
non si possono considerare separatamente dagli urti di tutti gli
ordini superiori (quintupli ecc.). Infatti, la divergenza mostra che
sono importanti gli ry grandi. Ma gia per ry ~ I la particella 3 puo
urtare contro una particella 5 e via di seguito. Risulta chiaro allora
come Si possa eliminare la divergenza: nell’espressione per la fun-
zione f® (¢, 1y, T,) si deve tener conto dei termini con gli urti di tutti
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gli ordini, lasciando in ogni ordine gli integrali che divergono piu
rapidamente. Questa sommatoria & realizzabile e da il risultato che
ci si puo attendere: il grande parametro arbitrario A sotto il segno
di logaritmo va sostituito con una grandezza dell’ordine del cam-
mino libero I ~ 1/Nd*1).

Quindi, lo sviluppo dei coefficienti cinetici ha la forma

w=1 [ 1+0,Nd+ oy (Nd)2 In Tv%? — (18,3)

(e analogamente per 7).

§ 19. Fluttuazioni della funzione di distribuzione
in un gas in equilibrio

La funzione di distribuzione definita dall’equazione cinetica
(che indicheremo qui e al paragrafo seguente con f) da i numeri medi
di molecole che si trovano negli elementi di volume dello spazio delle
fasi d®z dI'; per un gas statisticamente in equilibrio, la funzione
f () & la funzione di distribuzione di Boltzmann f, (6,7), indipen-
dente dal tempo e (se non esiste campo esterno) dalle coordinate r.
Sorge naturale il problema delle fluttuazioni cui & soggetta la fun-
zione di distribuzione microscopica esatta f (f, r, I') nel corso della
sua variazione nel tempo, per il moto delle particelle del gas secondo
le equazioni del moto esatte 2).

Introduciamo la funzione di correlazione delle jluttuazioni (o, come
si dice brevemente, il correlatore)

(6f (tp Fis F;\) 6f (tzy Iy, r2)>7 (1911)

dove 8f = f— f. In un gas in equilibrio questa funzione dipende
dalla sola differenza dei tempi t = t; — t,; la media si calcola
rispetto a uno degli istanti ¢, o ¢,, essendone assegnata la differenza.
Poiché il gas & omogeneo, nel correlatore figurano nella forma della
differenza r = r, — r, anche le coordinate dei punti r, e r,. Percid
si pud convenzionalmente porre £, e r, uguali a zero e rappresentare
il correlatore nella forma

(6f (¢, r, Ty) 87 (0, O, T,). (19,2) |

Per 1'isotropia del gas la dipendenza di questa funzione da r si riduce

di fatto alla dipendenza dal modulo r.
Se la funzione (19,2) & nota, allora la sua integrazione consente
anche di trovare il correlatore della densitd del numero di particelle

(6N (£, 1) 8N (0, 0))= S @f @, r, T)8f (0, 0, Ty)ydl,dl,.  (19,3)

1y Si veda K. Kawasaki, I. Oppenheim, Phys. Rev. 1965, vol. 139A,

ag. 1763.
pag 3) Il primo a studiare questo problema & stato B.B. Kadomisev (1957).



TEORIA CINETICA DEI GAS 105

Per distanze r grandi rispetto alla lunghezza del cammino libero
il correlatore della densitd si pud calcolare mediante la teoria idro-
dinamica delle fluttuazioni (si veda IX, § 88). A distanze <</ occorre
uno studio cinetico.

Dalla definizione (19,1) risulta immediatamente che

<6f (t1 r, r]) Gf (Oa Oa Fz)) = <6f (_'tv —T, Fz) 6f (Os O, rl)) (19’4)

La funzione di correlazione gode di una simmetria pit profonda, che
esprime la simmetria dello stato di equilibrio del sistema rispetto
all’inversione del tempo. L’inversione del tempo sostituisce l'istante
pill remoto ¢t con l'istante pil recente —f, e cambia i valori delle
grandezze T in quelli inversi I'T. La suddetta simmetria € espressa
percid dall’uguaglianza

(8f (t, x, Ty) 6f (0, 0, T'p)) = (6f (—¢, r, IT) 87 (0, 0, IT)). (19,5)

Per ¢t = 0 la funzione (19,2) lega le fluttuazioni nei diversi punti
dello spazio delle fasi nello stesso unico istante di tempo. Ma le
correlazioni tra fluttuazioni contemporanee si estendono soltanto a
distanze dell’ordine di grandezza del raggio d’azione delle forze
molecolari. Fra 1'altro, nella teoria considerata queste distanze sono
supposte nulle e, quindi, il correlatore simultaneo si annulla. Sotto-
lineiamo che questa circostanza & dovuta all’equilibrio dello stato
rispetto al quale si considerano le fluttuazioni. Nel caso di non equi-
librio, come vedremo al prossimo paragrafo, le fluttuazioni contem-
poranee sono anch’esse correlate.

In assenza di correlazione a distanze non nulle il correlatore si-
multaneo si riduce a funzioni delta, il cui coefficiente determina il
quadrato medio della fluttuazione in un punto dello spazio delle fasi
(si veda IX, § 88). In un gas perfetto in equilibrio il quadrato medio
della fluttuazione della funzione di distribuzione coincide con il
valore medio della funzione stessa (si veda V, § 113) e, quindi,

(61 (0, r, T,) 8 (0, 0, T,)) = F(T) 8 (r) 6 (Iy — T,).  (49,6)

Quanto alla correlazione non simultanea tra le fluttuazioni in
punti diversi, essa esiste gia nella teoria che trascura le dimensioni
molecolari. La necessita della comparsa di questa correlazione risulta
con evidenza dal fatto che le particelle che prendono parte ad un dato
istante alla fluttuazione in un punto dello spazio deile fasi verranno
a trovarsi, agli istanti successivi, in altri punti.

11 problema del calcolo del correlatore per ¢ 5= 0 non puo essere
risolto in forma generale, ma & possibile ridurlo alla soluzione di
alcune equazioni. A tale scopo bisogna ricordare la seguente affer-
mazione della teoria generale delle fluttuazioni quasi-stazionarie (si
veda V, §§ 118, 119).

Le z, () siano grandezze fluttuanti (con valori medi nulli). Si
suppone che, se il sistema si trova in uno stato di non equilibrio, con
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i valori delle z, che superano i limiti delle fluttuazioni medie (ma
sempre piccoli), il processo di rilassamento del sistema verso I’equili-
brio sia descritto da « equazioni del moto » lineari, aventi la forma

z.a = — Z A‘abxb (1977)
b

con coefficienti costanti Ayy. Allora si pud affermare che i correlatori
delle grandezze x, verificano le stesse equazioni

T2 () 2 (O = — D Map () 2 (O, ¢3>0  (19,8)
b

(I'indice ¢ & libero in questo sistema di equazioni). Risolvendo queste
equazioni per ¢ >0, troviamo poi i valori delle funzioni per ¢ << 0,
in base alla proprietd di simmetria

(xq (8) xp (0)) = (z, (—1) 4 (0)), (19,9)

che & conseguenza della definizione dei correlatori.

Nel caso in esame il ruolo delle equazioni del moto (19,7) é svolto
dall’equazione linearizzata di Boltzmann per la piccola aggiunta &f
alla funzione di distribuzione di equilibrio f. Quindi, il correlatore
della funzione di distribuzione deve verificare 1'equazione integro-
differenziale

(Z+vi air—i,) (of (¢, T, T,) 8 (0, 0, T,))=0 per ¢>0, (19,10)

dove I, & l'operatore integrale lineare agente sulle variabili T,
nella funzione che lo segue secondo la definizione

Le@)= fw@, i I}, I")7g; +7¢ —Fags—Fe1dT T dI".
(19,11)

Le variabili ', nell’equazione (19,10) sono, invece, libere. La condi-
zione iniziale dell’equazione & il valore (19,6) del correlatore per
t = 0, mentre il correlatore per ¢t << 0 & definito in seguito dall’ugua-
glianza (19,4) (quanto alla condizione (19,3), essa viene soddisfatta
automaticamente). Le formule (19,10), (19, 11), (19,4) danno 1'insieme
delle equazioni che, in teoria, sono sufficienti per la definizione com-
pleta del correlatore.

In genere presenta interesse non tanto il correlatore stesso quanto
la sua trasformata di Fourier nelle coordinate e nel tempo, che indi-
chiamo con il simbolo (8f; 6f,)ok, dove gli indici 1 e 2 si riferiscono
agli argomenti I'; e T,

(OfSfdox= | dt [ G1(t, v. T)67(0, 0, Tope-ite-ondsz  (19,42)
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(funzione spetirale delle fluttuazioni o correlatore spetirale). Se svilup-
piamo la funzione fluttuante nell’integrale di Fourier rispetto al tem-
po e alle coordinate, il valore medio dei prodotti delle sue componen-
ti di Fourier & legato al correlatore spettrale dalla formula

(fux (T) Sforw (L)) = (20)* 8 (0 + o) 8 (k + K') (8/; 6/3)uk
(19,13)
(si veda V, § 122),
B facile scrivere un’equazione che consentira di definire, in prin-
cipio, la funzione spettrale delle fluttuazioni senza il calcolo preli-
minare del correlatore spazio-temporale.

Dividendo la regione di integrazione rispetto a ¢ nella (19,12) in
due parti (da —oo a 0 e da 0 a -oo) e utilizzando la (19,4) otteniamo

(6f1 6f2)mk = (6f1 5/‘2)23'12 + (6f2 6f1)(:t)o—k- (19’14)

dove
(6f,8fz)ex = S dtS (6f (¢, , T,) 8f (0, 0, T'y)) e-itke-0t) g3z, (19,15)
0

Applichiamo all’equazione (19,10) la trasformazione unilaterale di
Fourier (19,15). Inoltre integriamo per parti tutti i termini con deri-
vate rispetto a £ e rispetto a r, tenendo presente che il correlatore deve
tendere a zero per r — oo e per £ — oo, mentre per ¢ = 0 esso deve
essere dato dalla formula (19,6). Come risultato otteniamo 1'equazio-
ne cercata nella forma

[i (kv — ©) — ;] (6f; /)R = F(T) 6 (T, — Ty, (19,16)

Se si & interessati non alle fluttuazioni della funzione di distri-
buzione stessa, bensi alle sole fluttuazioni della densitd del gas, @
opportuno integrare 1l'equazione (19,16) rispetto a dI',

li (kv — o) — 11 (87 () 8N)§2 = f (D). (19,17)

La funzione spettrale cercata (8N2),x si ricava, invece, dalla solu-
zione di questa equazione con un’integrazione semplice (e non doppia
come nella (19,3)).

Un altro metodo di ricerca di (§V%),x € basato sul legame esisten-
te tra il correlatore di densita e la suscettivita generalizzata rispetto
a un campo esterno debole della forma

Ut 1) = Ugpeitke=on (19,18)

(si veda IX, § 86) V). Se sotto l'influsso di questo campo la densita
varia

0N x = a (0, k) Uy, (19,19)

1) Sottolineiamo che questo legame esiste nel solo caso di equilibrio.
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allora (in accordo con la formula (86,20), IX) il correlatore spettrale
della densitd nel limite classico &

(5Nox = 2= Ima (o, k). (19,20)

Supponiamo che §f (¢, r) sia la variazione della funzione di distribu-
zione sotto I'azione di questo campo. Essa verifica 1’equazione cine-
tica

a &f adf oU a;‘_iaf

—— i s T

3 TV or ar oV

Scriviamo le componenti di Fourier della funzione 8f (¢, r, T') nella

forma
fok (F) = Yok (F) Uox,
separando in esse il campo esterno. Allora per %,k abbiamo 1'equa-
zione
[i (kv — ) — Iy (T) = ik L. (19,21)

In base alla soluzione di questa equazione si trova il correlatore
spettrale cercato con un’integrazione semplice

(6N = -2 Tm [ ok (T) d. (19,22)

PROBLEMI

1. Determinare il correlatore della densitd in un gas monoatomico in
equilibrio trascurando gli urti.
Soluzione. Per un gas monoatomico come grandezza I servono le tre com-

ponenti della quantita di moto p. La soluzione dell’equazione (19,10) per T ;=0 &
(6f (2, x, Py) 67 (0, O, Py)) =7 (p)) 6 ¢ — vyt) 8 (pr — P2)-
Le sue componenti di Fourier si scrivono
(8/16fa)ok = 21 (py) 8 (p1 — P2) & (0 — kvy).

L’integrazione di queste espressioni (con la funzione di Maxwell 7) da il correla-
tore della densita

(8N (t, 1) 8N (0, O)=N (—2:7)3'2%-%1)(—%), O]

2. Risolvere il problema 1 per un integrale degli urti della forma flg =
= —g/t, con il tempo costante 7. . .
Soluzione. L'equazione (19,16) si riduce a un'’equazione algebrica. Rica-

vando da essa (6/;8f;)aR, troviamo in seguito mediante la (19,14)

2‘5? (p1)

(8/18fo)ox = T (kv,— o) & (p1—ps)- (3)
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£ da notare che I'esistenza anche di un piccolo numero di urti cambia 1’anda-
mento asintotico del correlatore spettrale della densitd per grandi frequenze,

© > kv, ciod per fluttuazioni con velocitd di fase notevolmente superiore alla
velocita termica delle molecole. Infatti, in questo limite

(6N?),x = 2N/t0?, “%

vale a dire che il correlatore decresce, all’aumentare della frequenza, secondo
upa potenza e non secondo la legge esponenziale della formula (2).

§ 20. Fluttuazioni della funzione di distribuzione
in un gas non in equilibrio

Supponiamo che il gas si trovi in stato stazionario ma non in
equilibrio, con una funzione di distribuzione f (r, T') soddisfacente
I’equazione cinetica

vaL=8tf. (20,1)

La funzione f pud differire fortemente dalla funzione di distribuzione
di equilibrio f,, in modo che 1’integrale degli urti St f non sia sup-
posto linearizzato rispetto alla differenza f — f,. Lo stato stazionario
non in equilibrio deve essere mantenuto nel gas da influssi esterni:
nel gas puo esistere un gradiente della temperatura dovuto a sorgenti
esterne, il gas pud compiere un moto stazionario (non riducibile al
moto come un tutt’uno), ecc.

Consideriamo il problema del calcolo delle fluttuazioni della
funzione di distribuzione f (¢, r, T') rispetto a f (r, T'). Queste flut-
tuazioni saranno caratterizzate di nuovo dal correlatore (19,1), in
cui la media si calcola nel modo usuale rispetto al tempo, con la
differenza data t = t; — £,, e il correlatore dipende unicamente da ¢.
Poiché la distribuzione f (r, I') & disomogenea, il correlatore dipen-
dera dalle coordinate r, e r, separatamente e non soltanto dalla loro
differenza. La proprieta (19,4) si scrive nella forma

(6f; (t) 6f5 (0)) = (8f, (—12) 8f; (0)); (20,2)
dove
L) =F r, Ty, f2(0) =f(0, ry, Ty).

Quanto alla relazione (19,5), legata all'invarianza del tempo, nel
caso di non equilibrio in generale non esiste.

11 correlatore della funzione di distribuzione verifica, come
sempre, la stessa equazione (19,10)

(- ve e — 14) (O, (8) 8, (0 =0, (20,3)
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dove I & l'operatore integrale lineare (19,11) agente sulle variabili
T, . Quanto alla condizione iniziale per questa equazmne, cioé
alla forma del correlatore simultaneo, essa € molto piu complicata
che non nel caso di equilibrio, in cui é stata espressa semplicemente
dalla formula (19,6). In un gas non in equilibrio il correlatore simul-
taneo stesso ¢ definito da un’equazione cinetica la cui forma si pud
stabilire ricorrendo al legame esistente tra la funzione di correla-
zione e la funzione di distribuzione di due particelle f, introdotta
al § 16. Nello stato stazionario la funzione f® (r;, T'y; ry, T'y), cosi
come f (r, T'), non dipende esplicitamente dal tempo.

Per dedurre questo legame osserviamo che, essendo infinitesimo
il volume di fase dv = d%z dI’, in esso non puo trovarsi contempora-
neamente pitt di una particella 2). Percio il numero medio fdr
rappresenta al tempo stesso la probablhtd che nell’elemento dt si
trovi una particella (la probabilita che in esso si irovino due parti-
celle conlemporaneamente & un infinitesimo di ordine superiore).
Ne segue che il valore medio del prodotto dei numeri di particelle
in due elementi dt, e dt, coincide con la probabilita di trovare con-
temporaneamente in ciascuno di essi una sola particella. Per una
data coppia di particelle si iratta, secondo la definizione di funzione
di distribuzione di due particelle, del prodotto % dt, dt,. Poiché
una coppia di particelle si pud scegliere nel numero totale (molto
grande) di particelle con #° (" — 1) =~ #°? modi, allora

(fr ATy -z dTy) = S"HY3 dr, di,.

L'uguaglianza cosi ottenuta (fif,) = N ® si riferisce, tuttavia,
soltanto a punti diversi dello spazio delle fasi. I1 passaggio al limite
r;, I, > r,, T, richiede di tener conto che se dt, e dt, coincidono,
allora I’atomo sito in dt, si trova anche in dv,. La relazione che
esprime questa circostanza ha la forma

(hfa) = J/G?fm + .?16 (rpy — 1) 6 (I — Ty). (20,4)

Moltiplichiamo infatti questa uguaghanza per dt, d1, e integriamo
su un piccolo volume At. Il primo termine a secondo membro da
un infinitesimo del secondo ordine ( ~(A<)?%); il termine con le fun-

zioni delta da TAT, cio® una grandezza del primo ordine. Di conse-
guenza, otteniamo
4 o _
(({11)")=Tam
Ax

L'uso di questa equazione nel caso di non equilibrio & stato introdotto
da M Laz (1966). . ) ] o
2) La deduzione che si di pil avanti & una parafrasi delle considerazioni

in V, § 116.
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come deve essere, tenendo presente che nel piccolo volume pud tro~
varsi, a meno di grandezze del primo ordine, 0 o 1 particella.

Ponendo 1’espressione (20,4) nella definizione di correlatore
simultaneo

<5f1 (O) ‘sz (O)) = {f (0) I2 0)) — f-lf-21
otteniamo il legame cercato tra questo correlatore e la funzione di
distribuzione di due particelle

(67, (0) 84 (0)) = #"YRB — Fuofs + F28 (r; — 1) 8 (Ty — T,). (20,5)

In un gas perfetto in equilibrio la funzione di distribuzione di due-

particelle si riduce al prodotto i3 = f,fo/.#"% e allora la (20,5)

diventa la (19,6). In ogni caso f{% tende al prodotto suindicato
all’aumentare della distanza tra i punti 7 e 2 in modo che

(6/, (0) 8/, (0)) >0 per |r, —r, |- co. (20,6)
La funzione di distribuzione di due particelle verifica un’equa-
zione cinetica analoga a quella di_Boltzmann. Si potrebbe dedurre
questa equazione dalla (16,9) per f®, cosi come 1'equazione per la
funzione di una particella ¢ stata dedotta dalla (16,7)1). Tuttavia,
daremo qui una deduzione dell’equazione per f©), analoga alla dedu-
zione dell’equazione di Boltzmann al § 3, basata su considerazioni
fisiche intuitive.
_ Consideriamo come funzione incognita non la funzione stessa
7, bensi la differenza
@(ry, T'y5 10y Tp) = A°2fD — Fifos (20,7)
che si annulla per | r; — r; | > oo (il correlatore (20,5) senza 1’ulti-
mo termine). E una grandezza piccola nel senso ordinario della teo-

ria delle fluttuazioni, ossia dell’ordine di 1/.4° rispetto a 7,7,.
In assenza di urti la funzione ¢ verifica I'equazione

df»  de 3¢ | b9 __
@ =g = Vi, TVa gy =0 (20,8)

che esprime semplicemente il teorema di Liouville, ossia la costanza
di /® lungo la traiettoria di fase di una coppia di particelle. Quanto
alla variazione di ¢ in seguito agli urti, essa & legata a processi di
duplice specie.

G1li urti delle particelle 7 e 2 con tutte le altre particelle, ma non
Puna con D'altra, implicano la comparsa a secondo membro del-

Pequazione (20,8) dei termini flcp -+ f2(p, dove fl e fz sono gli opera-

1) Al § 17 I’equazione (16,9) & servita unicamente a uno scopo specifico,.
ossia all’esclusione di f(® dall’equazione per f.
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}‘ori irrl‘tegrali lineari (19,11) agenti rispettivamente sulle variabili
e T,

Gli urti reciproci tra le particelle 7 e 2 giocano un ruolo parti-
colare: essi implicano il « salto » contemporaneo di entrambe le
particelle 7 e 2 da una coppia di punti dello spazio delle fasi a un’al-
tra. Le stesse considerazioni, che sono servite alla deduzione della
(3,7), danno il termine della forma & (r, — r;) St,, / a secondo
membro della (20,8), dove

Stof = | w(Ty, Tt Ty, T (FiFi— RiF) dTidl;  (20,9)

(in questo integrale le fluttuazioni si possono trascurare); il fattore
8 (r; —r,) esprime il fatto che agli urti sono soggette le particelle
che si trovano in un medesimo punto dello spazio !).

Quindi, otteniamo infine la seguente equazione:

8 a s e -
vy a—z"'i“vz %—Iicp—12(p=6(r1——r2) Styof. (20,10)

Risolvendola abbiamo, in accordo con la (20,5), una funzione che
serve come condizione iniziale per 'equazione (20,3) per t = 0 2).

Senza secondo termine 1’equazione omogenea (20.10) ha la solu-
zione

— __ 91, fo 9y

@=Ffoy Afoz+Tfoz Afoss Afn—WAf-i-'a—fAT-l-—a;‘ AV, (20,11)
corrispondente a piccole variazioni arbitrarie del numero di par-
ticelle, della temperatura e della velocita macroscopica nella distri-
buzione di equilibrio f,.

Tuttavia, questa soluzione « parassita » viene esclusa dalla con-
dizione ¢ — O per | r, — r, | = oo. Percid nel caso di equilibrio, in
cui I'integrale St,, si annulla identicamente, dall’equazione (20,10)
deriva ¢ = 0, e riotteniamo la condizione iniziale (19,6).

Quindi, il secondo membro dell’equazione (20,10), cioé gli urti
a coppie tra particelle negli stati dati I'; e 'y, € la fonte della corre-
lazione simultanea delle fluttuazioni in un gas non in equilibrio.
Implicando la variazione contemporanea dei numeri di riempimento
dei due stati, gli urti a coppie generano una correlazione tra questi
numeri. In stato di equilibrio, in cui vi ¢ una compensazione esatta
degli urti a coppie diretti e inversi, questo meccanismo & inefficace
e le correlazioni simultanee non si verificano.

Se la distribuzione 7 non dipende dalle coordinate r (come & pos-
sibile quando la mancanza di equilibrio & dovuta a un campo ester-

1) Integrando |'integrale (20,9) anche rispetto a dl'y, si ottiene cosi 1'ordina-
rio integrale degli urti di Boltzmann.

2) Questo risultato appartiene a S.V. Gantsevié, V.L. Gurevié¢ e R. Katiljus
(1969) e a S.M. Kogan e A. Ja. Sulman (1969).
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no), si pud porre il problema delle fluttuazioni della funzione di
distribuzione, la cui media & calcolata su tutto il volume del gas,
cioé delle fluttuazioni della funzione

ft, D= [ £, 7, T) d% (20,12)

(che indichiamo con la stessa lettera / ma senza argomento r). La
funzione di correlazione corrispondente verifica la seguente equazio-
ne, che differisce dalla (20,3) per 1’assenza del termine contenente la
derivata rispetto alle coordinate:

(%.;_Fi-;_-_f,)(ﬁf(t, T))8f (0, Tp)y)=0 per ¢>0; (20,13)
P1

al primo membro si & aggiunto il termine legato alla forza F, che
agisce sulle particelle nel campo esterno. Il correlatore simultaneo
(6f (O’ ri) 6f (Os Fz)) =

=P (T, Ty)—F () F (T + L526(T,— Ty =

=Ty, TP+ L0 §5(r,—Ty)  (20,14)

verifica, invece, 1'equazione
1 ]

a a 2 2\ 3
[P+ Faggr— (it 1) [0 (T, T =St (T, Ty). (20,15)

Se il gas si trova in un recipiente chiuso, questa equazione va risolta
con una condizione supplementare, che esprime I’assegnazione (ciod
Passenza di fluttuazioni) del numero totale di particelle nel gas:

J 8700, 7870, T dri= (670, T80, Ty ar,=0. (20,16)

Questa condizione deve essere soddisfatta anche nel caso di equi~
librio. Fra I'altro, non la verifica 1’espressione f(@ry)s Ty — T)/7°.
corrispondente al correlatore (19,6). Si pud ottenere I’ espressione
corretta tenendo conto dell’arbitrarietid della (20,11); scegliendo in
modo appropriato il parametro A_#” abbiamo

(61 0, T8/ 0, Ty =7 (1) 8 (T, —Ty) —

— S F@) 7). (2047)

E da notare che questo correlatore contiene anche un termine che non
e una funzione §.



Capitolo II

APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE

§ 21. 'Equazione di Fokker-Planck

Formano una categoria notevole di fenomeni cinetici i processi,
in cui le variazioni medie delle grandezze (dalle quali dipende la
funzione di distribuzione) sono piccole in ogni atto elementare rispet-
to ai loro valori caratteristici. I tempi di rilassamento di questi
processi sono grandi rispetto a quelli degli atti elementari che ne
costituiscono il meccanismo microscopico; in questo senso i suddetti
processi si possono chiamare lenti.

Un esempio tipico di questo genere & fornito dal problema del
rilassamento nelle quantitd di moto di una piccola mistura di gas
pesante in uno leggero (che & supposto in stato di equilibrio). Essendo
piccola la concentrazione di particelle pesanti, i loro urti reciproci
si possono trascurare e considerare gli urti con le particelle del gas
fondamentale (leggero). Ma in seguito all'urto di una particella
pesante con quelle leggere la quantitd di moto della prima ¢ soggetta
soltanto a una variazione relativamente piccola.

Per fissare le idee, tratteremo questo esempio e dedurremo
un'equazione cinetica soddisfatta in questo caso dalla funzione di
di(stribuzione delle quantitd di moto delle particelle dell’impurita,
1 (¢, p)-

Indichiamo con w (p, q) d%g la probabilitd di variazione (riferita
all’unitd di tempo) della quantitd di moto p— p — q di una par-
ticella pesante nell’atto elementare, ossia nell’urto con una parti-
cella leggera. Allora l’equazione cinetica per la funzione f @, p)
si scrive nella forma

AED _(we+a 0 p+O—wm Of¢ DI @LY
dove a secondo membro figura la differenza tra il numero di parti-
celle che entrano (in un secondo) in un dato elemento dello spazio
dei vettori quantita di moto d°p e il numero di particelle che ne
escono, sempre in un secondo. La funzione w (p, q), per le ipotesi
fatte, decresce rapidamente all'aumentare di g, in modo che nel-
I’integrale sono fondamentali i valori q piccoli rispetto alla quantita
di moto media delle particelle. Questa circostanza consente di svilup-
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pare 1'espressione integranda

wp+q QFfE p+9 =wp, 9 f(t, p)+qa—‘:_,w(p, olf (¢, p) +

1 a2
+ 5 Gads g5 o, w (P D (2, P).

Come risultato 1’equazione cinetica diventa

87 8 [ d '
5 =5 VAul + 55= (Bush)}, (21,2)

dove
e 1
Ao=[aw(® 0¥ Buy=7 [eqw @ (21,3)

In tal modo, ’equazione cinetica da integro-differenziale si tra-

sforma in differenziale. Le grandezze A, e B,g si possono scrivere
nella seguente forma simbolica che esprime in modo pil chiaro il
loro significato:

~ 2, 9a dat

A, = Z};t ] Bocﬁ:%‘vﬁ" (21r4)
dove il segno ), indica la sommatoria sul numero (grande) di urti
avvenuti nel tempo 8.

L’espressione a secondo membro della (21,2) ha la forma della
divergenza mnello spazio dei vettori quantitd di moto, —084/0py,»
del vettore

~ P F} ~ aBaB

So= = dif = (Baph) = —Aul — Bup 5, Au= Ayt 22

(21,5)

In altre parole, la (21,2), come ci si doveva aspettare, ha la forma

di un’equazione di continuitd nello spazio dei vettori quantitd di

moto; quindi, il numero di particelle che partecipano al processo si

conserva automaticamente. Il vettore s, invece, rappresenta la

densita del flusso di particelle nello spazio dei vettori quantita di
moto.

Secondo le formule (21,4) i coefficienti nell’equazione cinetica
si esprimono attraverso le caratteristiche medie degli urti, e in
questo senso il loro calcolo rappresenta un problema meccanico. In
pratica tuttavia non ¢’¢ bisogno del calcolo separato dei coefficienti
A, e Bop; essi possono essere espressi 1'uno in funzione dell’altro
dalla condizione di annullamento del flusso in equilibrio statistico.
Nel caso considerato la funzione di distribuzione di equilibrio &

f =costante.e—p¥/2MT

dove M ¢ la massa delle particelle del gas pesante e 7' la temperatura
del gas fondamentale (leggero). La sostituzione di questa espressione
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nell’equazione s = 0 da

MTA, = Bggpg. (21,6)
In tal modo 1’equazione cinetica assume la forma
ofe, pyp __ 9 RN af
at = Bpe [Baﬂ ( MT f+ 'apB ) ]- (21,7)

Notiamo che i coefficienti nei due primi termini dello sviluppo
dell’integrale degli urti sono dello stesso ordine di grandezza; Cio ¢
dovuto al fatto che la media delle potenze prime delle grandezze a
segno alternato g, nella (21,4) & legataauno smorzamento piu grande
che nel calcolo della media delle espressioni quadratiche. I termini
ulteriori dello sviluppo saranno tutti piccoli rispetto ai primi due.

L’unico vettore dal quale possono dipendere i coefficienti Bqgp
& la quantita di moto p delle particelle pesanti. Ma se le velocita di
queste particelle, p/M, sono in media piccole rispetto alle velocita
delle particelle leggere, allora le particelle pesanti si possono supporre
fisse negli urti; in questa approssimazione le grandezze Bqp saranno
indipendenti da p. In altre parole, il tensore Bqg si semplifica
nello scalare costante B,

1
Bop=Bbus, B= | v (0, 9 d, (21,8)
e I'equazione (21,7) diventa
8f @ p af
ot =B ap (MT f+ 0p)' (21.9)

Notiamo la somiglianza formale dell'equazione (21,7) con I'equa-
zione di diffusione in un .campo esterno, il che & piu evidente nella
formula (21,9). Ricordiamo che 1'equazione di diffusione ha la forma

% = div (Dve—beF),

dove ¢ & la concentrazione dell’impuritd, F & la forza agente su una
particella di essa da parte del campo esterno, D il coefficiente di
diffusione, b la mobilita. I processi descritti dall’equazione (21,9) si
possono chiamare diffusione nello spazio dei vettori quantitd di
moto, in cui B & il coefficiente di diffusione; il legame tra i coeffi-
cienti nei due termini a secondo membro della (21,9) & analogo alla
nota relazione di Einstein tra il coefficiente di diffusione e la mobi-
lita: D = bT (si veda VI, § 59).

L’equazione cinetica della forma (21,2), nella quale i coefficienti
sono definiti in funzione delle caratteristiche medie degli atti ele-
mentari in base alla formula (21,4), si chiama equazione di Fokker-
Planck (A.D. Fokker, 1914; M. Planck, 1917). Le proprieta specifiche
delle variabili p, come quantita di moto delle particelle non hanno
avuto alcun ruolo nella deduzione. E chiaro percid che un’equazione
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dello stesso tipo sard valida anche per le funzioni di distribuzione f
di altre variabili, a condizione che siano soddisfatte le ipotesi sulle
quali & basata la deduzione: variazione relativamente piccola delle
grandezze negli atti elementari e linearita rispetto a f dell’operatore
integrale che esprime la variazione della funzione in seguito a questi
atti.

Ricordiamo a titolo di esempio un altro caso: quando un gas
leggero costituisce una piccola impurita in un gas pesante. Per urti
con le particelle pesanti la quantitd di moto di una particella leggera
varia fortemente in direzione e poco in valore assoluto. Sebbene
Pequazione (21,7) a queste condizioni sia ‘gia inapplicabile alla
funzione di distribuzione del vettore quantita di moto delle parti-
celle p del gas leggero, un’equazione analoga si puo stabilire per la
distribuzione del solo valore assoluto p. Se la funzione di distribu-
zione © riferita sempre all’elemento dello spazio d®p (in mode che
il numero di particelle con grandezza p nell’intervallo dp &
f (t, p)-4np? dp), I'equazione di Fokker-Planck sara valida per la
funzione 4np?f riferita all’elemento dp

ofp: _ @ 6
ot —W{fPZA +B 5 sz} .

ossia
of 1 o B 4
L = P {{ A+ o 177 (21,10)
dove
1 2, @p2 ‘
B='2"_L§z_" (21,11)

L’espressione tra parentesi graffe rappresenta il flusso radiale s
nello spazio dei vettori quantitd di moto, che deve annullarsi con
la distribuzione di equilibrio

f = costante.e-?%2mT
(dove m & la massa della particella leggera e T la temperatura del

gas pesante fondamentale). Questa condizione lega le grandezze 4
e B, per cui l'equazione cinetica (21,10) assume la forma

d 1 ap? d
Go—p i eo(Erivd). @

PROBLEMI

1. Determinare il coefficiente di diffusione nello spazio dei vettori quantitd
di moto (B nell’equazione (21,9)) in seguito all’aggiunta di gas pesante in un
gas leggero, supponendo le velocitd delle particelle pesanti piccole rispetto
a quelle delle particelle leggere.

Soluzione. Come si dice nel testo, per queste ipotesi nel calcolo della tra-
smissione della quantitd di moto si puo supporre fissa la particella pesante e
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trascurare la variazione della sua energia per I'urto. La variazione per la parti-
cella pesante si calcola in questo caso come variazione della quantitd di moto
(coincidente con essa) della particella leggera: (Ap)? = 2p’ (1 — cos a), dove p’
e il valore relativo alla particella leggera e o 1'angolo di rotazione per diffu-
sione. Di qui abbiamo

> (Ap)z =5t S 2p’2 (1—cos &) Nv' do
(dove N ¢é la densita del numero di particelle del gas leggero) e infine
N ,
B= o (p'%01),

dove ¢; = S (1 — cos a) do & la sezione di trasporto e la media si calcola ri-

spetto alla distribuzione delle particelle del gas leggero.

2. Determinare la mobilita di una particella pesante in un gas legzero
mediante 1'equazione di Fokker-Planck.

Soluzione. In presenza di un campo esterno, a primo membro dell’equazione
(21,9) si aggiunge il termine F §f/dp, dove F & la forza agente sulla particella.
Supponendo piccola questa forza, cerchiamo la soluzione stazionaria dell’equa-
zione nella forma f = f, -+ &, dove f, & la distribuzione di Maxwell e §f < f,.
Per §f troviamo 1'equazione

a a 6f p )___ . Ofp
Bap( ap+MT6f - ép
~Di qui
a6f P —
B (5 +3p7 & ) =Fa
e in seguito 6f = f,Fp/B. La mobilitd & & il coefficiente nell’uguaglianza
V= S 8f-v d3p="bF.

Il caleolo dell’integrale da
T 3mT

b=

B Niow™®
in accordo con la formula (12,4).

§ 22. Gas debolmente ionizzato in un campo elettrico

Consideriamo un gas ionizzato che si trova in un campo elettrico
omogeneo E. 11 campo viola la distribuzione d’equilibrio degli elettro-
ni liberi nel gas e crea in esso una corrente elettrica. Deduciamo
V’equazione cinetica che definisce la distribuzione di elettronil).

lonizzazione debole significa che la concentrazione di elettroni
(e di ioni) nel gas & piccola. Percio a giocare il ruolo principale sono
gli urti degli elettroni con le sole molecole neutre; gli urti reciproci

1) La teoria esposta in questo paragrafo appartiene a B.I. Davydov (1936).
La formula limite (22,18) & stata dedotta ancora prima da M, J. Druyvesteyn
(1930).



APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE 119

tra gli elettroni (e con gli ioni) si possono trascurare. Supporremo,
inoltre, che l’energia media acquistata dagli elettroni nel campo
elettrico (anche se il campo & forte; si veda piu avanti) sia insuffi-
ciente per eccitare o ionizzare le molecole; in questo caso gli urti tra
elettroni e molecole si possono supporre elastici.

Poiché la differenza tra le masse elettroniche m e le masse mole-
colari M & grande, la velocitad media degli elettroni & superiore alla
velocita media delle molecole. Per la stessa ragione la quantita di mo-
to dell’elettrone in seguito a un urto varia molto in direzione e poco
in valore assoluto. Per queste ipotesi 1'integrale degli urti nell’equa-
zione cinetica si divide nella somma di due termini, che rappresen-
tano le variazioni del numero di particelle in un elemento dello
spazio dei vettori quantitd di moto dovute rispettivamente alla
variazione del modulo e della direzione; il primo di questi termini
pud essere rappresentato nella forma differenziale di Fokker-Planck.

In forza della simmetria attorno alla direzione del campo, la
funzione di distribuzione dipende (oltre che dal tempo) da due sole
variabili: dal valore assoluto della quantiti di moto p e dall’angolo
0 tra p = mv e la direzione di E (presa come asse z). L’equazione
cinetica per la funzione f (¢, p, 8) ha la forma ')

of o of _ 1 8 .,
s B =T T

+3o 17, P, 0)—1 (0 P, 01O, (22,0)
dove

v af > (ap)?
= n(§red) o-Ig2
11 primo termine a secondo membro della (22,1) corrisponde al secon-
do membro dell’equazione di Fokker-Planck (21,12). Il secondo ter-
mine, invece, & l'integrale degli urti rispetto alla variazione della
direzione della quantitd di moto. In questo integrale le molecole si
possono supporre fisse (N & la densita del loro numero); allora il
numero di urti, cui & soggetto 1’elettrone nell’unita di tempo e che
cambiano la direzione della quantitd di moto da 6 a 0" (o da 6" a 0),
& Nv do, dove do & la sezione di diffusione dell’elettrone sulla mole-
cola fissa, dipendente da p e dall’angolo « formato da p e p’ (si sup-
pone che la media della sezione sia gia calcolata rispetto alle orien-
tazioni della molecola).
Considereremo pilt avanti lo stato stazionario con funzione di
distribuzione indipendente dal tempo, per cui il termine 9f/d¢ nel-
I'equazione (22,1) sard omesso.

1) In questo libro e esprime oyunque una grandezza positiva, cioé il valore
assoluto della carica elementare. La carica dell’elettrone &, quindi, —e,
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Per calcolare la grandezza B ricorriamo all’uguaglianza
(v — V)= (v — V),

che esprime la costanza del modulo della velociti relativa di due
particelle per urto elastico (v, Ve v’, V' sono le velocitd iniziali e
finali dell’elettrone e della molecola). La variazione della velocita
della molecola & piccola rispetto a quella dell’elettrone: AV =
= —m Av/M; percid dopo aver sviluppato I'uguaglianza scritta
si pud porre V =V’. Allora

2V (v — V') = v — 2 x 2 Ay,

dove Av==v — ' & una grandezza piccola. Quindi,

2
(AP =m? (Av)> = Z [(Vv)24 (Vv')2— 2 (Vv) (Vv')].
La media di questa espressione si calcola in due tappe. Prima di tutto,
calcoliamo la media rispetto alla distribuzione (di Maxwell) delle
velocita molecolari V. Essendo questa distribuzione isotropa, abbia-
mo (V,Vg) = 8ap (V2)/3, e il quadrato medio & (V%) = 3T/M.
Percid otteniamo

2

(Ap)?=—

Ora si deve calcolare la media rispetto agli urti cui @ soggetto ’elet-
trone nell’unitd di tempo; cid si realizza integrando rispetto a Nv do:

T 2m2T
2 ’2 " 4 s~
= (VP2 —2vw) ~ 7

(1 —cosa). (22,2)

Nm2po,T T
B= m};"f = ’;"Z . (22,3)
dove o; = (1 — cos a) do & la sezione di trasporto e I la lunghezza
del cammino libero medio, definito come
l=1/Ng, (22,4)

(nel caso generale ! & una funzione di p). Quindi, il flusso che figura
nella (22,1) vale

s=—gh (v+T L), (22,5)

Notiamo che secondo la (22,2) la variazione di energia dell’elet-
trone per un urto & Ae ~ v Ap ~ T (m/M)'? ~ & (m/M)'2. Percid
una variazione sensibile di questa energia si verifica soltanto in
seguito a ~M/m urti, mentre la direzione della quantitd di moto
cambia notevolmente gid per un solo urto. In altre parole, il tempo
di rilassamento rispetto alle energie degli elettroni ¢ Te ~ TpM/m,
dove 1, ~ /v & il tempo di rilassamento rispetto alle direzioni delle
quantitda di moto.
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Si deve trasformare nelle variabili p e 0 anche il primo membro
dell’equazione (22,1):
af of - af sen? 6 af .
By =eE5i-=eE[cos0 L+ =00 1 (a5
La soluzione dell’equazione cinetica cosi costruita si pud cercare
sotto forma di sviluppo in polinomi di Legendre:

F(Ps ©)= 3, 1 (1) Py (c050). 22,7

Vedremo pid avanti che i termini successivi di ‘questo sviluppo de-
crescono rapidamente come ordine di grandezza. Percid & sufficiente
limitarsi ai due primi termini dello sviluppo

7 (P, 8) = fo () + £, (p) cos 6. (22,8)
Con la sostituzione della (22,8), I'integrale nella (22,1) da

17, 8) ~1 (0, 0)1do= —,0,c080

(si veda la trasformazione dello stesso integrale nella (11,1)), dopo
di che l'equazione cinetica assume la forma

—eE [f;cose+f{cosze+i[‘)- senzﬁ] + % (sop?)’ +lif, c0s =0,
dove l'apice significa la derivazione rispetto a P; qui & omesso il
termine p~2 (s;p%)’ cos 0 che & piccolo automaticamente (nel rapporto
~m/M) rispetto al termine (vf,/l) cos 6 (le 8y © s; sono 1'espressione
(22,5) con f, o f, al posto di /). Moltiplicando questa equazione per
Py=10 P, =cosfed integrandola rispetto a d cos 0, otteniamo
due equazioni:

- (PS) =0, S=——1 fytmpTi)—Lys, (229

=27 (22,10)

L’espressione S rappresenta la densitd del flusso di particelle
nello spazio dei vettori quantitd di moto, modificato dal campo
elettrico. Dalla (22,9) segue che S = costante/p?. Ma il flusso S
deve essere finito per tutti i valori Pp; percid costante = (. Sosti-
tuendo ora f; dalla (22,10) nell’equazione S = 0, troviamo I’equazio-
ne che definisce la funzione f, (p):

N ED2M - , s
[pT-}— = '?p Jfo+ ‘,Z_fo=0- (22,11)

Finora non abbiamo avanzato nessuna ipotesi sulla forma della
funzione I (p), e I'integrale dell’equazione del primo ordine (22,11)
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pud essere scritto con una funzione ! (p) arbitraria. Per ottenere
risultati piti concreti supponiamo ! = costante, il che equivale al-

I'ipotesi che la sezione o, sia indipendente dalla quantita di moto 1,
Allora lintegrazione dell’equazione (22,11) da

fo(p) =costante- (2-+2)"" e-e1,  (22.12)

dove

El s
v="2L1 4. (22,13)

Per la funzione f, (p) dalle (22,10) e (22,12) abbiamo

“m ve/T

fi= —Jo M eT+v6 ° (22,14)

La grandezza y & un parametro che caratterizza il grado di influs-
so del campo sulla distribuzione degli elettroni. Il caso limite di
campi deboli corrisponde alla disuguaglianza y < 1. In prima ap-
prossimazione f, (p) si riduce in questo caso alla distribuzione imper-

turbata di Maxwell (f, o e~%T, & = 37/2), e

fr=— 1l 1<, (22,15)

La corrente elettrica generata nel gas & definita dalla mobilita
elettronica

s 1 ‘ 1 )
b=l = Svcose~fd3p=—m:- Svf,d3p (22,16)

(N, ¢ la densita del numero di elettroni) 2). Un semplice calcolo, con
f, ottenuta dalla (22,15), da per la mobilita in un campo debole

23/2]

b= 3nt /= (mT)H2

(22,17)
Come ci si doveva aspettare, questa espressione verifica la relazione
di Binstein D = bT, dove D ¢ il coefficiente di diffusione (11,10).

11 significato della disuguaglianza y < 1, quale criterio di debo-
lezza del campo diventa chiaro dalle considerazioni semplici seguenti.
E evidente che 1'influenza del campo sulla distribuzione degli elet-
troni sara debole finché lenergia acquisita dall’elettrone durante

1) In ogni caso cid & valido per temperature degli elettroni sufficientemente
basse, poiché per particelle lente la sezione tende a un limite indipendente dal-
1'energia (si veda III, § 132).

2)” Notiamo che per 1'ortogonalita di due diversi polinomi di Legendre, fra
tutti i termini dello sviluppo (22,7) un contributo all'integrale di normalizza-
zione éo da il solo termine 7, e un contributo a v, & fornito dal solo termine
fy cos b.
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il suo cammino libero & piccola rispetto all’energia da esso ceduta
a un atomo in seguito a un urto. La prima di queste energie & ekKl,
e la seconda

e~ V6P ~Vp~ 1 LyTm

(P e V sono la quantitd di moto e la velocita dell’atomo; la variazione

8P & dell'ordine di grandezza della quantita di moto dell’elettrone).

I1 confronto di ambedue le espressioni fornisce il criterio cercato.
Nel caso contrario di campi forti (y > 1) troviamo )

3et 33N
fo(p)=Aexp (=), A=y G Gy (22.18)
m e
fi=—6 ]/ st (22,19)
L’energia media degli elettroni &
- 2 2M 5 e
e=oV o () eB1=0,43eE1)/ 2L (22,90

e la loro mobilita

_ 4T (5/4) 1172
b= 33/4771/2 (mM)Y/+ (eE)rr% (22121)

Resta da precisare il criterio di convergenza dello sviluppo
(22,7). A tal fine osserviamo che i termini successivi sono legati,
come ordine di grandezza, dalla relazione

E 3
L fai~ Lt (22,22)

(dopo la sostituzione della (22,7), la moltiplicazione per P, (cos 0)
e l'integrazione rispetto a d cos 8, a primo membro dell’equazione
Cinetica resta il termine con f, -1 € nell’integrale degli urti soltanto
quello con f,). Per y < 1 I'energia media dell’elettrone vale g ~ T
e dalla (22,22) ricaviamo

n Bl (2

fna T <<( M ) <1
Nel caso di campi forti, quando ¥ > 1, 'energia media vale e ~
~ eEl (M/m)? in modo che riotteniamo

fn/fn-l -~ (m/M)lll <1,

1) E pid semplice ottenere la formula {22,18) risolvendo di nuovo 1’equa-
zzione (22,11) (ponendo T = 0) anziché mediante un passaggio al limite nella
(22,12),
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Quindi, la convergenza dello sviluppo & garantita dalla piccolezza
del rapporto m/M ).

§ 23. Fluttuazioni in un gas debolmente ionizzato
non in equilibrio

Consideriamo qui le fluttuazioni della funzione di distribuzione
degli elettroni in uno stato stazionario di non equilibrio di un gas
debolmente ionizzato; il gas & spazialmente omogeneo e si trova nel
campo elettrico omogeneo costante E.

Ci interesseremo alla sola correlazione temporale e non spaziale
delle fluttuazioni. Allora ha senso introdurre al posto della funzione
esatta (fluttuante) dipendente dalle coordinate, la funzione

& =z {1t 5 P (@)

la cui media si calcola su tutto il volume del gas (in questo paragrafo
la indicheremo con f, senza 1’argomento r); questa funzione fluttua
unicamente con il tempo. La funzione f (p), invece, rispetto alla quale
fluttua f, rappresenta la distribuzione (22,8) trovata al paragrafo
precedente.

Per il sistema considerato presentano interesse particolare non
tanto le fluttuazioni della funzione di distribuzione in se stessa,
quanto le fluttuazioni della densita di corrente elettrica j legate ad
esse. I correlatori di queste grandezze sono interconnessi dalla for-
mula evidente

(7 (1) 875 (O)y=e2 { (6f (2, B) 61 (0, P)) vavh PP dp',  (23.2)

dove ovviamente 8j rappresenta la fluttuazione media della densitd
di corrente, calcolata su tutto il volume del gas 2).

La soluzione del problema per un gas non in equilibrio & basata
sul metodo generale dato al § 20 3).

Secondo questo metodo, il correlatore (8f (¢, p) 6f (0, p')} soddisfa
(rispetto alle variabili ¢t e p) 1’equazione cinetica (22,1) che, quindi,
svolge il ruolo della (20,13) del metodo generale. Oltre a questo corre-

1y Notiamo, tuttavia, che le correzioni f,, f3, . . . non si potrebbero definire
mediante 1’equazione (22,1), poiché in quest’ultima & stata usata I’approssima-
zione di Fokker-Planck, in cui le grandezze di potenza pii elevata in m/M sono
state gid trascurate.

2)” Questa media corrisponde all’impostazione dell’esperimento in cui si .
misurano le fluttuazioni della corrente totale nel gas: la fluttuazione della cor-
rente totale ¢ uguale alla fluttuazione della densita media di corrente in una data
direzione, moltiplicata per la sezione del campione.

3) Lo studio di questo problema da parte di P.J. Price (1959) fu il primo
esempio di calcolo delle fluttuazioni in un sistema non in equilibrio. Diamo qui
il metodo proposto da V.L. Gurevié e R. Katiljus (1965).
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latore, la stessa equazione & verificata anche dalla funzione
g(t, p)= [ 6f (t, D) 67 (0, PD V' &P, (23,3)

mediante la quale si esprime, a sua volta, il correlatore della corrente
cercato:

(S (8) S O =2 [ 5 (2, ) va P (23,4)

Abbiamo cosi I'equazione

o () o=k [ -

—No [lgt po O)—g(t, p, 0)1do  (235)

con B ottenuto dalla (22,3).

L’equazione cinetica (22,1) tiene conto degli urti tra elettroni e
molecole, ma non tra i soli elettroni. Perciéo qui non esiste un mec-
canismo che stabiliseca la correlazione simultanea tra elettroni con
quantita di moto diverse, e la condizione « iniziale » per la funzione
g (i, p) sard la stessa che in stato di equilibrio. Poiché trattiamo la
fluttuazione della funzione di distribuzione, la cui media & calcolata
su tutto il volume del gas, dobbiamo tener conto della costanza del
numero di particelle (elettroni) !). Per questa ipotesi in accordo con
la (20,17) abbiamo

(87 (0, P) 8 (0, PN = [T(®) 6 (0—P") —5—F () 7 (»") ]

(N. & la densitd di elettroni), da cui per la funzione iniziale rica-
viamo

£(0, py=7(p) (v—V), (23.6)

dove V & la velocitd media degli elettroni nello stato con distribu-

zione f (p). La velocita V & diretta, ovviamente, lungo il campo E;
scriviamola nella forma

V = —ebE, (23,7)

1y Interessandoci la sola influenza sulle fluttuazioni dello stato di non equi-
librio, legato alla presenza di un campo, trascuriamo le fluttuazioni del numero
totale di elettroni, dovute a processi di ionizzazione e di ricombinazione. A rigo-
re, queste fluttuazioni possono non esistere nel caso in cui tutti gli elettroni
siano formati da impuritd con piccolo potenziale di ionizzazione; allora il nume-
ro totale di elettroni coincide semplicemente con il numero totale di atomi delle
impuritad. Si trascurano anche le fluttuazioni della concentrazione di molecole
neutre. La fluttuazione relativa di questa concentrazione & piccola a priori
rispetto a quella per gli elettroni, poiché la concentrazione di elettroni & notevol-
mente inferiore alla concentrazione di molecole.
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dove b & la mobilita. La costanza del numero totale di elettroni
significa anche che SG]‘ @’p = 0 e percid

5 g(t, p)d®p =0, (23,8)

Seguendo il metodo descritto al § 19, applichiamo all’equazione
(23,5) la trasformazione unilaterale di Fourier, ciod la moltipli-
chiamo per ¢'¢* e la integriamo rispetto a ¢ nell’intervallo da 0 a oo.
Inoltre il termine ei®! 9g/dt si trasforma per parti tenendo conto
della condizione iniziale (23,6) e della condizione g (oo, p) = 0.
Come risultato otteniamo 1’equazione

—iog®—e (E .a?i).)gﬁ)__%_;; Lt (Lew+ af;;:) )]+
+Nw [ 18 (p)—g» 0N do= TR (V—V),  (23,9)

dove .
g (o, p)= }oeimfg (t, p)dt. (23,10)

0

In virtu della (23,8) questa equazione deve essere risolta per la
condizione supplementare

S g™ (@, p)d®p=0. (23,11)

Trovata la soluzione dell’equazione (23,9), lo sviluppo spettrale
cercato del correlatore delle correnti si pud trovare mediante una
semplice integrazione. Scriviamo infatti

Gaida= | dt [ €57 (t, 1) 67 0, PWvavhdpatp’

e, agendo in seguito analogamente alla deduzione della (19,14), ot-
teniamo

Gaido=e? [ (g5 (0, D) va+ 82 (—w, Pughdp.  (23,12)

Per rendere piul concreto il ragionamento, supporremo piil avanti
la lunghezza del cammino libero I costante. In stato di equilibrio,
quando non esiste campo elettrico, la funzione f & la distribuzione
di equilibrio di Maxwell f, (p). Allora la soluzione dell’equazione
(23,9) si scrive

_ P fo(p 1



" APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE 127

il che & facile capire osservando che
{ 0—p)do=ap. . (23.44)

Se wtp, € 1 (dove 1, ~ /vy & il tempo di rilassamento nelle dire-
zioni della quantitad di moto), allora nella (23,13) si pud trascurare
il termine —iwl/v al denominatore. Il calcolo dell’integrale (23,12) da

. 2T
(aisdo =52 Bups (23.15)

dove ¢ = €N b, & la conduttivitd del gas in un campo debole, b,
la mobilita in un campo debole data dalla formula (22,17). II risul-
tato (23,15) corrisponde, ovviamente, alla formula generale di
Nyquist per le fluttuazioni d’equilibrio di una corrente (si veda IX,
§ 78). Consideriamo infatti un volume cilindrico di gas lungo I’asse z.
Poiché la densitd media di corrente & stata gix calcolata su tutto il
volume, la corrente totale &€ J = j.§, dove S & I'area della sezione
del cilindro. Allora dalla (23,15) ricaviamo

2T0S? 2TagS 2T
(J2)o =" =—p— =", (23,16)

dove L = 7°/S & la lunghezza del campione e R = L/cS la sua
resistenza 1).

Per E 5= 0 ’equazione (23,9) si risolve con il metodo delle ap-
prossimazioni successive, analogamente alla soluzione dell’equazione
(22,6). Ma mentre 1’equazione (22,6) definiva una funzione scalare,
Pequazione (23,9) & scritta per una funzione vettoriale. I primi
termini dello sviluppo di questa funzione (dipendente da due vettori,
ossia dalla costante E e dalla variabile p) li scriviamo nella forma

g€M (v, p) = b (0, p)n -+ e {g (0, p) + neg; (v, p)}v (23’17)
dove g, < &, (qui n = p/p, e = E/E). La funzioneJ (p), invece, vale
F (®) = fo (p) + nefy(p) (23,18)

con f, e f, = eElf/v calcolate al paragrafo precedente.

Poniamo le (23,17-18) nell’equazione (23,9) e separiamo in essa
i termini pari e dispari rispetto a p. Ponendo di nuovo wt, <1,
otteniamo riunendo i termini dispari

[ 4 aga
-‘Z’-{hn—l—gie (ne)} —e (e-%%) eE=f%v;

1} Confrontando con la formula (78,1) in IX, si deve tener conto che v <
< T e che in virth della condizione wtp < 1 non esiste dispersione della condut-
tivitd, cosicché Z = R.
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qui abbiamo omesso i termini piccoli a priori (nel rapporto m/M)
rispetto a quelli scritti. Di qui

eElm dgy (0, p)
P dp

h(p)=-s5Tfo(P): & (0, p)= . (2319)

Quanto ai termini pari rispetto a p, essi devono verificare I’equa-
zione (23,9) soltanto dopo il calcolo della media lungo le direzioni P,
in quanto l'espressione (23,17) fornisce unicamente i primi termini
dello sviluppo della funzione cercata. Dopo un calcolo semplice (uti-
lizzando le espressioni (23,19)) otteniamo la seguente equazione per
la funzione g, (o, p):

. 1 0 1 2
— 108+ <5 5 (128) = {eEbfo+ HE- 2 pr, ), (23,20)

dove

e2E:m og,
-3  p

1 a
§=— (PgtmpT ) —

Questa equazione va risolta per la condizione supplementare
S 8o (0, p)&’p=0, (23,21)

alla quale si riduce la (23,11) sostituendovi la (23,17).

In base alla funzione nota g(*) il correlatore della corrente cer-
cato & definito dalla formula (23,12). Sostituendovi lo sviluppo
(23,17) e con una semplice trasformazione mediante la (23,19) si
ottiene

s 2e2]
(]G]B)(D=6a,ﬂ3_;’5— S vfo d3p—

3 3
—EoEy - (8000 P)+8(—0 PIEL. (23,2)

Il termine —iwg, nell’equazione (23,20) diventa essenziale per
o ~ mv/Ml, cio& per wt, ~ 1, dove 1, & il tempo di rilassamento
rispetto alle energie degli elettroni. Quindi, a partire da queste
frequenze inizia la dispersione delle fluttuazioni della corrente.

Nel caso generale I'equazione (23,20) & molto complicata. Per
illustrarla limitiamoci al caso di frequenze piccole, 0t 1, e di
campi forti, soddisfacenti la condizione y > 1, dove y & il parametro
(22,13). In virtu dell’ultima condizione la funzione f, (p) & definita
dall’espressione (22,18). Il calcolo dell’integrale del primo termine
nella (23,22) da

o gty 5o (1) ()"
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Nel secondo termine della (23,22) limitiamoci a una Stimg letterale,
Dall’equazione (23,20) (senza il termine —iwg,) ricaviamo ]a stima

eE12M
§o~ g for

In ‘'seguito si trova la seguente stima dell’integrale: 2

ALE £ 3, v
P P o

Come risultato otteniamo per il correlatore della corrente 1'espres-
sione

Ut =g (S22 ) " (Z) " [0,6605—B 2222 ], (23,23)

m

dove B ~ 1 & una costante numerica.

§ 24. Ricombinazione e ionizzazione

Per stabilire il grado di equilibrio della ionizzazione in un gas
parzialmente ionizzato si ricorre ai vari atti elementari di ionizza-
zione da urto e di ricombinazione inversa delle particelle cariche
collidenti. Nel caso piit semplice, in cui nel gas (oltre agli elettroni)
esiste una sola specie di ioni, il processo con cui si stabilisce 1'equi-
librio di ionizzazione & descritto da un’equazione della forma

e —B—al,N,. (24,1)

Qui B & il numero di elettroni che si formano in 1 s in 1 cm? (per
urti tra atomi neutri o per ionizzazione di atomi causata da fotoni);
questo numero non dipende dalle densitd esistenti di elettroni N e
e di ioni N;. Il secondo termine da la diminuzione del numero di
elettroni dovuta alla loro ricombinazione con gli ioni; la grandezza a
si chiama coefficiente di ricombinazione. X

I1 processo di ricombinazione, di solito, & assai lento rispetto agli
altri processi, con i quali si stabilisce I’equilibrio nel plasma. Il
fatto & che la formazione di un atomo neutro per l'urto tra uno ione
e un elettrone richiede che I’energia liberata (I'energia di legame
dell’elettrone nell’atomo) sia trasportata via. Questa energia pud
essere irradiata sotto forma di fotone (ricombinazione radiante);
in questo caso la lentezza del processo & dovuta al fatto che la pro-
babilita quantoelettromeccanica di irraggiamento & esigua. L’energia
liberata pud anche essere trasmessa a una terza particella, cioe a
in atomo neutro; in. questo caso la lentezza del processo & dovuta
alla piccola probabilitd di urti tripli. Tutto cié rende opportuno
studiare la ricombinazione nelle condizioni in cui la distribuzione
di tutte le particelle pud essere considerata del tipo di Maxwell.
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In stato di equilibrio la derivata dN./dt si annulla. Ne segue che
le grandezze o e B nella (24,1) sono legate mutuamente dalla rela-

zione

P = alNeeNoi (24,2)

dove N,, e N,; sono le densitd di equilibrio di elettroni e di ioni,
defiinite1 dalle formule termodinamiche corrispondenti (si veda V,
§ 104) 1).

11 coefficiente di ricombinazione radiante si calcola direttamente
rispetto alla sezione di ricombinazione oy per I'urto di un elettrone
con uno ione fisso (si pud trascurare la velocitd dello ione rispetto
a quella dell’elettrone),

a = (VeOrichs (24,3)

dove la media si calcola rispetto alla distribuzione di Maxwell delle
velocitd dell’elettrone v, (si veda il problema 1).

La ricombinazione radiante & importante, tuttavia, soltanto in
un gas sufficientemente rarefatto, quando gli urti tripli tra le parti-
celle si possono completamente trascurare. In un gas meno rarefatto
il meccanismo fondamentale & rappresentatoc dalla ricombinazione
con partecipazione di una terza particella, cioé di un atomo neutro.
Ora, consideriamo questo meccanismo in dettaglio.

L’energia dell’elettrone nell’urto con gli atomi cambia a piccole
porzioni. Percid il processo di ricombinazione inizia con il for-
marsi di un atomo fortemente eccitato, e negli urti successivi di
questo atomo si verifica una « discesa » graduale dell’elettrone a
livelli sempre pit bassi. Questo carattere del processo consente di
considerarlo come « diffusione rispetto all’energia » dell’elettrone
catturato e, quindi, applicare ad esso 1'equazione di Fokker-Planck
(L.P. Pitaevskij, 1962).

Introduciamo la funzione di distribuzione delle energie (negative)
e degli elettroni catturati. Il ruolo principale lo svolgera, natural-
mente, la « diffusione » rispetto alla regione di energie le| ~ T.
Ricordiamo, a questo proposito, che la temperatura va supposta qui
in ogni caso piccola rispetto al potenziale di ionizzazione degli
atomi I; per T ~ I il gas sarebbe praticamente tutto ionizzato (si
veda V, § 104).

L’equazione di Fokker-Planck &

of __ o _pol_
A% s _BY 4. (24.4)

Come al solito, il coefficiente A si pud esprimere in funzione di B
con la condizione s = O per f = fo, dove f, & la distribuzione di

1) Nel caso della ricombinazione radiante, lo stato di equilibrio pressuppo-
ne anche l'equilibrio dell’irraggiamento nel plasma.
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equilibrio. Dopo questa operazione il flusso s assume la forma
L
fo©
1l «coefficiente di diffusione » B (e) & definito secondo la regola
generale come

= — Bfy— (24,5)

¥ (Ae)2
- B (8) =z 42& y (24,6)

dove Ae & la variazione dell’energia di eccitazione dell'atomo in
seguito all’urto con un atomo non eccitato; il calcolo di B (e) secondo
questa formula si riduce alla soluzione del problema meccanico
dell’urto e all’ulteriore calcolo della media rispetto alla velociti
dell’atomo non eccitato (si veda il problema 2).

Per trovare la funzione f, (¢) osserviamo che la distribuzione
d’equilibrio delle quantitd di moto e delle coordinate dell’elettrone
in un campo coulombiano di carica ze (carica dello ione) & data dalla
formula di Boltzmann

- 2 2
fo (@, 1) = @mT)~ 2 g-ur, g P°_ 3¢ (24,7)
(per la sua normalizzazione si veda piu avanti); il moto dell’elettrone
per | e | ~ T <« I é& quasi-classico, ¢id che permette di usare per
I'energia € la sua espressione classica. Quindi, la funzione di distri-
buzione di ¢ si scrive

fo (&) de = (2umT)-3/2 ¢l e Ty (&) de, (24,8)

dove 7 (e) & il volume dello spazio delle fasi corrispondente all'in-
tervallo de

T(e) = S 6 (Ia] +-2L:l__‘:_2) diz d3p, (24,9)
Sostituendovi d°z d°p = 4nr* dr-4np® dp e integrando, otteniamo
() =LA (24,10

Per formulare le condizioni che definiscono la soluzione per noi
necessaria delle equazioni (24,4-5), & comodo supporre che la densita
esistente di elettroni N, > N,.; allora nella (24,1) si pud trascurare
la velocitd di ionizzazione B in modo che la diminuzione di N,
sara definita dalla sola ricombinazione. In queste condizioni il valore
Costante del flusso s nella soluzione stazionaria dell’equazione
(24,4) fornisce immediatamente il valore del coefficiente di ricom-
binazione (s = costante = —a), purché la funzione f (2) sia nor-
malizzata in modo appropriato. Precisamente, ai livelli piu alti
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(] &) < T)- gli -elettroni sono in equilibrio con gli elettroni liberi;
cio significa che deve essere
N f(e)lfo(e)>1 per |e|—0, (24,11)

€ inoltre'la.normalizzazione di f, (¢) deve corrispondere a un eletirone
libero nell’unitd di volume (cio€ che & stato realizzato nella (24,7)).

Per trovare la seconda condizione al contorno (per &-— —o0)
osserviamo che la distribuzione sui livelli interni dell’atomo eccitato
non & perturbata dalla presenza di elettroni liberi e non dipende dal
loro numero; essa & proporzionale al numero d’equilibrio ¥,, e non
al numero effettivo V. Per la condizione N.>>> N,, questa situa-
zione & espressa dalla condizione al contorno

[ 7 f(e)lfe(e) >0 per |& |- oo. (24,12)

Integrando 1'equazione s = costante con la condizione al contorno
{24,11) abbiamo
) . lel

2. d |&}

I
- = costante ) BT 4-1.

La costante coinciderd con —a se essa ¢ definita in modo tale che
sia soddisfatta la condizione (24,12). Troviamo cosi finalmente

o0

1 ( dlel 2372 e e~ 1UT | gy5p2 .
T—S Bfy, — nd?(ze®)? \ B(—|€l) dl&,l. (24,13)

Questa formula si riferisce al processo in cui il « terzo corpo » &
un atomo non eccitato. Se il gas & gia fortemente ionizzato (il che &
compatibile, tuttavia, con la condizione T < I) e sufficientemente
denso, il ruolo principale pud passare alla ricombinazione, con Ja
partecipazione di un secondo elettrone quale terzo corpo. Allora la
velocitd di ricombinazione diventa proporzionale a N:N;, in modo
che il coefficiente di ricombinazione, definito come prima dalla
(24,1), sara proporzionale esso stesso a N,. Poiché il rilassamento
rispetto all’energia per urti tra elettroni si verifica rapidamente, il
suddetto metodo di calcolo del coefficiente di ricombinazione &
inapplicabile in questo caso.

PROBLEMI

1. Trovare il coefficiente di ricombinazione radiante con la cattura del-
I'eletirone nello stato fondamentale dell’atomo d'idrogeno, per temperature
T <1 (I = etm/2r® & il potenziale di ionizzazione dell’atomo d’idrogeno).

Soluzione. La sezione di ricombinazione di un elettrone lento con il protone
fisso nel livello fondamentale dell'atomo d'idrogeno &

21072 (¢2/Ric) a2
Or1e =3B 71 ... ) micto? ?
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dove v, & la velocitd dell’elettrone, ag = 1%/me? & il raggio di Bohr (si veda IV,
§ 56, formule (56,13) e (56,14)). 11 valore medio 3 {v;) = (2m/nT)Y2 In accor-

do con la (24,3) otteniamo finalmente
1053/2 2 \3 a%l 1/2 2 \3 a3l 1/2
21053/ (e) B(I)/_as(e) B(_I_)/.

=3 \we) & \T ) T F\R/ A \T

2. Definire il coefficiente di ricombinazione secondo la (24,13), trascurando
'influenza del legame dell’elettrone nell’atomo eccitato sul processo del suo
urto con un atomo non eccitato e supponendo la sezione di trasporto di questi
urti indipendente dalla velocitd.

Soluzione. 11 « coefficiente di diffusione» B (e) si calcola cosi come al

§ 22 e vale

o

N
B (e) =5 Wap) {o1p%. %))

Qui N 3 la densitd di atomi nel gas, m la massa dell’elettrone, vyt la velocitd
relativa dell’atomo eccitato e non eccitato. Le velocitd v,¢ sono distribuite
secondo Maxwell, con la massa ridotta (M/2, dove M & la massa dell’atomo)
quale massa della particella; percio {v31) = 6T/M. Inoltre, p nella (1) rappre-
senta la quantitd di moto dell’elettrone nel campo dello ione; il calcolo della
media di o,p® si effettua sulla regione dello spazio delle fasi dell’elettrone 7 (&)
corrispondente a | ¢ | dato. Per o; = costante troviamo
Ot p? ze® 212
3y e b 3 <4 ) d%xdp= 3/2,

{o:p® ) Spﬁ(lsl 5o - ) zd*p 3 otm lel¥

T
Quindi,

841/ 2 ToyN|el3/?
InM ? -
e in seguito il calcolo, in base alla (24,13), d& finalmente
327/ 2rml/2 (262)® 6, N
= SHTR . )
E legittimo trascurare il legame dell’elettrone nell’atomo, se la frequenza

dell’eccitazione generata dall’atomo nell’intorno dell’elettrone (~d/vat, d sono
le dimensioni atomiche) d grande rispetto alla frequenza di rotazione dell’elettro-
ne con energia | ¢ | ~ 7. Di qui ricaviamo la condizione T < (e2/d) (m/M)L/2.

B =

§ 25. Diffusione ambipolare

Consideriamo la diffusione di particelle cariche in un gas debol-
mente ionizzato. Cosi come al § 22, il grado di ionizzazione é supposto
talmente piccolo che gli urti reciproci tra le particelle cariche si
possono trascurare rispetto ai loro urti con gli atomi neutri. Ma
anche per queste ipotesi la diffusione di due specie di particelle
cariche — elettroni e ioni — si verifica in modo non indipendeute,
in quanto in seguito al processo di diffusione si crea un campo elet-
trico (W. Schottky, 1924). P

Le equazioni della diffusione hanno la forma di equazioni di con-
tinuita per elettroni (e) e ioni (i):

We 1 divi,=0,

aNy

_at +diV ii=0" (25,1)
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dove le densita dei flussi si esprimono in funzione delle densiti del
numero di particelle e dei loro gradienti secondo le formule

i, = —NebeeE —DeVN ,
i‘: == NibieE —_— Di VNl; € (25,2)

D, D; sono i coefficienti di diffusione e b,, b; le mobilita degli
elettroni e degli ioni '), legati a loro volta dalle relazioni di Einstein

De = Tbe, Di = Tbi, (25,3)

che esprimono la condizione di scomparsa dei flussi (25,2) in equi-
librio. Tenendo conto di queste relazioni ed esprimendo 1’intensita

del campo in funzione del suo potenziale (E = —vg), riscriviamo
le equazioni (25,1) nella forma
e — D, div [N, — < ve, (25,4)
aN . N;
=D, div ( VN + 2 V(p], (25,5)

A queste ultime bisogna aggiungere 1'equazione di Poisson per il
potenziale

Ag = —bme (N; — N ). (25,6)

I1 sistema di equazioni (25,4-8) si semplifica notevolmente se le
distribuzioni delle concentrazioni NV, e N; sono quasi omogenee. Allo-
ra nei coefficienti di Vo nelle (25,4-5) si puo porre N, ~ N; ~
~ costante = N, ed eliminare ¢ mediante la (25,6). Come risultato
otteniamo

N —N

e =DQ[ANG___1_V2_21_], (25,7)
IN; Ne—N
Lopwelsh], @

dove a~? = 4ne’V /T (a @ il raggio di Debye degli elettroni o degli
foni; si veda piu avanti al § 31).
Sebbene le sezioni di diffusione degli ioni e degli elettroni siano
in generale del medesimo ordine di grandezza, i loro coefficienti di
diffusione sono molto diversi, essendo diverse le velocitd termiche
medie (vz), e cioé
De Ure W
D; " om m?

(25,9)

cosicché D, > D;. Questa circostanza conferisce al processo di dif-
fusione tratti originali.

') Poniamo la molteplicitd della carica ionica z; = 1, come cid si verifica,
di solito, per un piccolo grado di ionizzazione del gas.
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Consideriamo 1’evoluzione di una perturbazione debole delle
densitd elettronica e ionica, le cui dimensioni caratteristiche sono
L > a. Nello stadio iniziale del processo, finché le parti variabili
delle densitd |8N,|~ |8N; |~ |8N, — 8N; |, i primi termini
ai secondi membri delle equazioni (25,7-8) sono piccoli rispetto ai
secondi termini

AN, ~ SN JL* < (8N, — 8N ;)/a™ (25,10)

Osservando inoltre che in accordo con la (25,9) | 9N ,/0t | < | dN /ot |
abbiamo

De (5N,— 8Ny), (25,11)

a?

2 (BN, —8N)=—
da cui
. "De
SNo—ON = (8N, — 8N ), exp ( — ) .

Pi qui si vede che nel tempo v, ~ a*/D, la differenza | SN, — 8N, |
diventa piccola rispetto alle grandezze stesse 8V, e 8N ;, vale a dire
che il gas diventa quasi-neutro.

Lo stadio successivo del processo consiste nell’evoluzione della
distribuzione degli elettroni verso quella di equilibrio (per una di-
stribuzione di ioni assegnata) definita dalla condizione di annulla-
mento del secondo membro della (25,7):

8N,— 6N, =a? AN, ~ a* AN, ~ 55 6N, (25,12)

Questo stadio prosegue secondo 1'equazione (25,11) al cui secondo
membro bisogna aggiungere il termine D, AN;, cosicché il tempo
caratteristico di rilassamento 8, come in precedenza, ~T,. Questo
tempo & piccolo rispetto al tempo caratteristico della diffusione
degli ioni t; ~ L¥D;, la cui distribuzione si pud supporre ancora
invariata.

I1 rilassamento definitivo della perturbazione delle densita elet-
tronica o iomica si verifica secondo 1'equazione (25,8), che dopo la
sostituzione della (25,12) assume la forma

198 _ 2D, AN,. (25,13)

In tal modo, in un tempo ~7; gli elettroni e gli ioni si diffondono
insieme (8N, &~ 8N;) con un coefficiente doppio di diffusione degli
ioni (la cosiddetta diffusione ambipolare). La meta di questo coeffi-
ciente & legata all'autodiffusione degli ioni e I’altra meta al campo
elettrico creato dagli elettroni in fuga.

Notiamo infine che ’equazione (25,13) ha un dominio di applica-
bilita pid largo di quanto risulta dalla deduzione fatta. Anche se la
perturbazione non & debole, il moto degli elettroni conduce presto
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allo stabilirsi della loro distribuzione di Boltzmann nel campo e
all’uguagliarsi delle concentrazioni elettronica e ionica, cioé alla
guasi-neutralita. Inoltre,

N,=N;=Ny9IT, ep=Tln-DL, (25,14)
0

Ponendo la (25,14) nella (25,5) riotteniamo I’equazione (25,13), ma
senza l'ipotesi che la perturbazione sia piccola.

§ 26. Mobilita degli ioni in soluzioni di elettroliti forti

Le equazioni dedotte al paragrafo precedente si generalizzano
facilmente al caso in cui esistono ioni di specie diverse. Esse sono
valide anche per il moto degli ioni in soluzioni di elettroliti forti 1),
Nel limite di diluzione « infinita » della soluzione (quando cioé la
Sua concentrazione tende a zero) la mobilitd di ogni specie di ioni
(dell’z-esima) tende a un limite costante b e il suo coefficiente
di diffusione, rispettivamente, al valore

D = T, (26,1)

Questo paragrafo ¢ dedicato al calcolo (per concentrazione pic-
cola) dei primi termini correttivi per la mobilita degli ioni in una
soluzione debole 2). Con ¢id vengono definiti anche i termini corretti-
vi nella conduttivita della soluzione. Nel campo elettrico E su ogni
ione agisce la forza ez, E, sotto la cui azione esso acquista la velocita
orientata b,ez,E. Percid la densitd di corrente nella soluzione &

J=ED ez, N,-beez,,
a

dove N, & la concentrazione (del numero di ioni della specie a nel-
I'unitd di volume) in modo che la conduttivitd &

O=¢2 ¥ N,z2b,. (26,2)

La teoria qui esposta & basata sulle stesse rappresentazioni della
teoria delle proprietd termodinamiche del plasma e degli elettroliti
forti. Secondo queste rappresentazioni, attorno ad ogni ione si crea
una distribuzione non uniforme di cariche (nube ionica) che scherma
il campo dello jone. Le formule corrispondenti sono state dedotte in V,
§§ 78 e 79 per il plasma; le formule analoghe per una soluzione di
elettroliti forti differiscono solo per la presenzain esse della costante
dielettrica € diversa da 1 del solvente: le scriveremo pil avanti.

1) Ricordiamo che si chiamano elettroliti forti le sostanze che poste in
soluzione si dissociano completamente in ioni.

%) La teoria qui esposta & stata sviluppata da P. Debye e E. Hiickel (1923)
e da L. Onsager (1927).
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La nube schermante cambia la mobilitd dello ione per due effetti
diversi. Primo, il moto dello ione nel campo elettrico esterno deforma
la distribuzione delle cariche nella nube, per cui si crea un campo
supplementare agente sullo ione. Secondo, il moto della nube mette
in moto il liquido, il che implica una « traslazione » dello ione. La
correzione di prima specie si dice correzione di rilassamento, quella di
seconda specie correzione eletiroforetica.

Correzione di rilassamento

Iniziamo dal calcolo della correzione di prima specie. Poiché la
nube schermante comporta 1'esistenza di una correlazione tra le
posizioni di ioni distinti, allora si tratta dell'influsso del campo
esterno E sulle funzioni di correlazione.

Definiamo la funzione di correlazione di coppia w,; in modo tale
che N,w,, (r,, 1) dV, sia il numero di ioni della specie a che si
trovano nel volume dV, nell’intorno del punto r,, per I'ipotesi che
uno degli ioni della specie b sia nel punto r,; le specie a e b pos-
sono essere sia diverse che uguali. E evidente che

Wap (ra’ ) = Wye (l‘b, Ta), (2613)

e per [ r, —rp | = oo le funzioni w,, — 1. In stato di equilibrio le
funzioni w,, dipendono unicamente dalle distanze |r, — rp |; ma
in un campo esterno non & cosi!).

Le funzioni di correlazione, cosi come tutte le funzioni di distri-
buzione, verificano equazioni che hanno la forma di un’equazione di
continuitd nello spazio corrispondente, nel caso considerato nello
spazio delle configurazioni di due particelle: .

22ab 4 div,j,+divsip =0, (26,4)

dove j,, j, sono le densitd dei flussi di probabilita per le particelle
a e b e gli indici del segno div esprimono le variabili (r, 0 T}p) rispetto
alle quali si deve derivare.

Il flusso j, ha la forma

ja = —be,” Vawab + bfz.’zaewab (E - Va(Pb)1 (26,5)

e il flusso j, ha la stessa forma, con gli indici ¢ e b permutati. 11
primo termine nella (26,5) descrive la traslazione diffusionale degli
ioni a, che si verifica gid in assenza di campo esterno. I1 secondo ter-
mine & la densitd del flusso degli ioni sotto 1'azione delle forze del
campo esterno E e del campo —V,¢, creato nel punto r, dalla nube
alterata, a condizione che nel punto r, si trovi lo ione b. Il poten-
ziale @, = @, (ry, r,) dell’ultimo campo verifica 1'equazione di

. 1) 1l metodo delle funzioni di correlazione applicato allo stato d’equilibrio
di un plasma (o di un elettrolita) & stato esposto in V, § 79,
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Poisson

Aspy (ra, Tp)= —‘4‘2;— [ 2 ez:Nowep, (rgs Tp) +- €258 (rg — 1) ] . (26,8)

Il primo termine tra parentesi quadre & la densitd media delle cari-
che di tutte le specie ioniche nella nube, il secondo termine la densita
della carica localizzata (per ipotesi) nel punto r;. I1 fattore 1/e espri-
me 'indebolimento del campo nel mezzo dielettrico (nel solvente).

Supponendo la soluzione sufficientemente disciolta, trascuriamo
le correlazioni triple tra le posizioni degli ioni. In tale approssima-
zione le funzioni di correlazione di coppia w,, sono vicine a 1;
introduciamo le grandezze piccole

Wap = Wop — 1. (26,7)

Dello stesso ordine di grandezza sono i potenziali ¢,. Trascurando

i termini infinitesimi del secondo ordine, riscriviamo la (26,5) nella
forma

lo = 0" [T V,04, + ez, (1 + wgp) E — €2,V o P ). (26’8)
Quanto all’equazione (26,6), in virth della neutralitd elettrica in

media della soluzione (Z ez N. = 0) si puo scrivere semplicemente
Wgp al posto di w,,:

Aaq)b (ra? rb) = —'"482' [ 2 echcmcb (rm rb) "|'ezb(5 (ra—‘rb) ]' (26,9)

[

Nel campo omogeneo costante E le funzioni w,, non dipendono
dal tempo e le coordinate dei due punti figurano in esse soltanto sotto
forma della differenza r = r, — ry; inoltre, V,w,, = —V;w,p. La
sostituzione di j, dalla (26,8) (e dell’espressione analoga per j,) nella
(26,4) conduce ora all’equazione

T (63" 4 05") Awgy (v) +€2,0” Ay, (r) + e2,b5” Ag, (—r) =
= (2408 — z,08” ) eE Vaogy (r),  (26,10)

dove tutte le derivate si calcolano rispetto a r.

Supponendo debole il campo esterno, si pud risolvere il problema
con il metodo delle approssimazioni successive rispetto a E. Nel-
I'approssimazione zero per E = 0, i potenziali ¢ (r) sono funzioni
pari di r. Tenendo presente che tutte le funzioni w,; e @, si devono
annullare per r — oo, troviamo dalla (26,10)

T (b5 + b5”) oy +e (b3 2,98 + b z,93%) = 0. (26,11)
Cerchiamo la soluzione nella forma

of (r) = 2,2,0© (1), eps (r) = —Tz,0® (r). (26,12)
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In questo caso 1’equazione (26,11) & verificata identicamente e dalla
(26,9) ricaviamo 1'equazione per la funzione ® (r)

A0® (r) ——-0® (r) = 22§ (r), (26,13)
dove it
at=-—"2 3 Nezd. (26,14)
La soluzione di questa equazione &
0® (r) = — :;, __.":’ c. (26,15)

La grandezza a é il raggio di schermatura di Debye nella soluzione
dell’elettrolita.
Nell’approssimazione successiva poniamo

9" + 9"y ©gp = 05 + 0f, (26,16)

dove con l'indice (1) denotiamo piccole correzioni ai valori nulli.
Tutte queste funzioni di correzione, essendo scalari, hanno la forma
Exf (r), dove f (r) & funzione del solo modulo di r; percid tutte le 0%}
e ¢ sono funzioni dispari di r. Poiché secondo la (26,3) abbiamo

@gh (Ty, Ty) = 0gb (r) = 0ig (Ty, Ty) = @4p (—Tr),

ne segue anche che
wep (r) = —off (r) (26,17)

(ricordiamo che ovunque r = r, — ry). Se gli ioni a e b siriferiscono
alla medesima specie, la permutazmne degli indici non pud modifi-
care la funzione wgy (r) e percid dalla (26, 17) segue che queste o)
sono nulle. Gid vuol dire che le correzioni w5 esistono soltanto per
le funzioni di correlazione di coppie di ioni dlStlDtl

Per rendere pit semplici i calcoli ulteriori limitiamoci al caso

di un elettrolita solo con due specie di ioni. Allora & diversa da zero

solo la funzione o3 (r) = —w% (r) e la sostituzione della (26,16)
nell’equazione di Poisson (26, 9) da
;" (r) = 1037 (1), (26,18)

dove r = r, — r,. Tenendo conto della neutralita elettrica della
soluzione e delle suindicate proprietd di simmetria delle funzioni,
é facile vedere che il potenziale @f” (r) verifica la stessa equazione e
percw fPiD (l‘) _ (P(n (l‘)

Sostituendo la (26,16) nell’equazione (26 10), conserviamo al suo

secondo membro solo il termine con »'® e troviamo

T (b(O) _+_b(0)) Amll) (r) +e (b(O)z _—
—0."2,) AP (r) = (b2 — b2,) e2,2,EV0® (r). (26,19)
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11 sistema di equazioni (26,18-19) si risolve con il metodo di Fou-
rier. Per le componenti di Fourier o e ¢ si ottiene un sistema di
equazioni algebriche che differisce dal sistema (26,18-19) per la sosti-
tuzione degli operatori v — ik, A — —k*. La componente di Fourier
di o® (r) (26,15), che figura a secondo membro dell’espressione
(26,19), & data dalla formula

w_ ¢ 4
O =TT Biae

Diamo subito il risultato definitivo per la componente di Fourier del
potenziale:

W __ 4ne?z,z q ikE
V= EETa P (26,20)

dove

b0z, — b0z,
q=(zl——lzz)l(bio)2+ bgm)- (26,21)

Poiché z, e z, sono di segno opposto, & evidente che 0 << ¢ << 1.

Ricordiamo che ¢$ (r;, r,) & il potenziale supplementare che si
crea nel punto r;, a condizione che nel punto r, si trovi lo ione 2.
L’intensita di questo campo &

ES (r) = —Vv,¢¥ (r, 1) = —Ves? (r).

11 suo valore per r; = r, (cioé per r = 0) fornisce il campo cercato,
che agisce sullo ione 2 e ne cambia quindi la mobilita.

La componente di Fourier ESf = —ikosZ. Percid

E;” (0)= — 5 ikggpeikr (g;l)‘s

(ko 2%
=— | kot 75

r=0
Sostituendovi la (26,20) otteniamo !'integrale

I— S k (KE) a3k
o k2 (k2 4-a72%) (k2 +a™?g) (2n)° °

Dopo il calcolo della media nelle direzioni k al posto di k (kE) si
ha k?E/3, dopo di che 1'integrale rispetto a k si calcola con i residui
dell’espressione integranda nei poli k = ila e k = i Vq/a; come
risultato si ottiene

Ea

| T tm(1+Vo)
Quindi, il campo totale agente sullo ione 2 &

1) — . e? |22, ] g
E+EP(0)=[1— 52 22 | B (26,22)

Abbiamo lo stesso risultato per il campo agente sullo ione I, come &
evidente gia dalla simmetria dell’espressione (26,22) rispetto agli
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indici 1 e 2. Moltiplicando il campo (26,22) per .b%ez otteniame la
velocita acquistata dallo ione e scrivendo la stessa. velqcxta nella
forma bezE troviamo che 1’espressione tra parentesi quadre deflmsce
anche il rapporto 5/6®. Quindi, la correzione di rilassamento cercata
per la mobilitd dello ione &

—p_lnnlg 126.23
bre] b 3eTa (1_’_1/&) . ( ety )

E da notare che questo effetto diminuisce la mobilita.

Correzione elettroforetica

Passiamo al calcolo della correzmne legata al moto del solvente.
L’impostazione del problema & la seguente.

Consideriamo uno ione singolo nella soluzione assieme alla nube
schermante che lo circonda. Questa nube & carica elettricamente, con
densita

8p= D) ez,8N,,
a

dove 0N, & la differenza della concentrazione di ioni dell’a-esima
specie nella nube dal suo valore medio N, nella soluzione. Nel campo
elettrico E il liquido che porta questa nube & soggetto perclo all’azio-
ne di forze con densitd di volume f = E8p. Sotto 1’azione di queste
forze il liquido si muove e questo moto, a sua volta, trascina lo ione
centrale in esame.

La distribuzione degli ioni nella nube & legata al potenziale ¢
del campo in essa dalla formula di Boltzmann

SN=N, [e a7 gy — fa8la
Essendo il campo E debole, nel problema ora considerato possiameo
trascurare la deformazione della nube ionica. In una nube a sim-
metria sferica il potenziale & dato dalla formula
e~T/a

Q=ez v
dove ez, ¢ la carica dello ione centrale e a & definito dalla formula
(26,14) (si veda V, § 78). Percio la densita totale delle cariche nella
nube &

e Tia

29 < 126,22
o=~ 5 st — B T @620

Essendo lento il moto sotto 1'azione del campao EE, il liquido si
pud supporre incomprimibile, in modo che

divv = 0. (26925)
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Per la stessa ragione si puod omettere il termine con il quadrato della
velocita nell’equazione di Navier-Stokes, che si riduce in questo caso
(per un moto stazionario) all’equazione

N AV — VP + f =0, (26,26)

dove P & la pressione, 7 il coefficiente di viscosita del liquido (del
solvente).

Passando nelle equazioni (26,25-26) alle componenti di Fourier
abbiamo :

ka = 0, —nkzvk _— ikPk + Eﬁpk = 0. ‘
‘Moltiplichiamo la seconda equazione per ik; troviamo cosi Py =
= —ikESpy/k® e in seguito '

6 —
Vk='_:£ = }: L )0 (26,27)

La componente di Fourier per la densitd delle cariche (26,24) &

8pe= — it (26,28)
La velocita del liquido nel punto r = 0, in cui si trova lo ione
centrale, € data dall’integrale
d3k
v (0) = S Vk W .
Sostituendovi vy dalle (26,27-28) e integrando rispetto alle dire-
zioni k otteniamo

_ ez 8n ¢ dk
v(0))=—E @2n¥yq ~ 3 S k2a* 41
0
e infine
v@=—ﬁ%n

Questa velocitd va sommata alla velocitd ez,bi”E acquistata
direttamente dallo ione sotto 1’azione del campo. Ne segue che la
correzione elettroforetica alla mobilitd che cercavamo & uguale per
gli ioni di tutte le specie e vale

bet = —1/6nan. (26,29)
La correzione totale & data dalla somma di ambedue le espressioni

(26,23) e (26,29). Entrambe sono negative e insieme con 1/a sono
proporzionali alla radice quadrata della concentrazione.
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PLASMA SENZA URTI

§.27. Campo autocompatibile

Il plasma, con cui intenderemo un gas completamente ionizzato b,
rappresenta una vasta regione di applicazione della teoria cinetica.
Nei volumi V (§§ 78-80) e IX (§ 85) del presente Corso & stata gia
considerata la teoria termodinamica dello stato d’equilibrio del
plasma. I capitoli I1I-V di questo volume sono dedicati allo studio
delle proprieta cinetiche del plasma. Per evitare complicazioni sup-
porremo (laddove sara necessario) un plasma a due componenti, ciod
eontenente soltanto elettroni (di carica —e) e ioni positivi di una
stessa specie (di carica ze).

Come per i gas ordinari, la condizione di applicabilita dell’equa-
zione cinetica al plasma richiede che esso sia sufficientemente rare-
fatto; il gas non deve deviare che debolmente da quello ideale. Tut-
tavia, poiché la diminuzione delle forze coulombiane & lenta, questa
condizione & piu forte per un plasma che per un gas di particelle
neutre. Per il momento, senza fare distinzione tra particelle di
cariche diverse, scriviamo la condizione per cui un plasma & debol-
mente non perfetto:

T > efr ~ e2N3, (27,1)

dove T & la temperatura del plasma, N il numero totale di particelle

nell'unitd di volume e r ~ N-1/3 la distanza media tra le particelle.
Questa condizione esprime il fatto che il valore medio dell’energia
d’interazione di due ioni & piccolo rispetto al valore medio della
loro energia cinetica. Esprimiamo questa condizione in un’altra forma
ancora, introducendo il cosiddetto raggio di plasma di Debye a,
definito come segue:

45
a—2=T 2 Na (Zae)z, (27,2)
a .
dove la sommatoria & estesa a tutte le specie degli ioni; ricordiamo

(si veda V, § 78) che a determina la distanza alla quale viene scher-
mato il campo coulombiano della carica nel plasma. Introducendo

1) E stato J. Langmuir (1923) ad introdurre questo termine e a dare il via
2 uno studio teorico sistematico del plasma.
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pella (27,1) a ~ (T/4aNe*)'/? otteniamo
ENVIT ~ rlhna® < 1, (27,3)

vale a dire che la distanza media tra le particelle in un plasma rare-
fatto deve essere piccola rispetto al raggio di Debye, cioé la « nube
ionica » attorno alla carica deve contenere effettivamente molte
particelle. I1 piccolo rapporto (27,3) funge per il plasma da « para-
metro gassoso ».

Ovunque nei capitoli I1I-V (tranne il solo § 40) il plasma sard
supposto classico. Con c¢io si intende che & verificata soltanto una
condizione molto debole, cioé che la temperatura del plasma deve
essere alta rispetto alla temperatura di degenerazione della sua com-
ponente elettronica

T > R2N*3/m, (27,%)

dove m & la massa dell’elettrone (si veda V, § 80).
- L'equazione cinetica per ogni specie di particelle nel plasma
(elettroni e ioni) ha la forma
of of , * 8
TVt gy =Sth, (27.5)
dove f & la funzione di distribuzione delle particelle date rispetto
alle coordinate e alle quantita di moto, St il loro integrale degli

urti (con le particelle di tutte le specie). La derivata p & determinata
dalla forza agente sulla particella. Questa forza si esprime, a sua vol-
ta, in funzione delle intensita dei campi elettrico e magnetico creati
da tutte le altre particelle nel punto in cui si trova la particella
considerata. Qui sorge, tuttavia, il seguente problema.

Nel caso di particelle neutre (atomi o molecole), in virtu della
diminuzione rapida delle forze interagenti, variazioni sensibili nel
loro moto, interpretabili come urti, si verificano soltanto a piccole
distanze d’impatto (dell’ordine di grandezza delle dimensioni ato-
miche stesse). Negli intervalli tra questi urti le particelle si muovono
come libere; ecco perché a primo membro dell’equazione cinetica

per i gas ordinari si & posto p = 0. Nel plasma invece, in virtu del
raggio d’azione grande delle forze coulombiane, una variazione sen-
sibile del moto delle particelle si verifica anche a distanze d’impatto
grandi; la schermatura delle forze coulombiane nel plasma si pro-
duce soltanto a distanze ~a che, in accordo con la condizione (27,3),
sono grandi persino rispetto alle distanze tra le particelle (si
veda V, § 78 e il problema 1 del § 31). Non tutti questi casi, tuttavia,
si devono interpretare come urti nell’equazione cinetica. Nella teoria
cinetica gli urti caotici rappresentano il meccanismo che porta ad
avvicinarsi allo stato d’equilibrio, con il corrispondente aumento
dell’entropia del sistema. Fra ’altro, gli urti a distanze d’impatto
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—grandi (3:a) non possono servire @ questo meccanismo di Filassa- ]

mento. Il fatto & che l'interazione di due particelle cariche a queste
distanze rappresenta in realtd un effetto collettivo, cui partecipa un
numero grande di particelle. Corrispondentemente anche il campo
efficace, con cui si puo descrivere questa interazione, & creato da un
numero grande di particelle, cioé ha carattere macroscopico. Quindi,
tutto il processo acquista carattere macroscopico reale e non sto-
castico; questi processi non possono implicare aumento dell’entropia
del sistema. Percio vanno esclusi dalla nozione di urti, di cui si tiene
conto a secondo membro delle equazioni cinetiche.

A cid corrisponde la rappresentazione dei valori microscopici
esatti dei campi elettrico (e) e magnetico (h), agenti su una particella
nel plasma, nella forma

e=E-+4e, h=B -+ h, (27,6)

dove E e B sono i valori medi dei campi calcolati in regioni contenenti
numerose particelle, cioé in regioni di dimensioni grandi rispetto
al raggio di Debye. Quanto ai termini ¢ e h’, in questo caso essi
descrivono fluttuazioni casuali dei campi, che conducono a variazioni
casuali del moto delle particelle, ossia ad urti.

Secondo il loro significato esatto E e B nell'espressione (27,6)
sono i valori medi dei campi nel punto in cui si trova la particella
data. Ma in virtd della supposta rarefazione del plasma si pud
trascurare la correlazione tra le posizioni simultanee delle particelle
in esso. Allora il punto in cui si trova una data particella non @
determinato in nessun modo, cosicché E e B si possono intendere sem-
plicemente come valori medi dei campi calcolati nel senso abituale
dell’elettrodinamica macroscopica. Saranno questi campi a determi-
nare la forza di Lorentz, che deve essere sostituita al posto di p nel-
I'equazione (27,5).

In questo capitolo considereremo fenomeni in cui gli urti tra le
particelle del plasma sono inessenziali; in questi casi si parla di
plasma senza urti '). Le condizioni esatte, che consentono di trascu-
rare gli urti, dipendono in generale dall’impostazione del problema.
Ma di solito una condizione necessaria & che la frequenza efficace
degli urti v (I'inverso del tempo medio del cammino libero della
particella) sia piccola rispetto alla frequenza o di variazione dei
campi macroscopici E e B nel processo in esame:

v < o. (27,7)
In forza di questa condizione 1'integrale degli urti nell’equazione

cinetica risulta essere piccolo rispetto alla derivata af/at. Gli urti
si possono frascurare anche nel caso in cui la lunghezza media del

1) In queste condizioni & sufficiente intendere la media nella (27,6) come
media macroscopica ordinaria calcolata in regioni di dimensioni grandi sole
rispetto a distanze medie tra particelle.
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cammino libero delle particelle I ~ v/v sia grande rispetto alla di-
stanza L, alla quale cambia il campo (la « lunghezza d’onda » del
campo). Se indichiamo 1/L ~ k, questa condizione si scrive nella
forma _

v & kv. (27.8)

In questo caso 1'integrale degli urti sard piccolo rispetto al termine
vVf a primo membro dell’equazione cinetica.

Trascurato l'integrale degli urti, le equazioni cinetiche per le
funzioni di distribuzione degli elettroni (7,) e degli ioni (f;) assumono
la forma )

dfe af 1 Ole

G+ Ve —e (E+ 4 [vBl) F= =0, 27.9)
iy af; 1 f

-%ft—-rvjf;‘-f'ze (E += [VB]) _—(TII;-—”—‘O-

A queste equazioni bisogna aggiungere il sistema delle equazioni di
Maxwell mediate )

1 0B

rot E= —— —, divB=0,
¢ o (27,10)
1 0E . 4m , . _ ’
rotB=?7t-' —1 div E = 4np,

dove p e j sono le densita medie delle cariche e della corrente che si
esprimono con la funzione di distribuzione mediante le formule
evidenti '

p=c | Gfi—t) @,

i=e | Ghi—i)vap.

Le equazioni (27,9-11) costituiscono un sistema connesso di equa-
zioni che definiscono contemporaneamente sia le funzioni di distri-
buzione f,, f; che i campi E, B; i campi cosi definiti si chiamano auto-
compatibili. E stato A.4. Viasov (1937) a introdurre il campo auto-
compatibile nell’equazione cinetica; percid il sistema di equazioni
(27,9-11) si chiama equazioni di Vlasov.

In accordo con quanto detto sopra, l’evoluzione delle funzioni
di distribuzione in un plasma senza urti, con campo autocompatibile,
non ¢ legata all’aumento dell’entropia e, quindi, di per sé non pud

(27,11)

!) A rigore, in presenza di campo magnetico lo spazio delle fasi della parti-
cella deve essere definito come spazior, P, dove P = p — ¢A (¢, r)/c & la quanti-
ta di moto generalizzata. Ma d3z d3P = d%z d3p, poiché 1’aggiunta di A non
fa altro che cambiare 1'origine del calcolo della quantitd di moto in ogni punto
dello spazio. Percid si puo riferire la funzione di distribuzione, come prima,
a dér dgp.
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condurre ad equilibrio statistico. Cid ¢ evidente anche dalla forma
delle equazioni (27,9), in cui E e B figurano formalmente soltanto
come campi esterni applicati al plasma.
Ciascuna“ delle equazioni cinetiche (27,9) ha la forma

df

7it—= v (27,12)
dove la derivata lotale significa derivazione lungo la traiettoria de-
scritta dalle particelle. La soluzione generale di questa equazione &
una funzione arbitraria di tutti gli integrali del moto della particella
nei campi E e B.

§ 28. Dispersione spaziale in un plasma

Riscriviamo le equazioni (27,10) nella forma piu abituale per
V'elettrodinamica macroscopica introducendovi, oltre all’intensita
E, anche lo spostamento dieletirico D. In questo caso definiamo il
vettore polarizzazione elettrica P mediante le relazioni

2 =i, divP=—p; (28,1)
la non contradditorietd di queste due formule e garantita dall’equa-~
zione di continuitd div j = —dp/dt (torneremo ancora a questa
definizione pilt avanti nel presente paragrafo). Allora le equazioni
(27,10) assumono la forma

rotE= —~ 8 - divB—0,

1 oD . (28,2)
otB=———, divD=0.

¢ 0Ot

Nei campi deboli il legame tra spostamento dielettrico D e inten-
sithd E & lineare }). Ma gid nei mezzi ordinari questo legame non ha
carattere temporale istantaneo: il valore D (£, r) in un certo istante ¢
dipende, in generale, dai valori E (¢, r) non soltanlo in questo stesso
istante, ma anche in tutti gli istanti precedenti (si veda VIII, § 77).
Nel plasma si aggiunge anche il carattere non locale del legame: il
valore D (¢, r) in un punto r dipende dai valori E (¢, r) non soltanto
in questo punto, ma in generale in tutto il volume del plasma. Questa
proprietd & dovuta al fatto che il moto « libero » (cioé senza urti)
delle particelle nel plasma é definito dai valori del campo su tutta
la loro traiettoria.

I1 legame lineare generale tra le funzioni D (¢, r) e E (¢, r) si puo
scrivere nella forma

t

Dyt ) =Eqy (¢ r)+ S SKaﬁ (t—t', 1, ') Eg (', ') &2’ dt’

1) La condizione di debolezza del campo verrd formulata al § 29.
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(un plasma imperturbato € supposto stazionario). Per un plasma spa-
zialmente omogeneo il nucleo dell’operatore integrale K, dipende
unicamente dalla differenza degli argomenti spaziali r — r’. Ponendo
r—r = pet—t = 1riscriviamo questo legame nella forma

Do(t, ) =Eq(t: )+ | | Kap(x, 0) Bg(t—v. r—p) dipdr.  (283)
0

Come al solito, sviluppando in serie o in integrale di Fourier
si pud rappresentare il campo come un insieme di onde piane in cui
E e D sono proporzionali a ¢i(k*=©1) Per queste onde il legame tra D
e E assume la forma

D, = tap (0, k) Eg, (28,4)

dove il tensore della costante dieletirica &

00

Eap (0, k) = 805+ S § Kop (v, p) eiot-k0 dspdy.  (28,5)

0
Da questa definizione risulta immediatamente che
gap (—0, —k) = &35 (0, k). (28,6)

Quindi, il carattere non locale del legame tra E e D fa si che la
costante dielettrica del plasma risulta essere funzione non solo della
frequenza, ma anche del veltore d’onda; quest’ultima dipendenza si
chiama dispersione spaziale, cosi come la dipendenza dalla frequenza
si chiama dispersione temporale (o di frequenza).

Tornando alle equazioni (28,1-2) ricordiamo che nella formula-
zione delle equazioni di Maxwell per campi variabili in mezzi ordina-
ri, oltre alla polarizzazione dielettrica P, si introduce anche la
magnetizzazione M e, inoltre, la corrente microscopica media si
scinde in due parti: dP/dt e ¢ rot M; nell’onda piana queste espres-
sioni diventano —iwP e ic [kM]. Ma se esiste dispersione spaziale,
per cui tutte le grandezze dipendono lo stesso da k, questa separazion
€ inopportuna. :
~ E da notare anche che se la corrente j e la densita delle cariche p
figurano completamente nella definizione della polarizzazione P
(come ¢ stato fatto nella (28,1)) quest’ultima, in generale, dipende
sia dal campo elettrico E sia dal campo magnetico B. Ma il campo B
si puo esprimere in funzione di E secondo la prima coppia delle equa-
zioni di Maxwell (28,2) conlenente unicamente queste due grandezze,
cioé (per un’onda piana) secondo [kE] = wB/c, kB = 0. Allora la
polarizzazione P sard espressa anch’essa soltanto in funzione di E,
¢io che si intende nella definizione di &g secondo le (28,3-5).

La dipendenza dal vettore d’onda porta nella funzione gqp (®, k)
una direzione prefissata, cioé la direzione dell’argomento k. Percio
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se esiste dispersione spaziale, la costante dielettrica & un tensore
anche in un mezzo isotropo. La forma generale di questo tensore &
la seguente:

: kek ko k .
£ap (0, k) =g, (0, k) (aaﬁ_ 2 ) e (o, k) %52 . (28,7)

Moltiplicandolo per E; il primo termine nella (28,7) da allo sposta-
mento dielettrico D un contributo perpendicolare al vettore d'onda,
e il secondo termine un contributo parallelo a k. Per campi E per-
pendicolari a k o diretti lungo k il legame tra D e E si riduce rispet-
tivamente a D = ¢,Eo0 D = g,E. Le funzioni scalari g, e g; si chiama-
no costante dielettrica trasversale e longitudinale, rispettivamente.
Esse dipendono da due variabili indipendenti: dalla frequenza w e
dal modulo del vettore d’onda i. Per k — O la direzione prefissata
scompare e allora il tensore e.p deve assumere la forma e (o) §qp,
dove & (w) € la costante dielettrica scalare ordinaria, che tiene conto
della sola dispersione di frequenza. Corrispondentemente i valori
limite delle funzioni &, e &; sono uguali e valgono

g (0, 0) = g (0, 0) = & (w). (28,8)

In accordo con la (28,6) le funzioni scalari €; e &; godono della pro-
prieta

g (—w, k) = ef (o, k), & (—ow, k) = &f (0, k). >(28,9)

La dispersione spaziale non incide sulle proprieta di ¢; e &;, quali
funzioni della variabile complessa ®. Per queste funzioni restano
in vigore tutti i risultati noti (si veda VIII, § 82) che si riferiscono
alla costante dielettrica & (w) dei mezzi ordinari senza dispersione
spaziale.

In questo capitolo ci limiteremo alla considerazione di un plasma
isotropo. Sottolineiamo che con ci¢ si presuppone non soltanto la
mancanza di un campo magnetico esterno, ma anche 1'isotropia della
funzione di distribuzione delle quantitd di moto delle particelle
(nel plasma non perturbato da un campo). In caso contrario com-
paiono direzioni prefissate nuove e la struttura tensoriale di eqp
si rende pit complicata.

E stato gid detto che l'origine della dispersione spaziale nel
plasma & legata alla dipendenza del moto « libero » della particella
dai valori del campo lungo la loro traiettoria. E ovvio che sul moto
di una particella in ogni punto della sua traiettoria di fatto incidono
notevolmente i valori del campo non su tutta la traiettoria, ma su
alcuni suoi tratti di lunghezza non troppo grande. L’ordine di
grandezza di queste lunghezze pud essere determinato con due mec-
canismi: mediante gli urti che violano il moto libero sulla traiettoria
o mediante il calcolo del valore medio del campo oscillante durante
il tempo in cui la particella percorre la traiettoria. Per il primo

5
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meccanismo la distanza caratteristica & rappresentata dalla lunghezza
del cammino libero della particella ! ~ v/v e per il secondo dalla
distanza v/ alla quale si sposta la particella con velocitd mediaw
durante un periodo del campo.

Nell'espressione (28,3) alla lontananza della correlazione tra i
valoridi D e di E in punti diversi dello spazio corrispondono le
distanze ry,, a cui diminuisce sostanzialmente la funzione Kqp (7, p).
Si puo affermare, quindi, che 'ordine di grandezza di queste distanze
¢ dato dalla pit piccola delle due grandezze, ! o v/ (bisogna consi-
derarla per le particelle, elettroni o ioni, per le quali essa ha valore
piu grande) '). Se v < o la pid piccola & la grandezza v/w e allora

Feor ~ Ulw. (28,10)

La dispersione spaziale & mnotevole per kre,. > 1 e scompare per
kreor < 1; nell’ultimo caso nella formula (28,5) si pud sostituire
e"k0 ~ 1 e V'integrale cessa di dipendere da k. Il valore di rg,
dalla (28,10) mostra, quindi, che la dispersione spaziale ¢ notevole
per le onde, la cui velocita di fase (w/k) € comparabile o inferiore
alla velocitd media delle particelle nel plasma. Nel caso contrario
limite per

® > kv (28,11)
la dispersione spaziale & inessenziale.

E importante che i valori di reo; nel plasma possano essere grandi
rispetto alle distanze medie tra le particelle (~N-/3). E precisa-
mente questa condizione a rendere possibile la descrizione macro-
scopica della dispersione spaziale nei termini della costante dielettri-
ca anche nei casi in cui la dispersione sia notevole. Ricordiamo (si
veda VIII, § 104) che nei mezzi ordinari sono le dimensioni atomiche
a fungere da lunghezza di correlazione; percid gia la condizione di
applicabilita della teoria macroscopica richiede che sia soddisfatta
la disuguaglianza kreor < 1 (la lunghezza d’onda deve essere grande
rispetto alle dimensioni atomiche). Questa e la ragione per cui in
tali mezzi la dispersione spaziale (che si manifesta nella cosiddetta
attivitd ottica naturale, ad esempio) non & altro che una piccola
correzione.

§ 29. Costante dielettrica di un plasma senza urti

Nel caso generale di k arbitrari, quando la dispersione spaziale
ha un ruolo rilevante, il calcolo della costante dielettrica richiede
che sia applicata l’equazione cinetica. Facciamolo, supponendo

1) In termini pil precisi, per I <« v/w la distanza reor ~ 1 per g;.. A causa
della diffusione delle particelle lungo il campo per la costante dielettrica longi-
tudinale reop ~ (lv/w)¥/2.
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che alla polarizzazione dielettrica del plasma partecipine i soli
elettroni e che il moto degli ioni sia inessenziale (in questi casi il
plasma & detto elettronico); torneremo sull’accettabilitd di questa
ipotesi e sulla generalizzazione dei risultati al § 31.

Nel caso di un campo debole cerchiamo la funzione di distribu-
zione degli elettroni nella forma jf = f, + 8f, dove f, & la funzione
di distribuzione stazionaria isotropa e spazialmente omogenea non
perturbata dal campo e 6f la sua variazione sotto 1'influsso del cam-
po. Trascurando nell’equazione cinetica i termini infinitesimi del
secondo ordine otteniamo

a8f a 8f 1 dfo

GtV =e (B4 vBI) g2

In un plasma isotropo la funzione di distribuzione dipende unica-
mente dal modulo della quantitd di moto. Per questa funzione
il verso del vettore df,/0p coincide con la direzione di p == mv e il
suo prodotto con [vB] si annulla. In tal modo, nell’approssimazione
lineare il campo magnetico non incide sulla funzione di distribuzione.
Per 6f resta 1’equazione

a6f 987
7t TV %

of
—eE o, (29,1)

Come il cémpo E, la funzione &f & supbosta proporzionale
a exp [i (kr — wt)]. Allora dalla (29,1) ricaviamo

¢E 6f0

8f =~ kv—w) 9p ° (29.2)

La condizione di debolezza del campo & dovuta al fatto che si richiede
che &f sia piccola rispetto a f,. Il coefficiente di df,/dp nella (29,2)
8 l'ampiezza della quantitda di moto acquistata dall’elettrone nel
campo E. Questa ampiezza deve essere piccola rispetto alla quantita
di moto media mv {definita in base alla distribuzione f,).

In un plasma imperturbato la densitd delle cariche elettroniche
e compensata in ogni punto dalle cariche ioniche e la densita di
corrente & identicamente nulla per 1'isotropia del plasma. Quanto
alla densita delle cariche e alla densitd di corrente che nascono nel
plasma per la perturbazione dovuta a un campo, esse valgono

p=—e S §f Bp, j= —e S vof d3p. (29,3)

Con 8f queste grandezze sono proporzionali a exp [i (kr — wi)],
" e secondo la (28,1) il loro legame con la polarizzazione dielettrica
é dato dalle formule

kP = —p, —ioP = 1. (29,4)
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Il metodo di calcolo degli integrali nella (29,3) richiede, tuttavia,
una precisazione, in quanto la funzione 8f ha un polo per

o = kv. (29,5)

Perché l'integrale abbia senso, considereremo al posto del campo
rigorosamente armonico (=~ ¢~i!) un campo che si inserisce in modo
indefinitamente lento dall'istante ¢ = —oo. A questa descrizione
del campo corrisponde I'aggiunta alla sua frequenza di una parte
immaginaria infinitesima positiva, cioé la sostituzione w — o + i6,
dove § — —-0. Infatti, in questo caso si avra £ oo e-iotgtd 5 () per
1 — —oo; quanto all’aumento indefinito del campo generato dal
fattore ef® per ¢ — oo, esso & inessenziale poiché in virtd del prin-
cipio di causalitd non puo incidere sui fenomeni considerati per istan-
ti ¢ finiti (fra I’altro, un campo con & << 0 sarebbe grande nel passato,
cid che violerebbe 1'applicabilitd dell’approssimazione lineare ri-
spetto al campo). Quindi, la regola di aggiramento dei poli (29,5)
e definita dalla sostituzione

o — o + i0; (29,6)

?u;sta regola & stata stabilita originariamente da L. D. Landau
1946).

La regola (29,6) puo essere giustificata da un altro punto di vista,
mediante 1'introduzione nell’equazione cinetica di un integrale
degli urti infinitesimo rappresentato nella forma Stjf = —vdf.
L’aggiunta di questo termine a secondo membro dell’equazione (29,1)
€ equivalente alla sostituzione w - @ - iv nel termine 88f/at =
= —iwndf; facendo tendere in seguito v — O riotteniamo la regola
(29,6) 1).

Nelle integrazioni con la regola di aggiramento (29,6) abbiamo
a che fare con integrali della forma

f(z)ds
J £25, 8>0.
In questo integrale il cammino di integrazione nel piano della varia-
bile complessa z passa sotto il punto z = i§; per § — 0 ¢id equivale
all'integrazione lungo 1’asse reale, aggirande dal basso il polo z = 0
lungo una semicirconferenza infinitesima. 11 contributo all’integrale
ottenuto da questo aggiramento & determinato dal semiresiduo del-

1) Nelle considerazioni esposte si tratta infatti di due passaggi al limite:

& campi piccoli (linearizzazione delle equazioni) e a v — 0. Sottolineiamo che il

primo limite si realizza prima del secondo. La necessitd di questo ordine dei

assaggi al limite & dovuta alla necessitd che sia soddisfatta la condizione

f <<k fo mnella linearizzazione; per v = 0 1'aggiunta di 8f diventerebbe infinita
per kv = o.
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I'espressione integranda e, come risultato, otteniamo

o0 o I )
{ L9a=1& L. 4z + inf (0), (29,7)

dove il segno d’'integrale cancellato significa che 1'integrale si cal-
cola nel senso del valore principale. Si pud scrivere questa espres-
sione anche in forma simbolica

z—-zO =P~ -I—mﬁ (2), (29,8)4
dove il simbolo P significa il calcolo (nelle integrazioni ulteriori)
del valore principale.

Calcoliamo la parte longitudinale della costante dielettrica del
plasma. A tal fine ricorriamo alla prima delle relazioni (29,4)
sostituendovi 8p dalle formule (29,3) e (29,2):

. 2 31y d3p

ikP = —¢'E S p i(kv—0—10)
Supponiamo che il campo E (e con esso anche P) sia diretto come k;
allora 4nP = (¢; — 1) E. Otteniamo cosi la seguente formula, che
esprime la costante dielettrica longitudinale del plasma, con una
tunzione di distribuzione stazionaria qualsiasi f (p) (in cui omettiamo
pitt avanti ’indice 0):

47e?

gg=1——5 (29,9)

Sk ap kv—m_zO

Prendiamo la direzione k come asse x. Nell’ espressione mtegranda
della (29,9) solo f dipende da p,, p,. Percid si puod riscrivere in un
altro modo la formula (29,9) introducendo la funzione di distribuzio-

ne soltanto di p, = mv,:
f(px) = S f(p) dpy dpz'
Allora

_ 4 dne T df(py) ___dp
g =1—— g Iy Top—o—T0 ° (29,10)

In un plasma isotropo f (p,) & una funzione pari di p,.

Diamo subito il seguente importante risultato: la costante dielet-
trica di un plasma senza urti & una grandezza complessa; la parte
immaginaria dell'integrale (29,10) & data dalla formula (29,7).
Torneremo al prossimo paragrafo su questo risultato importante,
mentre qui consideriamo le proprieta analitiche della funzione della
frequenza o definita dall’integrale (29,10). Gia dalle proprieta
generali della costante dielettrica & noto che questa funzione pud
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avere punti singolari soltanto nel semipiano inferiore della variabile
complessa « (si veda VIII, § 82); ¢id & conseguenza gid della defi-
nizione stessa (28,5). E utile, tuttavia, vedere come cid deriva imme-
diatamente dalla formula (29,10) e stabilire un legame tra questi
punti singolari e le proprieta della funzione di distribuzione f (p,).

Cambiando la notazione della variabile d’integrazione, scriviamo
I'integrale (29,10) nella forma

df (z) dz
S oln) __d (29,11)

z—/k °
C

Si integra nel piano della variabile complessa z lungo 1’asse reale
aggirando dal basso il punto z = w/k (fig. 7, a). Cosi !’integrale
(29,11) definisce una funzione ana-
litica anche in tutto il semipiano

c w/.k Imz=p Superioredi o;per tutti questi valori
~ di o il polo z = w/k & aggirato,
a) come ci si doveva aspettare, dal

basso. Invece, per prolungamento.
analitico di questa funzione al semi-
Imz=p Piano inferiore di ©, la necessita

¢ /A dell’aggiramento del polo dal basso
. comporta ogni volta uno sposta-
°z mento corrispondente del cammino
b d’integrazione (fig. 7, b). Ma la
Fig. 7 funzione df(z)/dz, regolare per z

reali, ha in generale punti sin-
golari per z complessi (che indichiamo con z,) compreso anche il
semipiano inferiore della variabile z. E impossibile allontanare il
cammino d’integrazione C dal polo z = w/k quando questo polo
si avvicina a uno dei punti singolari z, e il contorno C @& stretto tra
questi due punti. Quindi, la funzione (29,11) ha punti singolari nel
semipiano inferiore di w per valori w/k coincidenti con i punti sin-
golari della funzione df (z)/dz.

§ 30. Smorzamento di Landau

E stato gia notato che la costante dielettrica di un plasma senza
urti ¢ una grandezza complessa (g; = &; -+ ie}). Separando la parte
immaginaria mediante la formula (29,8) abbiamo

- af k
£ = — 4nle? { %7;2‘ 8 (0 — kv) d®p, (30,1)
ossia '
= — 27eim_ df (py) (30,2)

K dpx  [o,=ofk "
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Come & noto, la complessita della costante dielettrica significa
che esiste dissipazione dell’energia del campo elettrico nel mezzo.
Ricordiamo le formule che esprimono 1’energia media dissipata Q
(nell'unitad di tempo e nell'unitd di volume) di un campo elettrico
monocromatico. Se questo campo & rappresentato nella forma com-
plessa

E = Ewkei (kr—wt) ,
nel caso generale di mezzo anisotropo abbiamo )
o 1,
Q=g 7 [£ha (0, k) — g (0, k)] EXEp; (30,3)

la dissipazione & definita dalla parte antihermitiana del tensore €aB-
Se questo tensore & simmetrico, la parte antihermitiana si riduce
a quella immaginaria e allora

Q=-o- e3p (0, k) E,E}, (30,4)

Nel caso di campo longitudinale qui resta solo la parte immagi-
naria della costante dielettrica longitudinale

0= —;’E e; | E |2 (30,5)
Ponendovi la (30,2) troviamo in questo caso che
_ ame?e  df (py)
Q"" '—l E IZ k2 dpx v =0k . (3076)

Quindi, la dissipazione compare gid in un plasma senza urti;
questo fenomeno predetto da L. D. Landau (1946) si chiama smorza-
mento di Landau. Non essendo legato agli urti esso differisce in
linea di principio dalla dissipazione nei mezzi assorbenti ordinari:

1) Questa espressione si ottiene dalla formula generale
Q.=(ED)/4g,
dove le parentesi angolari indicano il valore medio rispetto al tempo (si veda
VIII, § 80). Qui é supposto che E e D siano reali. Se, invece, E & rappresentato

in forma complessa allora nella formula si deve sostituire a E la semisomma
(E +- E*)/2, 11 vettore corrispondente D ha le componenti

1
"2—{6(1{3 ((1), k) Eﬂ+8(¥-ﬁ (—-Cl),——k) E'E}f
e il vettore D
S {—2ag ©, K) Eg-teas(—0, —k) EL}.

Calcolando la media del prodotto ED e tenendo conto della proprietad (28,6},
otteniamo la (30,3) (si veda la nota a pag. 157).
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la dissipazione senza urti non & legata all’aumento dell’entropia
e percid rappresenta un processo termodinamicamente reversibile
(su questo aspetto del fenomeno torneremo al § 35).

Il meccanismo dello smorzamento di Landau & legato stretta-
mente alla dispersione spaziale. Come si vede dalla (30,6), la dissi-
pazione proviene dagli elettroni, la cui velocita nella direzione di
propagazione dell’onda elettrica coincide con la velocita di fase
dell’'onda (v, = w/k); si dice che questi elettroni si muovono in fase
con l'onda ). Nei confronti di essi il campo & stazionario e percio
compie sugli elettroni un lavoro, il cui valore medio rispetto al
tempo non si annulla (come cio si verifica per gli altri elettroni nei
confronti dei quali il campo oscilla). E istruttivo osservare questo
campo in dettaglio, deducendo la formula (30,6) in modo diretto
senza ricorrere all’equazione cinetica.

Supponiamo che 1’elettrone si muova lungo I'asse 2 in un campo
elettrico debole diretto lungo questo. asse

E (t, ) = Re {E el ha—ot) g0}, (30,7)
il fattore et® descrive di- nuovo 1'inserimento lento del campo dal-

I’istante t = —oo. Cercheremo la velocitd v, = w e la coordinata z
dell’elettrone in moto nella forma

w=w, + 6w, x =z bz,

dove 8w e 8z sono correzioni al moto imperturbato z, = wt che avvie-
ne con velocitd costante w, L’equazione del moto dell’elettrone,
linearizzata nelle grandezze piccole, e

m ‘fz-?w = — ek (1, xy) = — e Re {E ektwo-0/kgtb},
Di qui
. Re_Etiz)
b = m Re ik (wog—w/k)-+6?
e E (¢, =) (30,8)
6$ = e — Re y g

m [ik (wog—0/k)-+8]2"

Il lavoro medio compiuto dal campo sull’elettrone nell’unita
di tempo é
q= —e(WE (I, 1)) = —e ((wy+ Ow) E (¢, z,+ 62)) ~

oE
R —ew, <a—$0—- 6x> —e{dw-E (t, zp)),
1) E da notare a questo proposito che la differenza @ — kv rappresenta la

frequenza del campo nel sistema di riferimento che si muove insieme con 1’elet-
trone.
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0, in forma complessa 1),
g= —%Re {woﬁxaaET*—— ﬁw'E*},
0

Sostituendovi E, 8z, 6w dalle formule (30,7-8) otteniamo dopo una
semplice trasformazione

el 9 d we

9= £l dw, 024k (wo—w/k)? *

Ora resta di sommare g sugli elettroni con tutte le possibili quantita
di moto iniziali p, = mw,:

(<3 o0
2| E|2 wed df
Q= S gf (Px) APy = — 5 S SEL K (wo—w/k)E dpy dp,

- 00 - 00
(dopo integrazione per parti). Il passaggio al limite si realizza me-
diante la formula

. 8
gi[(l)l m =nd (Z) (30,9)

e conduce immediatamente all’espressione (30,6).

In accordo con il carattere reversibile della dissipazione senza
urti, Ie condizioni termodinamiche non richiedono che la grandezza Q
sia positiva (come cid si verifica per una dissipazione vera e propria).
L’espressione (30,6) & sempre positiva per una distribuzione isotropa
f (p) (si veda il problema). Per distribuzioni anisotrope, tuttavia,
@ puo essere una grandezza negativa, quando cioé gli elettroni cede-
ranno in media 1’energia all’onda anziché riceverla 2). Questi casi
sono strettamente legati all’instabilitd possibile del plasma (si veda
il § 61) e, quindi, la condizione Q >0 (e percid anche &” > 0) non
é altro che il risultato della stabilitd dello stato del plasma.

Dal punto di vista della raffigurazione fisica dello smorzamento
di Landau descritta sopra, la presenza della derivata df/dp, nella
formula (30,6) si pud interpretare intuitivamente nel seguente modo:

1) Se due grandezze A e B, periodiche rispetto al tempo, sono rappresen-
tate in forma complessa (cn e~ *%), allora

(Re A-Re B)=% {{(A+ A% (B4 B%).

I valori medi dei prodotti AB e A*B* contenenti ¢~%i9% ed ¢21®* si annullano

e resta :

1

Z
?) La deduzione suindicata della formula (30,6) non & legata all’isotropia

della distribuzione. Neanche 1'espressione (30,2) & legata all’isotropia: si veda

piti avanti al § 32.

(Re A-Re B) =-[1:- (AB* 4~ A*B)=— Re (AB*).
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allo scambio di energia con il campo partecipano le particelle di velo-
cita v, vicine a w/k; inoltre, le particelle con v, << w/k ricevono
P'energia dall’onda e quelle con v, > w/k la cedono all’onda; I'onda
perdera energia se le prime particelle superano in numero le seconde.

PROBLEMA

Mostrare che per un plasma isotropo la dissipazione senza urti Q & sempre
positiva.

Soluzione. Nel plasma isotropo f ¢ una funzione unicamente di p? = pi +
-+ p% (px e p, sono le componenti di p, cioé longitudinale e trasversale rispet-

to a k). Scriviamo

dfpe) _ d [ v
—Z%_z dpzx §“P§+Pi)“d (P%) =27py §f’ (Pi+p%)d (p2),

e poiché f (p?) - 0 per p? — oo, allora
af (pzx)

: @px
in modo che df/dp, << 0 per p, = w/k > 0.

=—2np.] (P3),

§ 31. Costante dielettrica del plasma di Maxwell

Applichiamo la formula (29,10) al plasma elettronico con distri-
buzione d’equilibrio degli elettroni (maxwelliana)

N Pi
f(ps) =—('23.;n—7%1—,2‘ exp (—-zﬁ.e—) s (31.1)

dove T, ¢ la temperatura del gas elettronico (tenendo conto che piu
avanti verra considerata anche la componente ionica del plasma,
denotiamo con l'indice ¢ le grandezze riferite agli elettroni). Tro-
viamo

1 ;
@ D=1+ [1+F (55— ], 612
dove la funzione F (x) & definita dall’integrale 1)

oz ¢ e ar =z e’ dz N g
Fa)=—7 S z—x—iO_]/R% — = i Vaze  (31,3)

——C0 -— 00

e si sono introdotti i parametri

T —7,—
Ure = ‘79’1 Qe = '—_—"‘41!1\;832 . (31,4)

1) Per forme diverse della rappresentazione della funzione F (z) si veda il
libro di F.D. Fried, S.D. Conte, The plasma dispertion function, Academic
Press, N.Y., 1961.
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La grandezza vy, ¢ la velocita termica media degli elettroni; a, & il
raggio di Debye definito in base alla carica, alla temperatura e alla
densitad elettronica. :

Le espressioni limite della funzione F (z) per z grandi e piccoli
si possono ottenere facilmente dalla definizione (31,3). Per z>1

seriviamo
T2 < 2
R s R LR S SN
— o0 —00

Gli integrali dei termini in z dispari si annullano e gli altri danno

1

F2)+1~ —W—Z%—+iV}_:xe'x2, z>1. (31,5)

Per z « 1 cambiamo dapprima la variabile d’integrazione z =
= u + z e in seguito sviluppiamo in. potenze di z:

20 o

A, S T
l/;{ z—z VR v =
—0o0 —00
~— -g— e~u? (—-—2.2:) du.
Va o u

Il valore principale dell’integrale del primo termine (dispari in wu)
si annulla e, tenendo conto del secondo termine, troviamo

Fry~ 222+ iVnz, z<1. (31,6)

Queste formule consentono di scrivere espressioni limite per la
costante dielettrica. Per grandi frequenze abbiamo

g=1— f: (1+—3'i'2’i)+

Sm 0Q? 2
+i)/ .’.2‘_ Tong ©XP (———é-;:vT) per w/kvr,>1. (31,7)

Qui & stato introdotto il parametro
I oo ‘
Q,=2ze _ 1/ Inller (31,8)

che si chiama frequenza di plasma (o di Langmuir) per gli elettroni.
Come ci si doveva aspettare, nel caso w/kvy, > 1 la dispersione spa-
ziale conduce unicamente a piccole correzioni alla costante dielettri-
ca, inoltre la parte immaginaria e, risulta essere esponenzialmente
piccola, risultato dovuto al fatto che nella distribuzione maxwelliana
soltanto una parte di elettroni esponenzialmente piccola ha velocita
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Uy = co/k>>vTe Il valore limite della costante dielettrica indi-
pendente da k &

e (0) =1 — (Q/0) (31,9)

Questa espressione si riferisce sia alla costante dielettrica longitu-
dinale che a quella trasversale (si veda la formula (28,8)). E facile
ottenerla mediante considerazioni elementari senza ricorrere all’equa-
zione cinetica.

Infatti, per £ — 0 il campo dell’onda si pud supporre omogeneo

e allora 1'equazione del moto elettronico m\; = —¢E dav = eE/imo,
in modo che la densita della corrente creata dagli elettroni ¢
s eZN,
j=—4o E
D’altra parte, abbiamo
j= —ioP= —ip 2=t g

I1 confronto di queste due espressioni conduce alla formula (31,9).
Nel caso limite inverso per frequenze piccole abbiamo

sl=i+(kvre) [1— (kvre +1 1/2 kvpe ] per o/kvr. < 1.
(31,40)

Sottolineiamo che la dispersione spaziale elimina il polo per = 0,
che ha la costante dieletirica di un mezzo conduttore ordinario.
Notiamo anche che la parte immaginaria é relativamente piccola
(anche se non esponenzialmente) anche per piccole frequenze, ma
questa volta cid e dovuto al piccolo volume di fase degli eletironi,
in cui si verifica la condizione kv = w.

E stato mostrato al § 29 che Ia funzione ¢; (co) definita dall’inte-
grale (29,10) non ha punti singolari nel semipiano superiore di ®
e che i suoi punti singolari nel semipiano inferiore sono definiti dai
punti singolari di df (p,)/dp, come funzione della variabile comples-
sa p,. Ma per la distribuzione maxwelliana la funzione

af (px) P
dpy o Py €XP (—— 2mT)

in generale non ha punti singolari a distanze finite in tutto il piane
complesso p, (cioé & una funzione intera). Percid la costante dielettri-
ca di un plasma maxwelliano senza urti & anch’essa una funzione
intera di ®, cioé non ha affatto singolarita per valori finiti di .

Finora abbiamo considerato il contributo nella costante dielet-
trica dovuto esclusivamente alla componente elettronica del pla-
sma. [l contributo della parte ionica si calcola allo stesso modo e i due
contributi in g, — 1 si sommano semplicemente; otteniamo cosi
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la generalizzazioﬁ;a’ evidente della formula (31,2)
1 ®
&—1=40 [F( V2 kore ) + 1]+

a (k:i)z [F( Vzmva,- ) + 1], (31,11)

Gli indici e ed i distinguono le grandezze riferite a elettroni e ioni:

_ (..TL 1/2 _ vy __[ T; 1/2
Vr: = M) v 4= Qi - 4nN; (ze)z] ’

4N (ze)?
Qp = ATV (31,12)

(M e ze sono la massa e la carica ioniche). L’espressione (31,11) si
riferisce al plasma « a doppia temperatura », in cui ciascuna delle
componenti ha una distribuzione d’equilibrio, ma a temperature
diverse in modo che elettroni e ioni non si trovano in equilibrio
reciproco. Questo caso & completamente naturale, in quanto la grande
differenza di massa rende difficile lo scambio di energia per urti tra
elettroni e ioni.

Di solito, si ha a che fare con la situazione in cui T, < I, in
questo caso vr; K vr,. Tenendo anche conto che sempre Q; < Q,,
é facile concludere che nel caso @ > kvpe > kup; il contributo ionico
@ trascurabile in modo che & valida la formula (31,7). Nel caso limite
inverso abbiamo

1 1 . T ® N
a—l=my gy +i V% Tatiogr e GL13)
© K kvp; & kug,.

Il caso kvp; € w < kvy, sard considerato al § 32.

Tutti i calcoli in questo e nei paragrafi precedenti sono stati
eseguiti per la parte longitudinale della costante dielettrica. Il
calcolo della parte trasversale presenta interesse minore. Infatti, il
campo trasversale si riduce, di solito, alle onde elettromagnetiche
ordinarie, per cui la frequenza e il vettore d’onda sono legati dalla

relazione w/k = ¢/} e;. In questo caso w/k >c¢ > Vg, Ci06 © >
> kvp,; percid la dispersione spaziale & piccola e la costante dielet-
trica si esprime mediante la formula (31,9). Per queste onde non
esiste smorzamento di Landau; poiché la velocita di fase dell’onda
supera la velocita della luce nel plasma non esistono particelle che
potrebbero muoversi in fase con I'onda (a rigore, la dimostrazione
di questa affermazione richiede un esame relativistico; si veda il
problema 4).

e

e
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PROBLEMI

{. Trovare il potenziale del campo elettrico creato da una piccola carica
puntiforme aggiunta e, che si trova a riposo nel plasma.

Soluzione. Tenendo conto della polarizzazione del plasma, il campo & defi-
nito dall’equazione div D = 4me,6 (r). Per un campo costante le componenti
di Fourier dell’induzione e del potenziale sono legate dalla relazione Dy =

=g (0, k) Eg = —ike; (0, k) @y- Percio per ¢, troviamo l’equazione
kD, = kg (0, k) @ = 4%y,

Ricavando ¢ (0, k) dalla (31,13) abbiamo

_ bne
=g

-2 — g=21 g=2
a2=a;2+4a;2.

La funzione delle coordinate corrispondente &

[
1 e—r/a;

o
quindi, la costante dielettrica (31,13) descrive la schermatura della carica statica
in accordo eon V, § 78. La condizione di piccola carica, e, < Na®e, —e,, deve
essere piccola rispetto alla carica delle particelle del plasma nel volume ~a2.
2. Calcolare la costante dielettrica trasversale di un plasma.

Soluzione. Calcolata la polarizzazione elettronica P = —j/iv con j delinito
dalla (29,3), otteniamo il tensore ')
_ 4re? Ve, 0t
eap=dap——3 S kv—ow—i0 dpg &*p- M)

La parte trasversale si separa da e,g come
1 kakﬁ :
8t=-5" [%m—ﬁaﬂ 5z

ed ¢ data dall’integrale

2 3
=12 S 9 &’p P

® Vi gp, kv—o—i0 ?

dovep, = mv 2 1a componente della quantitd di moto, trasversalerispetto a k.
Dopo 1'integrazione rispetto a d®p , troviamo infine per la distribuzione maxwel~
liana f

Q2 ®
g —-—1=——£ F _—T‘—'——) 3
¢ w32 ( Vzvae ( )

con la funzione F definita dalla (31,3); gli ioni portano a g — 1 un contributok
analogo. Nei casi limite abbiamo

u—tm—gt [+ (B22)" |4 ) G o () @

(© > kvre > kvri),

_ 1 1 L/ Q .
L T G ®)

(0 K kvrg K kvre)-

1) In questa espressione il plasma non & supposto ancora isotropo.
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3. Determinare la costante dielettrica di un plasma di elettroni ultrarelati-
vistico; la temperatura To > me? (V. P. Silin, 1960).

Soluzione. L'equazione cinetica conserva la sua forma (27,9) anche nel caso
relativistico. Corrispondentemente restano valide le formule del tipo (29,9)
0 (2) del problema 2. Nel caso ultrarelativistico la velocita degli elettroni v = ¢,
Ia loro energia vale ¢p e la funzione di distribuzione d’equilibrio &

o Nec3 —cp/T
f (P)-'@}LT—g e €.
Troviamo la costante dielettrica longitudinale

1 o
{= 4ele 5‘ f(p)cos8-2np2 dpdcos O
T kT kc cos 0—w— i0 (6)

g}—
-1 0

(6 & 1’angolo tra k e v). L’integrazione della distribuzione f rispetto a 2mp® dp
da N2 e, in seguito, 1'integrazione rispetto a d cos 0, con aggiramento del
polo cos 8 = w/kc dal basso, conduce al risultato

, 4 4nN e? ® 0—ck
& (0 k) —1=—r [H‘ e l“, s ”’
nw/2ke  per w/k<< c,
0 per o/k>c.

Analogamente, partendo dalla (2) troviamo la costante dieletirica trasversa-

(7
e] (o, k)= {

e
, _ TeENge ®? w—ck 20 -
e (0 B)—1=—rr [(1— czkz) e B L ®
e (@ k)—{ T (1—w2/ek2) per w/k<<ec,
LS 0 per w/k >¢.

4. Trovare la parte immaginaria ¢; di un plasma di elettroni non relativisti-
¢o (To < me?) per w/k ~ ¢ > vp, (V. P. Silin, 1960).

Soluzione. Dalla formula (29,9), che & valida qualunque sia la velocita
degli elettroni, dopo integrazione rispetto a d cos 6 ricaviamo

8nlee ¢ f(p) p? mew
e" (@, k)=—gr— S ——d = —e——
( ) k3Te ’ v P, Pm ]/czk2-—o)3 (9)
Fm

il polo cos 8 = w/kv giace sul cammino d’integrazione rispetto a cos 0 soltanto
per w/kv << 1; percid il limite inferiore di integrazione rispetto a dp corrisponde
al valore v = w/k). La funzione di distribuzione per T, « mc?, valida per tutte
le velocita degli elettroni, &

— Ne me? £ (p) .
O ey AL exp( T 7T ), e=c (p? -+ m2c2)1

(i1 valore dell’integrale di normalizzazione & definito dalla regione ¢ — me?
= p?2m ~ Ty < me?). Per o/k ~c¢ > vre nell’integrale (9) & importante la
regione di valori p in prossimitd del limite inferiore, Ponendo nell’esponente

s~ em+as| (= =e(om+ 2 (5 - pm
—Fm
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((- nel fattore davanti all’esponente p = p,,, v = w/k) e integrando rispetto
4 p — py, da 0 a oo, otteniamo

. . 0Q 1 me?
SV T Trer T—(ofkoE P {- Te (V_—i—(m/kc)z —1]}.

Questa formula esprime la legge dell’annullamento di &} per w/ck — 1.

§ 32. Onde di plasma longitudinali

La dispersione spaziale conduce alla possibilitd di propagazione
nel plasma di onde elettriche longitudinali. La dipendenza della
frequenza dal vettore d’onda (0, come si suol dire, la legge della di-
spersione) per queste onde € data dall’equazione

&1 (@, &) = 0. (32.,1)

Infatti, per g; = 0 abbiamo D = 0 per il campo elettirico longitu-
dinale E. Ponendo anche B = 0, verifichiamo identicamente la
seconda coppla di equazioni di Maxwell (28,2). Della prima coppia,
invece, resta 1’equazione rot E = 0, la cui verifica & garantita dalla
longitudinalita del campo: rot E = i [kE] = 0.

Le radici dell’ equazmne (32 1) sono complesse (0 = o' + iw”).
Se la parte immaginaria &/ & positiva, queste radici gxaccmno nel
semipiano inferiore della variabile complessa w, cioé ®” << 0. La
grandezza y = —” rappresenta la diminuzione dello smorzamento
dell’onda che ubbidisce alla legge e~v!. E ovvio che si pud parlare
della propagazione dell’onda soltanto se y < «', ossia la diminuzione
dello smorzamento deve essere piccola rispetto alla frequenza.

Otteniamo tale radice dell’equazione (32,1) supponendo che

(0] >> vae >> vai- (32,2)

Allora alle oscillazioni partecipano i soli elettroni e la funzione
g{w, k) & data dalla formula (31,7). L’equazione g; = 0 si risolve
con il metodo delle approssimazioni successive. In prima approssi-
mazione, omettendo tutti i termini dipendenti da %, troviamo che 1)

o = Q,, (32,3)

vale a dire che le onde hanno frequenza costante indipendente da k.
Queste onde si chiamano onde di plasma o di Langmuir (I. Langmuir,
L. Tonks, 1926). Esse sono lunghe nel senso che

ka. < 1, (32,4)

come c¢id risulta per w == Q, dalla (32,2).

1y Se tenessimo conto delle oscillazioni degli ioni cid 1mp11cherebbe soltanto
una piccola traslazione di questa frequenza: 02 = Qf 4 Qf,
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Per determinare la correzione 'a'iﬁeﬂ&énte da % alla parte reale
della frequenza & sufficiente porre @ = Q, nel termine correttivo
in &’; allora otteniamo

m:%(«+§¢%g (32,5)

(A. A. Vlasov, 1938).
Inoltre, la parte immaginaria &

0" = — 5 Qi (0, K) (32,6)

ed & esponenzialmente piccola insieme con ¢7. Per la sua definizione
(insieme con il fattore davanti all’esponente) bisogna sostituire in &
il valore gid corretto (32,5). Come risultato otteniamo

T 9 { 3
V=1/§ (ka:)3 exp [— 3 (hag)? "7] (32,7)

(L. D. Landau, 1946). In virth della condizione ka, < 1, la diminu-
zione dello smorzamento delle onde di plasma & effettivamente
esponenzialmente piccola. Essa aumenta con la diminuzione della
lunghezza d’onda e per ka, ~ 1 (quando la formula (32,7) ¢ gid
inapplicabile) diventa dello stesso ordine di grandezza della fre-
quenza, cosicché la nozione di propagazione delle onde di plasma
non ha pilu senso.

Lo studio effettuato si riferisce, a rigore, solo al plasma isotropo,
in cui il tensore della costante dielettrica si riduce, in accordo con la
(28,7), alle due grandezze scalari €; e £,. Nel plasma anisotropo (cioé
per una distribuzione f (p) dipendente dalla direzione p) non esistono
onde rigorosamente longitudinali. Tuttavia, per condizioni appro-
priate in esso possono propagarsi onde « quasi-longitudinali », in cui
la componente del campo E®, trasversale rispetto al vettore k,
& piccola rispetto alla componente longitudinale E®:

E®O L ED, (32,8)

Per determinare queste condizioni osserviamo, soprattutto, che
trascurando E® dall’equazione div D = 0 risulta che

kD ~x koeopEf = % kokaeasEW =0.

Questa uguaglianza, che definisce la legge di dispersione delle onde,
si pud riscrivere nella forma (32,1) se la costante dielettrica « longi-
tudinale » & definita come

&1= o Kakptap; (32,9)

sottolineiamo che questa grandezza dipende ora dalla ’direziox_le k.
Tuttavia dalla condizione &, =0 non deriva piu l'uguaglianza
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D = 0; la grandezza
k;
Dy~ e,pER =gy — ED =g, ED
é diversa da zero (nel plasma isotropo, invece, e, = 0 per &; = 0).
In seguito, dall’equazione di Maxwell rot B = ¢-! 9D/dt ricaviamo
la stima del campo magnetico nell’onda

(6]
B = tE

e dall'equazione rot E = —¢-! gB/dt una stima del campo eleltrico
trasversale
t © © V2 na
E® ~ 2B~ (o) eEO. (32,10)

In tal modo, la condizione di « quasi-longitudinalita » (32,8) & sod-
disfatta se I'onda & « lenta » nel senso che

ok < c/VE. , (32,11)

Notiamo, infine, che la formula (29,10) resta in vigore anche per
la grandezza ¢, definita dalla (32,9) nel caso di plasma anisotropo,
come risulta con chiarezza deducendola dall’espressione

1 \
kP — r (kaeaBEﬁ -— kE)

con il campo longitudinale E. In questo caso & importante che nel-
I'equazione cinetica si possa traseurare la forza di Lorentz e [vBl/e
rispetto a eE (sebbene il suo prodotto con df/6p non si annulli pit
identicamente per una funzione f (p) anisotropa). Con la stima (32,10)
abbiamo infatti

|[vB]| wED

~

cEW) kec?

< 1.

Questo rapporto & piccolo sia in virtl della condizione di « lentezza »
dell’onda (32,11) che in virta di v < e.

PROBLEMI

1. Dedurre la legge di dispersione per le oscillazioni trasversali di un plasma.

Soluzione. Per le onde trasversali la legge di dispersione & data dalla rela-
zione w* = c%?/g,. Le oscillazioni ad alta frequenza (o > kvp) corrispondono
alle onde elettromagnetiche ordinarie. Troviamo, con g; ottenuto dalla (31,9)
(si veda anche il problema 2 del § 31),

©? = %2 + Q2.

Questa espressione & valida per qualunque k; lo smorzamento di Landau non
esiste, come & stato indicato alla fine del § 31.

Per le oscillazioni a bassa frequenza (o < kvp,) il moto descritto dagli
ioni & anch’esso inessenziale. Per le onde lunghe (ka, < 1) il termine principale
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pella legge di dispersione &
2 kPctvre

W= —1i e e i,
i Q32 4
@ & una grandezza immaginaria pura e significa smorzamento aperiodico, in
modo che & impossibile parlare, in generale, di propagazione di onde,

2. Dedurre la legge di dispersione delle onde plasmatiche in un plasma
elettronico ultrarelativistico (V. P. Silin, 1960).

Soluzione. Per ® 3> ck la formula dedotta nel problema 3 del § 31 da

- QL 3k3c2
g (0, K)=1— :oze (1'{' 02 )’

dove

47e3 N o2
Q1= 3T : .
Uguagliando a zero questa espressione otteniamo la legge di dispersione
3
ot=03 rel+‘5" c2k?, (ck € Qerel)-
All’aumentare di & questa formula diventa inapplicabile, ma resta sempre

© > ck (e percid lo smorzamento di Landau non esiste). Nel caso limite di &
grandi la frequenza o tende a ck secondo la legge

: 2k2%c?
m=ck[1+20xp (— -—-2)].
39% rel
3. Risolvere il problema 2 per le onde trasversali.

‘Soluzione. Ricorrendo all’espressione di &; (@, k), ottenuta nel problema 3
del § 31, deduciamo la legge di dispersione

6
0t=0Q2 rel+'5— c2k® per o> ck.
Per grandi k l’espressione limite &
3
0= 5 QF oy +eth.

Anche qui resta sempre @ > ck e percio non esiste smorzamento.

§ 33. Onde ionico-acustiche

Accanto alle onde plasmatiche legate alle oscillazioni degli
elettroni, nel plasma si propagano anche onde in cui subiscono oscilla-
zioni notevoli le densitd elettronica e ionica. Questo ramo dello
spettro delle oscillazioni ha uno smorzamento debole (e percid si
puod parlare della propagazione di onde) nel caso in cui la temperatu-
ra del gas ionico nel plasma sia piccola rispetto alla temperatura
degli eletironi:

Ti <K Te' (339'1)

Come sara confermato dai risultati dei calcoli, la velocita di fase
di queste onde verifica le disuguaglianze

v L 0k K Vpe- (33,2)
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La piccolezza dello smorzamento di Landau in queste condizioni
¢ evidente a priori: poiché la velocitd di fase si trova all’esterno
degli intervalli fondamentali di dispersione delle velocita termiche
sia ioniche che elettroniche, soltanto una parte piccola di particelle
pud muoversi in fase con 1'onda e, quindi, partecipare allo scambio
di energia con essa.

I1 contributo degli elettroni alla costante dielettrica, nelle con-
dizioni (33,2), & dato dalla formula limite (31,10) e il contributo degli
ioni dalla formula (31,7), sostituendo le grandezze eletironiche con
quelle ioniche. Con la precisione necessaria abbiamo

0 1 3 a e -
8121~F+W[1+l I/-TWT;J, (33,3)

Trascurando dapprima la parte immaginaria relativamente piccola,
dall’equazione & = 0 ricaviamo

H __ 2T k2

YAt Re T M 1R (33.4)

(nell’ultima espressione abbiamo usato il fatto che N, = zN)).
Per le onde piu lunghe, con la condizione ka, < 1, la legge di di-

spersione (33,4) si riduce alla relazione )

z

o=k} e, re,<t. (33,5)

La frequenza & proporzionale al vettore d’onda come nelle onde
acustiche ordinarie. Le onde che ubbidiscono a questa legge di di-
spersione si chiamano onde ionico-acustiche. La loro velocitd di fase
¢ w/k ~ (T./M)"2, in modo che la condizione (33,2) si verifica effetti-
vamente. Tenendo conto della parte immaginaria e; nell’approssi-
mazione successiva, & facile trovare la diminuzione dello smorza-

mento
r=o)/ 5. @9

Questo smorzamento & condizionato dagli elettroni. Quanto al con-
tributo degli ioni a ¥, esso & esponenzialmente piccolo e contiene il
fattore exp (—zT,./2T;).

Per lunghezze d’onda piu piccole nella regione 1/a, < k < 1/a,
(che esiste in virtd della disuguaglianza supposta (33,1)), dalla (33,4)
si ricava semplicemente

o~ Q;. (33,7)

) La legge (33,5) & stata dedotta da Langmuir e Tonks (1926) e la necessita
della condizione (33,1) & stata indicata da G.V. Gordeev (1954).



PLASMA SENZA URTI 169

Queste onde ioniche sono analoghe a quelle di plasma elettroniche.
E facile provare che anche in questo caso vengono soddisfatte le con~
dizioni (33,2) e che lo smorzamento '

& piccolo. Al diminuire ulteriore % } 7

delle lunghezze d’onda lo smorza- /

mento, tuttavia, aumenta, e per ____/

ka; > 1 il contributo ionico alla e
diminuzione dello smorzamento
¢ comparabile con la frequenza, -

in modo che & impossibile parlare %[

di propagazione di onde. .
Nella fig. 8 & rappresentato >k

schematicamente lo spettro (la 7/‘08 ey

legge di dispersione) per le dette Fig. 8

oscillazioni a basse frequenze (la

curva inferiore) in confronto allo spettro delle onde elettroniche di
plasma ad alta frequenza (la curva superiore). In tratteggio sono
indicate le regioni in cui lo smorzamento diventa grande.

. § 34. Rilassamento della perturbazione iniziale

Consideriamo il problema della soluzione dell’equazione cinetica
con il campo autocompatibile, con le condizioni iniziali assegnate
(L. D. Landau, 1946). Ci limiteremo al caso di un campo elettrico
puramente potenziale (E = —V¢), con campo magnetico nullo
e supporremo che alla perturbazione sia soggetta solo la distribu-
zione elettronica, per distribuzione degli ioni invariante.

Supporremo piccola anche la perturbazione iniziale: la distribu-
zione iniziale elettronica é

(0, v, p) = fo (p) + g (v, P), (34,1)

dove f, (p) & la distribuzione d’equilibrio (maxwelliana) e g < f,.
La perturbazione resta piccola, ovviamente, anche agli istanti suc-
cessivi, in modo che le equazioni si possono linearizzare; cerchiamo-
la funzione di distribuzione nella forma

f (¢ x, p) = fo (p) + 6f (¢, r, P)- (34,2)

Per la piccola correzione 8f e per il potenziale del campo autocom-
patibile @ (£, r) (infinitesimo dello stesso ordine) troviamo un sistema
di equazione composto dall’equazione cinetica

a 81 a8f Ofs
e TV Teve 55 =0 (34:3)

e dall’equazione di Poisson
A =4ne 5 8f dip (34,4)
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(la carica elettronica d’equilibrio & compensata dalla carica ionica).

Poiché queste equazioni sono lineari e non contengono le coordi-
nate in forma esplicita, le funzioni cercate 8f e ¢ si possono sviluppare
in integrale di Fourier rispetto alle coordinate e scrivere le equazioni
per ciascuna componente di Fourier separatamente. In altre parole,
¢ sufficiente considerare soluzioni della forma

8f (¢, v, p) = fx (1, p) €%°, o (&, 1) = gk (t) ei*". (34,5)

Per queste soluzioni le equazioni (34,3-4) assumono la forma
of . . ] ,
i+ kv fu+ ek S =0, (34,6)
kg, = — 4ne S fi d3p. (34,7)

Per risolvere queste equazioni & comodo ricorrere alla trasforma-
zione di Fourier unilaterale definendo 1'immagine fiJx (p) della fun-
zione fy (¢, p) come

o0

£k )= | e (¢, p) . (34.8)
(1]
La trasformazione inversa & data dalla formula
00410 i
. )
n o= [ e m 5, (34,9)
—-oo4-10

dove l'integrale si calcola nel piano complesso » lungo la retta pa-
rallela all’asse reale, passante sopra di essa (o0 >0) e piu alta di
tutte le singolaritd della funzione f,x 1).

Moltiplichiamo i due membri dell’equazione (34,6) per e-iot
e integriamo rispetto a {. Osservando che

00 o0

0fy . L, S ,
S —'atk eiot gt — felot lo —im S et dt = — gy — iofSe
0 0

1} La trasformazione (34,8-9) non & altro che la nota trasformazione di
Laplace

o 4 ico+g
= 1oeman to=ar | 1peran,
0 —i00+0

-aella quale la variabile p & stata sostituita con —iw e, rispettivamente, si &
cambiato il cammino d’integrazione nella formula della funzione f (¢) in base
alla sua immagine fp.
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(dove gy (p) = fx (0, p)) e dividendo per i (kv — @) entrambi
i membri dell’equazione, otteniamo

oF =Tkv1:z)')- [gk —ieqgik %‘ . (34,10)
Analogamente dalla (34,7) ricaviamo
Wi = —dne | 15 () & (34,11)

Sostituendo nella (34,11) £ dalla (34,10) otteniamo giér Iequa-

zione che definisce la sola @i e da essa troviamo che

* 4nte g g (p) &%p
Pok = ~ o, k) ) Thv—0)’

(34,12)

dove si ¢ introdotta la costante dielettrica longitudinale ¢, in accordo
con la (29,9). Introducendo di nuovo {(come al § 29) la componente
della quantitd di meoto p, = mv, lungo la direzione k, riscriviamo
questa formula come segue:

[« ]
) _ 4rte 8 (Px) dpx
Pok = —FEg (0, B T —a) ?

(34,13)

dove

e () = | & (v) dp, dp..

Per la definizione ulteriore della dipendenza temporale del
potenziale secondo la formula di inversione

co+1i0
ok () =_2§E_ S e~ 0ty do (34,14)
—-o+i0
& necessario stabilire preliminarmente le proprieta analitiche di @,k

quale funzione della variabile complessa w.
Un’espressione della forma

Pok = S P (2) e*tdt
0

come funzione della variabile complessa ® ha senso soltanto nel
semipiano superiore. Lo stesso si riferisce anche all’espressione
(34,13), dove il cammino d’integrazione (asse reale p,) passa sotto
il polo p, = mw/k. Come abbiamo visto al § 29, la funzione della
variabile o definita da questo integrale nel suo prolungamento ana-
litico al semipiano inferiore ha singolarita solo nei punti coincidenti
con i punti singolari della funzione gy (p,). Supporremo che gy (px)
come funzione della variabile complessa p, sia una funzione intera
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(cioé che essa non abbia alcuna singolaritd per p, finite); allora 1'in-
tegrale considerato definisce anch’esso una funzione intera di .
E stato detto al § 31 che la costante ¢; del plasma maxwelliano
¢ anch’essa una funzione intera di w. In tal modo, la funzione ¢y,
analitica in tutto il piano w, € quoziente di due funzioni intere. Ne
segue che le uniche singolarita (poli) della funzione ¢, x sono gli
zeri del suo denominatore, cioé gli zeri della funzione g, (0, k).
Queste considerazioni consentono di stabilire la legge asintotica
di decrescenza del potenziale ¢y (), per tempi ¢ grandi. Nella formula
d’inversione (34,14) si integra lungo la retta orizzontale nel piano .
Tuttavia, intendendo con ¢, x una
@ funzione analitica, definita nel suddet-
to modo in tutto il piano, possiamo
spostare il cammino d’integrazione nel
semipiano inferiore in modo tale che
® non sia intersecato nessun polo della
K . . , . .
W funzione. Sia w; = o + iw: la radice

dell’equazione ¢;(w, k) = O avente la
parte immaginaria piu piccola in mo-
dulo (cioe la pit vicina all’asse reale).
Integriamo nella (34,14) lungo un cam-
mino posto sufficientemente lontano
Fig. ¢ sotto il punto o = w, e aggirante
questo punto (cosi come gli altri poli
giacenti sopra) nel modo indicato nella fig. 9. Allora nell’integrale
sara importante (per t grandi) solo il residuo relativo al polo wy;
le altre parti dell’integrale, compress l'integrale esteso alla parte
orizzontale del cammino, saranno esponenzialmente piccole rispetto
al residuo suindicato, in quanto nell’espressione integranda figura
il fattore et che decresce rapidamente all’aumentare di | Im o |.
Quindi, la legge asintotica di decrescenza del potenziale & data dal-
Iespressione

it ~|ojt
e R,

ox (1) o e K (34,15)

vale a dire che con il tempo la perturbazione del campo si smorza
esponenzialmente con decremento y, = | wz | 1).

Per le perturbazioni ad onde lunghe (ka, < 1) la frequenza ws
e il decremento y; coincidono con quelli per le onde di plasma e sono

definiti dalle formule (32,5-6). La diminuzione dello smorzamento

') Se la funzione iniziale g, (p,) ha singolaritd, allora nel novero dei valori

di » concorrenti, oltre agli zeri della funzione g; (@, k), figurano anche i punti
singolari della funziome ¢, provenienti dalla singolaritd dell’integrale nella

formula (34,13). In particolare, se g, (p,) ha una singelaritd (punto di flesso,
ad esempio) sull’asse reale, allora ¢, avra anch’essa una singolarita per v =

= kv, reale. Questa perturbazione (nel plasma senza urtil) in generale non si
smorzera. '
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di queste perturbazioni & esponenzialmente piccola. Nel caso di
perturbazioni ad onde corte (ka, ~ 1) lo smorzamento diventa molto
forte e la diminuzione y, grande anche rispetto a w ).
Soffermiamoci, infine, sulle proprieta della distribuzione elettro-
nica stessa. La funzione cercata fy (¢, p) si ottiene mediante la so-
stituzione della (34,10) nell’integrale (34,9). Oltre ai poli nel semi-
piano inferiore provenienti da ¢,x, l'espressione integranda ha un
polo nel punto o = kv appartenente all’asse reale. Sara questo polo
a determinare il comportamento asintotico dell’integrale per ¢
grandi. Mediante il suo residuo troviamo che
fi (¢, p) o g7V (34,16)
Quindi, la perturbazione della funzione di distribuzione non si
smorza con il tempo. La distribuzione diventa, tuttavia, una fun-
zione della velocita oscillante sempre pit rapidamente (il periodo
di oscillazioni rispetto alla velocitd ~1/kt). Percio la perturbazione

della densita (cioé 1'integrale S fx d3p) si smorza cosi come il poten-

ziale @y 2).

L’evoluzione della funziene di distribuzione secondo la (34,16)
si riferisce al tempo allorché il campo si pud supporre smorzato; la
formula (34,16) corrisponde semplicemente al cammino libero delle
particelle, ciascuna con una velocitd costante. Infatli, una funzione

della forma
f (t, r, p) = g (p) ettkr—kvD (34.17)

rappresenta una soluzione dell’equazione cinetica delle particelle
libere

of o
per una distribuzione iniziale (t = 0) delle velocita assegnata e per
una distribuzione periodica (coeir) delle coordinate.

§ 35. Eco di plasma

I1 carattere termodinamicamente reversibile dello smorzamento
di Landau si manifesta in fenomeni non lineari originali, che si
chiamano eco di plasma. Questi fenomeni compaiono in seguito a

1) Ci si pud chiedere: da dove proviene il grande smorzamento se la « velo-
citd di fase » o)/k giace all’esterno dell’intervallo fondamentale delle velocita
termiche? In realtd, tuttavia, per y > «’ non si pud, in generale, intendere il
rapporto ®'/k come velocita di fase. Se sviluppiamo di nuovo una funzione della
forma e~ i®'tg=Vt in integrale di Fourier, in esso figureranmo componenti con
frequenze in tutto 1’intervallo da 0 a y e con « velocita di fase » da0a ~vyik.

2) Tuttavia, vogliamo notare in anticipo che il carattere oscillante della
distribuzione per ¢ grandi conduce a un forte aumento del numero efficace di
urti coulombiani e, quindi, accelera lo smorzamento della perturbazione che,
in fin dei conti, appare (si veda il problema del § 41).
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quelle oscillazioni non smorzantisi della funzione di distribuzione
(34,16), che restano dopo il rilassamento senza urti delle perturba-
zioni della densita (e del campo) nel plasma. Essi hanno di fatto
un’origine cinematica non legata all’esistenza di un campo elettrico
autocompatibile nel plasma. Dapprima illustreremo cid sull’esempio
di un gas composto da particelle non cariche e non collidenti.

Supponiamo che all'istante iniziale nel gas sia data una pertur-
bazione, in cui la funzione di distribuzione, restando rispetto alle
velocitd maxwelliana in ogni punto dello spazio, varia lungo 1'asse ¢
secondo la legge periodica

8f = A, cos kyz-fo (p) per t=10 (35,1)

(in questo paragrafo con p = mv indicheremo la componente z
della quantitd di moto; la funzione di distribuzione & supposta gia
integrata rispetto a p, e p,). Secondo la stessa legge lungo 1’asse z
(e allo stesso istante £ = Q) varia anche la perturbazione della den=

sita del gas, cioé 'integrale | &8f-dp. Agli istanti successivi la per-
turbazione della funzione di distribuzione variera secondo la legge

8f = A, cos ky (z — vt) f, (p), (35,2)

corrispondente al moto libero di ogni particella lungo 1'asse z con la
propria velocita v. La perturbazione della densitd, tuttavia, si smor-
zera (in un tempo ~1/v,k,;) in seguito allo smorzamento dell’inte-

grale géf dp, in seguito al fattore cos k; (zx — vt) oscillante nelle

velocita nell’espressione integranda. La legge asintotica di questo
smorzamento per tempi ¢ > 1/kvys €& data dall’espressione

8N = S 81 dp o exp (—4 kivpez) (35,3)

(la stima dell’integrale si ottiene con il metodo del punto di sella).

Supponiamo ora che a un istante ¢t = © > 1/k,v, la funzione di

distribuzione sia di nuovo modulata con ampiezza 4, e un vettore

d’onda %, > k,. La perturbazione della densitd che compare si smor-

zera di nuovo (in un tempo ~1/k,v;), ma per ricomparire all’istante

Pk

V=T (35,4)

[nfatti, la seconda modulazione implica la comparsa nella funzione

di distribuzione (all’istante ¢ = 1) di un termine del secondo ordine
deila forma

8f® = 4,4, cos (kyx — k1) cos kyz- £, (p). (35,5)
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L’evoluzione ulteriore di questa perturbazione per ¢ > 1 la trasfor-

ma in
0 = A, 4,f, (p) cos [kyz— kwt] cos [kyx —kyp (t—1)) =

=—;' A A,yfo () {cos [(ky— k) x— (kp — ky) vt - FpuT] -
+cos [(ky -+ ky) £ — (ky + ky) vE -+ kpvr]}.

Si vede ora che all’istante ¢ = 1’ la dipendenza oscillante da v nel
primo termine scompare, in modo che questo termine dara un con-
tributo finito alla perturbazione della densita del gas con il vettore
d’onda ky — k,. L’eco cosi generata si smorzera in seguito in un tem-
po ~1/vy (ky — k;), e Vultimo stadio di questo smorzamento si
effettua secondo una legge analoga alla (35,3).

Passiamo allo studio di questo fenomeno in un plasma elettronico
(R.W. Gould, T.M. O’'Neil, J.H. Malmberg, 1967). I1 suo meccani-
smo resta lo stesso, ma la legge concreta di smorzamento varia sotto
I’influsso del campo autocompatibile.

Supporremo che le perturbazioni siano generate dalle quantitd
di moto di un potenziale esterno (creato da cariche « aggiunte »)
@22  applicate al plasma agli istanti t = 0 e ¢t = t:

e = ;8 () cos kyx + @8 (t — T) cos kyx; (35,6)

inoltre viene supposto che k, >Fk; e © > 1/kyvr, 1/y (k) (dove y (k)
¢ la diminuzione dello smorzamento di Landau).

La perturbazione della funzione di distribuzione (f = f, + 6/)
wverifica 1’equazione cinetica senza urti che, tenendo conto del ter-
mine del secondo ordine, ha la forma

66f aéf 39 dfy __ ap 9 8f
T TV Tl T = %% (35,7)

In questo caso il potenziale @ del campo creato nel plasma (compren-
dente anche la parte « aggiunta » @22 ) soddisfa 1'equazione

A (¢ — ¢t28) = 4ae S 87 dp. (35,8)

Cercheremo la soluzione di queste equazioni nella forma degli
integrali di Fourier
sne_ ey G0 AR
§f = S forn@® == —mog—,

o gy 07 AR
P= S Qurnweirs=o ZLL

1
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Ponendo queste espressioni, moltiplicando in seguito le equazioni
per e~ikx—et) ¢ jptegrandole rispetto a dz df, otteniamo

d
(]il)-—— (!)) fok +€kPon Tfpl":
, dfopr  do’ di’
=—e S (k—E') 9o-ar, h—h"T:)T,L"‘(%,'{j?_ ) (35,9)
—kQu=dne [ fondp—Iggp,  (35,10)

dove
G0 = qg, [6 (b + k) + 6 (k — k)] +
+ 7, 18 (& + ky) + 8 (B — k,)] eior,

Nell’approssimazione lineare (trascurando cio@ il secondo membro
della (35,9)) la soluzione di queste equazioni &

k (ag)

(1) af, Por
fﬁ)h = —e ? ko — @ (ng)v (Pfoik) =Sl ®, k)’ (35’11)

dove ¢; ¢ la costante dielettrica (29,10). A questa soluzione corri-
spondono le perturbazioni smorzantisi dagli istanti t =0 e ¢t = 7
con i decrementi y (k) e y (k,), rispettivamente.

Nell'approssimazione del secondo ordine si deve porre la (35,11)
a secondo membro dell’equazione (35,9) e cosi, per i termini del
secondo ordine nelle perturbazioni della funzione di distribuzione
e del potenziale si ottengono le equazioni

(kv — @) [ + ekl 52 = 2ok, (35,12)
k2l = —4neS @ dp, (35,13)

dove
Ton=—e | (k—K) 9820, nnfh 00 (35,44)

L'effetto cercato, ossia I'eco con il vettore d'onda k, — k,, sard
incluso nei termini a secondo membro dell’equazione (35,12) con-
tenenti 6 (k + (k, — k,)). Riuniamo questi termini nell’espressione
di 7,;. All’istante t = < la perturbazione ¢, proveniente dall’im-
pulso ¢, applicato all’istante ¢ = 0, si smorzera. Percid & evidente
a priori che nella sostituzione della (35,11) nella (35,14) si deve tener

conto in ¢gi solo del termine con @,; i termini cercati della forma

Ior =1, (klv kz) 8 (k — kz + k) +
A Ty (—keyy —ky) 8 (k + by — ky) (35,15)
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si ottengono inoltre dai termini in fg; contenenti ¢,. Dopo I'integra-
zione rispetto a dk’ nella (35,14) otteniamo

Ico (kv kz) =

o0 ey — @
.1(() ')t do’

1 L .
= 1omkh g | e e ne e (4516)

- 00

inoltre, come sempre, la variabile d’integrazione w’ si deve inten-
dere come o' + i01).

L’integrale (35,16) si pud calcolare tenendo conto che T & sup-
posto grande (t > 1/kvy, 1/y). A tal fine spostiamo nel semipiano
inferiore della variabile complessa o’ il contorno d’integrazione, che
inoltre « si attacca » ai poli dell’espressione integranda. Questi poli
si trovano negli zeri delle funzioni ¢; e nel punto o = —k;v — i0.
I primi di questi poli hanne le parti immaginarie negative non nulle
(—v (k) o —y (k,)) e i loro contributi all’integrale (residui nei poli)
si smorzano all’aumentare di T come ¢~¥®, Il contributo che si smorza
proviene soltanto dal polo reale o = —k;v — i0. Otteniamo cosi

s i h
2in o @@uikye O g
2 dp e (—kyw, ky) g1 (0+Fkyw, ky)

Tornando alle equazioni (35,12-13) e sostituendo fi% dalla prima
equazione nella seconda, troviamo

2 47t °§ dlyn dp
Paor = — k?e) (0, k) dp kv—o—i0" (35’18)

Iy (kyy by) = —e

Calcolando la derivata df,,/dp si deve derivare solo il fattore espo-
nenziale nella (35,17), peiché kvt > 1.

Riunendo ora le espressioni (35,15-18) cosi ottenute ed effettuan-
do la trasformazione inversa di Fourier, otteniamo il potenziale
d’eco cercato, con il vettore d’'onda ky; = k, — %,, nella forma

¢ (¢, ) = Re {4 (t) eit=}, (35,19)

Scriviamo subito 'ampiezza A (¢) nel limite asintotico per t —
— 17— oo. In questo limite I'integrale rispetto a o & definito dal
residuo dell’espressione integranda solo nel polo w = kg — i0.
Troviamo, infine,

oo

Kk S dfo e PR gp
K ) Tdp e (kev, Ko &r (— Fw, Fa) e (ka, ko)’

- (35,20)

A(t) = — ine*@,p,T

dove 1’ = kyt/ks.

1) Nel calcolare si deve tenere conto che ¢ dipende unicamente da | k|
e percid nelle notazioni di questo paragrafo (dove &k = k) abbiamo & (0, —k)=
= & ((D, k).
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Questa espressione — 1’ampiezza dell’eco — & massima per ¢ =
= 7', inoltre il valore massimo & properzionale a %, cioé all’inter-
vallo di tempo tra due impulsi. Da ambo le parti del massimo am-
piezza A (t) decresce, ma secondo leggi diverse. L’integrale (35,20)
¢ definito asintoticamente per { — 1’ — oo dal residuo dell’espres-
sione integranda nel suo polo con la parte immaginaria negativa piu
piccola in modulo; questo polo giace per g (ksv, k3) = 0 e la sua

parte immaginaria vale Im v = —v (k;)/ks*). Dall’altra parte dek
t
M T(k2)
lAAAA AAA
z_ vvv'v"\ t

Tlk)ks/k; h h T(k3)

AAAAAAAAAAAAAA '\AAAA“AUM

vvvvvvvvvvvvvm Vvvv‘vvvvvvv' t
T‘/

Fig. 10

massimo, per { — 1’ — — oo, 'integrale & definito dal residuo nel polo
per & (—kw, k) = 0, per il quale Im v = y (k;)/k, (in questo caso
il cammino d’integrazione deve essere spostato nel semipiano supe-
riore della variabile complessa v). Come risultato troviamo che

A@)coexp[—7v (ks) (t—1T")] per I—7' —o00,
A(t)mexp[———]—ck—i’—y(k,)('c'——t)] per t—7 —>—oo. (35,21)

Quindi, I'ampiezza dell’eco, prima che sia raggiunto il massimo,
aumenta con 1'incremento kv (k;)/k, e dopo il massimo diminuisce
con decremento y (k;). La fig. 10 illustra il fenomeno studiato: le

1y E supposto che i vettori d’onda k& < 1/a,. Allora y (k) é esponenzialmente
piccolo e decresce all’aumentare di k. Poiché k; << k,, allora il polo per
&) (kgv, ky) = O si trova a priori pil lontano, per queste ipotesi, dall’asse reale

v che non il polo per g (kzv. k3) = 0
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prime due curve rappresentano I'andamento di variazione del poten-
ziale nei due impulsi applicati agli istanti t=0e t= 1, la terza
curva rappresenta la forma dell’eco. Per le curve sono indicati il
corrispondente decremento o 1'incremento.

I calcoli fatti trascurano gli urti. Percid Ia condizione di appli-
cabilitd della formula quantitativa (35,20) & che all’istante ¢ con-
siderato le oscillazioni della funzione di distribuzione non abbiano
fatto in tempo a smorzarsi sotto l'influsso degli urti. Anticipando
’esposizione ulteriore e usando i risultati del § 41, si pud formulare
questa condizione come segue:

v (vp) (hvp)? 12 < 1, (35,22)

dove v (vy) & la frequenza media degli urti coulombiani dell’elet-
trone. i

§ 36. Cattura adiabatica di elettroni

Consideriamo il problema della distribuzione degli elettroni in
un plasma che si trova in un campo elettrico potenziale inseribile
lentamente. Siano L 1'ordine di grandezza della lunghezza del campo
e 7t il tempo caratteristico della sua variazione. Supporremo che

> Liv,. (36,1)

Al tempo stesso supporremo Tt piccolo rispetto al tempo di cammine
libero degli elettroni, in modo che si trattera come prima di un pla-
Sma Senza urti.

In virtu della condizione (36,1) si pud supporre stazionario il
campo durante il tempo in cui lo percorre 1'elettrone. Con la stessa
approssimazione sara stazionaria anche la funzione di distribuzione
degli elettroni nel campo. Come & stato detto alla fine del § 27, la
soluzione dell’equazione cinetica senza urti dipende unicamente dagli
integrali del moto della particella; per una distribuzione stazionaria
possono essere tali solo integrali non dipendenti esplicitamente dal
tempo.

Ci limiteremo al caso unidimensionale, in cui il potenziale del
campo ¢ dipende solo dalla coordinata x. Poiché il moto lungo gli
assi y e z ¢ inessenziale, si tratterd della funzione di distribuzione f
soltanto rispetto alla quantitd di moto p, (e alla coordinata z).

Nel caso unidimensionale 1'equazione del moto ha due integrali,
di cui non dipende esplicitamente dal tempo (in un campo staziona-
rio) solo uno, ossia 1’energia dell’elettrone,

e=-E L U(a), (36,2)



180 CAPITOLO III

dove U (z) = —ep (x) !). Percid la funzione di distribuzione stazio-
naria dipendera da p, e x soltanto nella combinazione (36,2):
f=171le(z, pi)l (36,3)

Quanto alla forma della funzione f (¢), essa va determinata ricor-
rendo alle condizioni al contorno.

Supponiamo che il campo U (z) abbia la forma di una barriera
di potenziale (fig. 11, a). In questo caso la funzione f (¢) viene defi-
nita dalla forma di distribuzione degli elettroni che arrivano alla
barriera dall’infinito. Cosi, se da ambo le parti lontano dalla barriera
gli elettroni hanno una distri-
buzione d’equilibrio (omogenea

l/(z)A rispetto allo spazio) con tempe-
ratura T',, allora in tutto lo spa-
/\ zio sara valida la distribuzione
Q) T di Boltzmann
- N, e\
I = GrmT o7 OXP ( ""T‘.:) .
)| (36,4)
~ & La densita del gas elettronico,
£ z,\ﬁz invece, sard distribuita ovunque
5) secondo la formula

N, (z) = Ny ®/Te, (36,5)

dove N, & la densita lontano
dalla barriera.

Supponiamo ora che il campo abbia la forma di una buca di po-
tenziale (fig. 11, b). In questo caso la distribuzione degli elettroni
con energia positiva & sara determinata di nuovo dalla distribuzione
delle particelle provenienti dall'infinito; per una distribuzione d’equi-
librio all’infinito, la distribuzione degli eletironi con & >0 sara
di Boltzmann in tutto lo spazio. Ma oltre alle particelle con ¢ >0,
in questo caso esistono anche particelle di energia e <C 0; queste
particelle compiono un moto finito all’interno della buca di poten-
ziale, cio® sono « catturate ». All'infinito non esistono particelle con
& < 0; percio le considerazioni suindicate, in cui I’energia & supposta
come una grandezza rigorosamente conservaiiva, sono insufficienti
per stabilire 1a distribuzione delle particelle catturate. E necessario
considerare anche la variazione dell’energia in un campo non rigo-
rosamente stazionario, per cui risulta che questa distribuzione e,
in generale, dipendente dalla storia passata, ossia dall’andamento
dell’inclusione del campo (4. V. Gurevic, 1967).

Fig. 11

1} 11 secondo integrale del moto pud essere, ad esempio, il valore _iniziale
(a un istante dato) della coordinata z, della particella, espresso in funzione del
tempo e della coordinata corrente lungo la traiettoria z, (¢, z).
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In virtd della condizione (36,1) il campo varia poco durante il
periodo del moto finito compiuto dalle particelle catturate. Come
e noto, in questo caso si conserva il cosiddetto invariante adiabatico,
cioé I'integrale

Xy
I(t &) =2 S [2m (e —U (¢, )]/ dz, (36.,8)

X1

calcolato tra le due frontiere del moto (per ¢ e t dati). Sara ora questa
grandezza a svolgere il ruolo dell’integrale del moto, per mezzo del
quale dovrd essere espressa la funzione di distribuzione delle par-

ticelle catturate:
feat = feat (I (¢, €)) (36,7)

(dove 'energia e, a sua volta, & supposta espressa in funzione di z
e py secondo la formula (36,2)). La forma della funzione (36,7) va
determinata dal fatto che per un'inclusione lenta del campo la fun-
zione di distribuzione sard una funzione continua di &. Percio la
funzione fcay (I), come valore al contorno dell’energia delle parti-
celle catturate, deve coincidere con la funzione di distribuzione delle
particelle che compiono un moto infinito sopra la buca.

I1 caso della buca di potenziale rappresentata nella fig. 11, b,
tuttavia, & particolarmente semplice in quanto 1'energia al contorno
resta (per un’inclusione graduale del campo) costante, uguale a zero.
Allora dalla suddetta condizione al contorno segue che featy si riduce
alla costante

feat = 1 (0), (36,8)

dove f(e) & la funzione di distribuzione delle particelle sopra la

buca. Cerchiamo la distribuzione spaziale degli elettroni in questo

caso se f (g) & la funzione di Boltzmann della forma (36,4).
Sommando il numero di elettroni con ¢ >0 e con & <C 0 abbiamo

oo P
Ne=2{f@ dp.+2{ 1©dps py=@mU |2
P 0

(i fattori 2 tengono conto delle particelle con p, >0 e con p, << 0).
Sostituendovi f (e) dalla (36,4) otteniamo

N, (@, x)=No{e|Ul/Te[1—-(D (y/lTT})]'+21/1;-”T—T}, (36,9)
dove

® () =—2= | e~ du. (36,10)

> va

Sty it
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Per £ € 1 dopo lo sviluppo dell’espressione (36,10) in potenze
di u abbiamo

- . 2 3
@~ —=(t—F).
Percio la distribuzione degli elettroni catturati in una buca poco
profonda (| U |« T,.) & data dalla formula

MmN 1+ ()

Il primo termine correttivo coincide con quello che siotterrebbe dalla
formula di Boltzmann (36,5). Ma gid la correzione successiva diffe-
risce da quella di Boltzmann.

Per § > 1 la differenza 1 — @ (§) & esponenzialmente piccola
{~exp (—E&?). Percid nel caso di una buca profonda (| U | > T,)
nella (36,9) ha importanza solo il secondo termine tra parentesi
graffe, in modo che

N, (¢ 2)=2N, (L2 )"2, (36,12)

al,

All’aumentare di | U ] la densita cresce in modo molto pid lento di
quanto dovrebbe fare in accordo con la formula di Boltzmann.

§ 37. Plasma quasi-neutro

Le equazioni dinamiche del plasma consentono una semplifica-
zione superiore a quella normale per una categoria di fenomeni, nei
quali le dimensioni caratteristiche delle lunghezze e dei tempi sod-
disfano le condizioni seguenti. La dimensione caratteristica L delle
disomogeneita nel plasma & supposta grande rispetto al raggio elet-
tronico di Debye:

a.JL < 1. (37,1)

Quanto alla velocita del processo, essa & supposta definita dal moto
ionico, in modo che la dimensione caratteristica della velociti & data
da una grandezza vr;, piccola rispetto alle velocita degli elettroni.
I1 moto ionico implica una lenta variazione del potenziale elettrico,
appresso cui segue adiabaticamente la distribuzione elettronica.

Siano 8NV, e 8N, le variazioni delle densita degli elettroni e degli
ioni nel plasma perturbato. Queste variazioni creano nel plasma
la densita media di carica non compensata: 8p = e (z0N; — 6N ,).
Il potenziale del campo elettrico generato da queste cariche & defi-
nito dall'equazione di Poisson

Ag = —4ne (z26N; — 8N ). (37,2)
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Come ordine di grandezza A ~ /L% Percid

N, —8Ne| 1
ON, hnel?

|- (37,3)

Se il campo & debole (e < 7.), la variazione della densita elet-
tronica &

SN, ~ eN /T,
(si veda la (36,11)) e allora

28N; —ON,
8N,

Questa disuguaglianza resta valida anche nel caso di una pertur-
bazione forte in cui ep ~ T,; in questo caso SN, ~ N, e dalla (37,3)
deriva nuovamente la (37,4).

Quindi, la densitd non compensata di cariche creata dalla per-
turbazione risulta essere piccola rispetto alle densitd perturbate
delle cariche elettroniche e ioniche separatamente; in questi casi
il plasma si dice quasi-neutro. Questa proprieta consente di definire,
nello studio della cerchia dei fenomeni considerati, la distribuzione
del potenziale nel plasma partendo semplicemente dall’« equazione
di quasi-neutralita »

a
~ 2 <. (37,4)

N, = zN; (37,5)

assieme all’equazione cinetica per gli ioni e all’equazione che esprime
la distribuzione « adiabatica » degli elettroni ).

B ovvio che all'istante iniziale, se si studia un problema con con-
dizioni iniziali, le densitd elettroniche possono essere assegnate in
modo arbitrario e non soddisfano necessariamente la disuguaglianza
{37,4). In questo caso si crea un grande campo elettrico, il quale,
tuttavia, implichera un moto di elettroni che ristabilira presto, du-
rante i tempi « elettronici » caratteristici, la quasi-neutralitd (nel
caso di diffusione questo processo & stato studiato al § 25).

I1 passaggio dall’equazione elettrodinamica (37,2) alla condizione
(37,5) significa non soltanto una semplificazione notevole del sistema
di equazioni dinamiche del plasma, ma anche una variazione teorica
della loro struttura dimensionale. Infatti, il potenziale ¢ figura nel-
I’equazione cinetica e nella distribuzione elettronica soltanto sotto
forma di prodotto per la carica e e nella condizione (37,5) (contraria-

1y Sottolineiamo che questo risultato di per sé si riferisce sia a un plasma
senza urti che a uno con urti. Osserviamo anche che, poiché la deduzione della
disuguaglianza (37,4) non & legata all’ipotesi della debolezza del campo, la
proprieta di quasi-neutralitd & valida anche nei casi in cui le proprieta elettro-
magnetiche del plasma non si possono descrivere mediante la costante dielettrica
{cioe supponendo un legame lineare tra D e E).
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mente all’equazione (37,2)) la carica non figura affatto. Pertanto con
la sostituzione

ep—> ¢ (37,6)

la carica e si elimina in generale dalle equazioni e con essa scompare
anche il parametro dimensionale di lunghezza, cioé il raggio di
Debye a,.

L’assenza del parametro di lunghezza nelle equazioni rende pos-
sibile moti autocompatibili del plasma. Queste soluzioni compaiono
nei casi in cui i parametri dimensionali di lunghezza siano assenti
nelle condizioni iniziali o al econtorno del problema; allora tutte le
funzioni possono dipendere dalle coordinate e dal tempo soltanto
nella combinazione r/t. Supponiamo, ad esempio, che dapprima
il plasma occupi il semispazio x << 0. All’istante ¢ = 0 « si toglie
il tramezzo » e il plasma si espande nel vuoto. I primi a muoversi
sono gli elettroni, in modo che la densita elettronica forma in prossi-
mitd della frontiera uno strato transitorio di larghezza caratteristica
~a.. In un tempo t, > a./vr, il moto elettronico si smorza e, in
seguito, la densitd elettronica segue adiabaticamente il potenziale
secondo la formula di Boltzmann. Ora la variazione di tutte le gran-
dezze & determinata dal moto degli ioni. Percid in un tempo ¢, >
> a.lvp; > a. /v, la frontiera si smussa a distanze superiori ad a,.
A questo punto il plasma diventa quasi-neutro e il moto automodel-
lato.

Scriviamo l'equazione dinamica per il plasma quasi-neutro
nella forma sviluppata supponendo, per fissare le idee, che la di-
stribuzione della densitd elettronica sia ovunque la distribuzione
di Boltzmann:

N, = N e¥"e; (37,7)

come & stato mostrato al § 36, questa distribuzione non viene vio-
lata da un campo variabile lentamente se il campo non contiene
buche di potenziale. La formula (37,7) insieme con la condizione
(37,5) permette di esprimere direttamente il potenziale mediante la
funzione di distribuzione degli ioni:

N z { - -
\P=Teln 2Noi=Teln[TV;'5fid3pJ, (3/,8)
Se, invece, poniamo questa espressione nell’equazione cinetica per
gli ioni (con il campo autocompatibile E = —Vy¢), otteniamo
ol 0f: 9 0 _ -
T Va—r'—ZTea—pTr—lnSfid:’p——O. (3(,9)

E da notare che, malgrado la non linearita di questa equazione, le sue
soluzioni non dipendono dalla densitd media del plasma: se f; (¢, r)
& una soluzione, allora Cf; sard anch’essa una soluzione con il fattore
costante arbitrario C.
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Ricordiamo che nel caso unidimensionale 1'equazione (37,9)
ha una classe di soluzioni caratterizzate dal fatto che la funzione
fi (¢, z, p) in esse dipende dalla coordinata x e dal tempo ¢ soltanto
attraverso una certa funzione ¥ (f, z), cioé

fi = fi [y (¢ z), pl. (37,10)

Queste soluzioni in un certo senso sono analoghe alle onde semplici
dell’idrodinamica ordinaria ).

§ 38. Idrodinamica di un plasma a doppia temperatura

Un plasma a doppia temperatura, in cui
Te>» Ty (38,1)

consente una descrizione teorica estremamente semplice. Abbiamo
visto gia al § 33 che in questo caso nel plasma si possono propagare
onde ionico-acustiche con velocitd ~(7./M)'/2. La stessa velocita
& caratteristica, in generale, per la propagazione di perturbaziont
nel plasma. Poiché al tempo stesso questa velocita é grande (in virtl
della (38,1)) rispetto alle velocitd termiche degli ioni, nella maggio-
ranza dei problemi del moto del plasma si puo trascurare in generale
la dispersione termica delle velocitd degli ioni. Allora il moto della
componente ionica del plasma sard descritto nell’« approssimazione
idrodinamica » dalla velocitd v = v; assegnata come funzione di
punto nello spazio (e del tempo) e soddisfacente 1'equazione

dv

M —E = EZE,
ossia
v 3
= F(vW)v= —;7 E. (38,2)
A questa equazione vanno aggiunte 1'equazione di continuitd
i+ div (Wyv) =0 (38,3)
e I'equazione di Poisson che definisce il potenziale ¢ del campo elet-
trico (e con esso anche l'intensita E = —vV¢):
Ap = —4ne (zN; — N,). (38,4Y

Per quanto riguarda gli elettroni, la loro distribuzione segue
adiabaticamente la distribuzione del campo quando il plasma compie
moti con velocitd v < (T./MM? < vy,. Come abbiamo visto al § 36,
in questo caso 1'espressione concreta per la densitad elettronica V.

1) Si veda 4.V. Gurevié, L.P. Pitaevskij, ZETF, 1969, v. 56, pag. 1778.
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dipende notevolmente dal carattere del campo. Per un campo senza
buche di potenziale questa densitd & data semplicemente dalla for-
mula di Boltzmann (37,7) in medo che l’equazione (38,4) assume la
forma

Ag = —4neN, (% —eTe) . (38,5)

Le equazioni (38,2-3) e (38,5) costituiscono un sistema completo
di equazioni per le funzioni v, N e ¢. Questo sistema pud essere sem-
plificato ancora per un plasma quasi-neutro. In questo caso secondo
la (37,8) abbiamo

zN; VN
ep=T, ln—N—o‘ , eE= —Te—N—i— (38,6)
e la (38,2) si pud riscrivere nella forma
av T, VN; -
-(-)T'i-(VV)V:—— i -N—il' (38,1)

Il sistema di equazioni (38,3) e (38,7) & identico formalmente alle
equazioni idrodinamiche per un gas isotermico perfetto con massa
delle particelle M e temperatura zT,. La velocita del suono in questo
gas vale (zT./M)'? in accordo con la formula (33,5), che esprime la
velocita delle onde ionico-acustiche; in questa approssimazione la
dispersione delle onde non esiste.

L’analogia cosi stabilita con 1'idrodinamica necessita di una pre-
cisazione sostanziale. Come & noto, un sistema di equazioni idrodi-
namiche & ben lungi dall’avere sempre soluzioni continue in tutto lo-
spazio. L’assenza di una soluzione continua nell'idrodinamica ordi-
naria significa il formarsi di onde d’urto, cioé di superfici sulle
quali le grandezze fisiche sono soggette a discontinuita. Nell'idro-
dinamica senza urti non esistono onde d’urto, poiché queste ultime,
per loro natura, sono dovute alla dissipazione di energia che in
questo caso non esiste. L'assenza di soluzioni continue significa qui
che in una regione dello spazio & violata 1’ipotesi della quasi-neutra-
lita del plasma. In queste regioni (che si chiamano convenzional-
mente onde collidenti senza urto) la dipendenza delle grandezze fisiche
dalle coordinate ¢ dal tempo risulta essere oscillante e, inoltire, la
lunghezza d’onda di queste oscillazioni & determinata non soltanto
dalle dimensioni caratteristiche del problema, ma anche dalle pro-
prietd intrinseche del plasma, ossia dal suo raggio di Debye %).

Torniamo alle equazioni pit generali (38,2-4), in cui non & sup-
posta la quasi-neutralitd del plasma. La proprietd pit importante
di queste equazioni & I'esistenza in esse di soluzioni unidimensionali,
nelle quali tutte le grandezze dipendono dalle variabili ¢ e z soltanto

1y Si veda R.Z. Sagdeev, Raccolta « Voprosy teorii plazmy » (Questioni
della teoria del plasma), 1964, op. 4, pag. 20.
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nella combinazione ¢ = z — u#, con u costante. Queste soluzioni
descrivono onde che si propagano con la velocitd u, senza modificare
il proprio profilo. Se passiamo a un sistema di riferimento che si
muove con velocita u relativamente al sistema iniziale, allora il
moto del plasma in esso sara stazionario. Fra le soluzioni di questo
tipo presentano interesse maggiore quelle periodiche nello spazio
e le soluzioni decrescenti da ambo le parti all'infinito. Consideriamo
qui queste ultime, che si chiamano onde solitarie o solitoni 1) (4. A. Ve-
denov, E. P. Velichov, R. Z. Sagdeev, 1961).
Indicando con 'apice la derivazione rispetto a &, dalle (38,2-3)
ricaviamo ;

w—uwv = —751' ¢, (Np) —uN;i=0
(per semplicitd poniamo z = 1).

Integrando queste equazioni con le condizioni al contorno o =0,
v=0, ¥; =N, per £ > oo, troviamo

e u? (u—v)? ‘
we=T 7 (38,8)
u u
Ni=N0u_v=N0[u2_zecp/M]l/20 (38,9)

Quanto all’equazione (38,4), essa da ¢” = —4me (N; — N,), oppure
dopo la moltiplicazione per 2¢’ e l'integrazione

P
2= —8ne | [V, (#) — N, (9)] de. (38,10)
0

Inoltre la funzione N; (¢) & definita dalla (38,9) e N, (¢) dalle for-
mule del § 36. E da notare che nell’onda considerata si ha sempre
@ >0, come cio risulta dalla (38,8). L’energia potenziale dell’elet-
trone in questo campo & U = —eq << 0, cioé nei confronti degli
elettroni il campo ha il carattere di una buca di potenziale.

L’equazione (38,10) riduce a delle quadrature il problema della
definizione del profilo dell’onda ¢ (£). In questo caso la velocitd u
& direttamente legata all’ampiezza dell’onda, ciod al valore massimo
della funzione ¢ () (indichiamo questo valore con ¢,,). Infatti,
per ¢ = ¢, deve essere ¢’ = 0. Uguagliando a zero 1'integrale a se-
condo membro della (38,10) (e integrando in esso il primo termine),
otteniamo 1’equazione

Pm
[t - (1= grarom) =5 | Ne@do,  @8.11)

e
0

1) Dall’inglese solitary.
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che definisce in linea di principio la dipendenza di u da ¢,,. Inoltre,
¢ evidente che deve essere

2eq,/Mu? < 1. (38,12)

Questa condizione in generale stabilisce la frontiera superiore di
tutti i valori possibili dell’ampiezza dell'onda ¢, (e della velocita u).

E da notare ancora che per trascurare completamente gli urti
& necessario che la frequenza del campo o sia grande rispetto alle
frequenze caratteristiche degli urti reciproci sia fra elettroni v,
che fra ioni v;. Ma poiché v, ~ (M/m)/* v; > v; (si veda il § 43),
& possibile una situazione in cui v, > ® > v;. In questo caso gli
urti, come prima, non incidono sul moto ionico, ma la distribuzione
elettronica si pud supporre come di Boltzmann anche in presenza
di buche di potenziale.

PROBLEMA

Determinare il profilo e la velocitd di un solitone di piccola intensita
(¢9m/ T, < 1) in un plasma con elettroni distribuiti secondo la formula (36,11)
(4. V. Gurevié, 1967).

Soluzione. Nella (36,11) devono essere conservati tutti i termini; la comparsa
del solitone & legata all'ultimo termine non lineare in questa espressione. Il
calcolo mediante la formula (38,11) da

w=gr 1455 (52) ]

11 profilo dell’onda si ottiene integrando 1’equazione (38,10) e ha la forma
e
— gmels [ (£22) ).
P Vi5a, \ 2T )

§ 39. Solitoni in un mezzo debolmente dispersivo

L’esistenza (in un mezzo non dissipativo) di onde non lineari con
profilo stazionario & strettamente legata alla dispersione. In un mezzo
non dispersivo 1’inclusione della non linearita viola inevitabilmente
la stazionarietd dell’onda; la velocitd di propagazione dei diversi
punti del profilo dipende dal valore dell'ampiezza in questi punti,
il che implica alterazione del profilo. Cosi, nell’idrodinamica di un
liguido comprimibile perfetto gli effetti non lineari implicano un
aumento graduale della curvatura del fronte d’onda anteriore (si
veda VI, § 94). Quanto alla dispersione, essa, da parte sua, conduce
a uno smussamento graduale del profilo, e le due influenze si possono
compensare mutuamente implicando la stazionarieta del profilo
d’onda.

In questo paragrafo studieremo questi fenomeni in forma generale,
per una categoria sufficientemente larga di casi di propagazione di
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onde in un mezzo debolmente dispersivo non dissipativo, tenendo
conto anche di una non linearita debole.

Sia u, la velocita di propagazione dell’onda nell’approssimazione
lineare trascurando la dispersione. In questa approssimazione, in
un’onda unidimensionale che si propaga in una direzione lungo
T'asse z, tutte le grandezze dipendono da x e ¢ soltanto nella combi-
nazione £ = x — uyl. In forma differenziale questa proprieta si
esprime mediante 1’equazione

ab ab
W"‘_ uo'a_:; == 0’
dove b esprime una delle grandezze oscillanti nell’onda.

Alla velocita costante u, corrisponde la legge di dispersione delle
onde 0 = uyk. In un mezzo dispersivo questa legge non ¢ altro che
il primo termine dello sviluppo della funzione w (k) in potenze di %
piccolo. Con I'inclusione del termine successivo abbiamo 1)

© = ugk — pA?, (39,1)

dove B & una costante che, in teoria, puod essere sia positiva che nega-
tiva.

L'equazione differenziale che descrive nell’approssimazione linea-
re la propagazione dell’onda (in una direzione) nel mezzo con questa
dispersione ha la forma

ab b a%b

57 T4 57 B3 =0;
infatti, per un’onda in cui b ~ exp (—iwt -+ tkx) si ottiene da qui
la (39,1). -

Infine, l'inclusione della non linearita conduce alla comparsa
nell’equazione di termini in b di ordine superiore. Questi termini
devono soddisfare comunque la condizione di annullamento per b
costante (indipendente da z), cid che corrisponde semplicemente
a un mezzo omogeneo. Limitandoci al termine con la derivata di
ordine inferiore (k piccoli!) scriviamo 1’equazione di propagazione
di un'onda non lineare debolmente nella forma

ab ab a3%b ab
-é—{+uo%+ﬁ-a—;§-+abw=0, (39,2)

1) 1] fatto che la funzione o (k) & sviluppabile in potenze dispari di £ deriva
gid da considerazioni sulla realtd. Il sistema iniziale di equazioni fisiche del
moto del mezzo contiene soltanto grandezze e parametri reali. L’unitd immagi-
naria i compare soltanto per sostituzione in queste equazioni di una soluzione
proporzionale a exp (—int + ikz). Percid la legge della dispersione, che compare
in seguito a questa sostituzione, definisce iw sotto forma di funzione di ik a
coefficienti reali; lo sviluppo di questa funzione pud contenere solo le potenze
dispari di i%. Nel caso generale di mezzo dispersivo la funzione @ (k) & complessa
(0 = o' + in”), e allora D’affermazione si riferisce allo sviluppo della parte
reale della frequenza, © (k). Lo sviluppo della funzione ©” (k), invece, per le
stesse ragioni non conterra altro che potenze pari di %.
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dove o € un parametro costante (che, in via di principio, pud essere
anch’esso sia positivo che negativa) ).

Per semplificare la scrittura di questa equazione, introduciamo
al posto di x una nuova variabile E e, al posto di &, una nuova fun-
zione incognita @, definite come segue:

E =22 — ut, a=ab. (39,3)
Allora otteniamo
da da d3a

Questa forma si chiama equazione di Korteweg-de Vries 2). Per fissare
le idee, supporremo dapprima che la costante P sia positiva.

Cercheremo soluzioni che descrivono onde con profilo staziona-
rio. In queste soluzioni la funzione a (¢, &) dipende unicamente dalla
differenza & — vyt con v, costante

a = a(t — vyt); (39,5)
in questo caso la velocitd di propagazione dell’onda &
U = uy + v, (39,6)

Sostituendo la (39,5) nella (39,4) e indicando con un apice la deri=
vazione rispetlo a &, otteniamo I’equazione

Pa” 4+ aa’ — vya’ = 0. (39,7)
Notiamo che essa & invariante rispetto alla sostituzione
a—>a + V, Vo = Vg + |4 , (39’8)

con qualsiasi costante V.
Il primo integrale dell’equazione (39,7) vale
ﬁa”—}-%az—? voa=-62—‘.

Moltiplicando questa uguaglianza per 2a" e integrando ancora una
volta otteniamo

fa’2= "aTa+ voa® €48+ C5. (39,9)

Al posto delle tre costanti vy, ¢; e ¢, & opportuno introdurre altre
costanti, ossia le tre radici del trinomio cubico a secondo membro

1) Sottolineiamo, tuttavia, a scanso di equivoci, che questa forma di non
linearitd debole non & affatto universale. Cosl, la non linearitd debole per la
propagazione delle onde nel plasma, proveniente dall’ultimo termine nella
distribuzione elettronica (36,11) (usata nel problema del § 38) corrisponderebbe
al termine ~1/b 6b/dz in un’equazione del tipo (39,2).

2) Questa equazione & stata dedotta da D.J. Korteweg e G. de Vries (1895)
per le onde su una superficie d’acqua poco profonda.
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della (39,9). Indicando queste radici con a,, a,, as, scriviamo

Ba'?= — % (a—ay) (a—a;) (a—ay). (39,10)

La costante v, & legata alle nuove costanti mediante 1’'uguaglianza
1
v0=-3"(a‘+a2+a3). (39;1’1)

Cercheremo soluzioni dell’equazione (39,10) tali che la grandezza
| a (E) | sia limitata; 'aumento indefinito di |a | contraddirebbe
’ipotesi della non linearitd debole. E facile vedere che questa con-
dizione non & soddisfatta se tra le radici a,, a,, a3 ve ne sono di
complesse; supponiamo che a; e a, siano complesse (e che a, = a}).
Infatti, in questo caso il secondo membro dell’equazione (39,10)
assume la forma | a — a, |* (a3 — @)/3 e a tende senza alcun ostacolo
a —oo.

Quindi, le costanti a,, a,, az devono essere reali; disponiamole
nell’ordine a, >a, > a;. Poiché 1'espressione a secondo membro
dell’equazione (39,10) deve essere positiva, la funzione a (§) puo
variare solo nell’intervallo a; >> a > a,. Senza perdere di generalita,
si pud porre a; = 0; ¢id si pud sempre ottenere con una trasformazio-
ne del tipo (39,8). Dopo questa convenzione riscriviamo 1'equazione
(39,10) come segue:

[3a’2=%(a,—a) (a—a,) a. (39,12)

La soluzione di questa equazione & di carattere diverso per a, = 0
e per a, == 0. Nel primo caso (a, = 0, a; >0) l'integrazione del-
I’equazione da .
a
a(8)=a,ch (% _ ?’%) : (39,13)
I'origine della variabile § coincide con il punto di massimo della
funzione (qui e pit avanti, per semplificare le notazioni, scriviamo
il profilo d’onda come funzione di § = z a un dato istante ¢t = 0).
Questa soluzione descrive 1’onda solitaria (solitone); per & — oo
la funzione « (§) si annulla con le sue derivate. La costante a, da
I’ampiezza del solitone e la sua larghezza decresce all’aumentare
dell’ampiezza come a; /2. Secondo la (39,11) abbiamo v, = a,/3
in modo che la velocitd del solitone ¢

u = u, + a;/3. (39,14)

Questa velocitd w > u, e cresce all’aumentare dell’ampiezza.
Ricordiamo di nuovo che la non linearitd dei processi descritti
dall’equazione di Korteweg-de Vries & supposta debole. La condizione
di questa debolezza ha un significato naturale; cosi, se la variazione
della densitd del mezzo svolge il ruolo della grandezza a, questa



192 CAPITOLO III

variazione deve essere piccola rispetto alla densita imperturbata.
Al tempo stesso il « grado di non linearitd » di questi processi é ca-
ratterizzato ancora da un altro parametro adimensionale, L (a,/B)'/?,
dove L & la lunghezza caratteristica, a; I'ampiezza della perturba-
zione. Questo parametro determina il ruolo relativo degli effetti
non lineari e dispersivi e pud essere sia piccolo (prevalenza dell’ef-
fetto di dispersione) che grande (prevalenza dell’effetto di non
linearita). Per un solitone di larghezza L ~ (f/a,)!/* questo parametro
& dell’ordine 1.

Passiamo al caso a, == 0; allora la soluzione dell’equazione
(39,12) descrive un’onda infinitamente estesa e periodica nello spa-
zio. L’integrazione dell'equazione da

g=a§ V3pda (28)p(s, g (39.15)

le(a;—a)(@a—ax)}'27 \ a,

dove F (s, ¢) & l’integrale ellittico- di. prima . specie:
’ '

F(s,9)= S A — (39,16)

(1 —s2 sen’ ¢)3/2?

dove 1)

sen ¢ = V/ 2, s=]/1——;3’—; (39,47)
1

ay—ay

Vorigine della variabile & coincide con uno dei massimi della fun-
zione a (E).

Invertendo la formula (39,15) mediante 'introduzione della fun-
zione ellittica di Jacobi, otteniamo

¢ =a,dn? (]/T—‘;z;—fzg 5). (39,18)

Questa funzione & periodica e il suo periodo (lunghezza d’onda)
rispetto alla coordinata z vale

B, 3B
x=41/7;F(7,s)=4]/EK(s), (39,19)
dove K (s) & un integrale ellittico completo di prima specie. Il valore
medio su un periodo della funzione (39,18) &
A
1 ¢ E
tla®aE=05or, (39.20)

0

a=

1) 11 parametro dell’integrale ellittico & denotato con la lettera s (al posto
della notazione abituale &) per evitare la confusione con il vettore d’onda.
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dove E (s) & un integrale ellittico completo di seconda specie. E na-
turale considerare un’onda periodica, in cui il valore medio della
grandezza oscillante é nullo. E possibile sempre otteners ¢id mediante
la trasformazione (39,8), sottraendo la grandezza (39,20) dalla fun-
zione (39,18). Allora la velocitad di propagazione dell’onda &

_— _1,_[ al-sf—dg —a, 1? ((:; . (39,21)
A piccole ampiezze delle oscillazioni @, — a, corrispondono
valori del parametro s < 1. Ricorrendo all’espressione approssimata

dn (z, §) ~ 1—-%—2-+-s£¥cos2z, s,

troviamo che la soluzione (39,18) si trasforma in questo caso, come
ci si doveva aspettare, nell’onda armonica :

ay
'ﬁ.
Inoltre, la velocita (39,21) diventa u = u, — a,/3 = u, — BA*
in accordo con la (39,1).

Al caso limite inverso di grandi ampiezze (nel modello di onde
considerato) corrispondono valori a, — 0, mentre il parametro
s— 1. Tenendo conto della formula limite

E()m~ 5o, £-1,

a= a"zi_az + a‘;"" coskx, k=

troviamo che in questo limite la lunghezza d’onda aumenta secondo
la legge logaritmica

A=)/ LBy Lo (39,22)
ay a,
In altre parole, i ventri successivi dell’onda si allontanano 1'uno
dall’altro a grandi distanze. Il profilo dell'onda in prossimita di
ciascun ventre si ottiene dalla (39,18) mediante 1’espressione limite
della funzione dn z per s = 1, valida per z finiti: dn z = 1/ch z.
Come risultato riotteniamo la formula (39,13). Quindi, nel limite
s— 1 un’onda periodica si divide in una successione di solitoni
lontani.

Finora abbiamo supposto che § > 0. Il caso in cui la costante
p << 0 non richiede un esame particolare, il cambiamento di segno
di P nell’equazione (39,4), equivale alla sostituzione § — —E,
a — —a. Poiché per questa sostituzione l'argomento § — vgt nella
(39,5) diventa —& — vyt, la velocita di propagazione dell’onda vale
ora u = u, — v,. Cosi, i risultati ottenuti sopra applicati al soli-
tone cambiano nel senso che la funzione a (§) diventa negativa e la
sua velocita u << u,.

G

X
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L’equazione di Korteweg-de Vries gode di proprietd specifiche
che consentono di stabilire per essa tutta una serie di teoremi gene-
rali. Essi sono basati sul legame formale che esiste tra 1'equazione
di Korteweg-de Vries e il problema degli autovalori di un’equazione
del tipo dell’equazione di Schrodinger (C. S. Gardner, J. M. Greene,
M. D. Kruskal, R. M. Miura, 1967).

Consideriamo 1'equazione

e [gmetB+e]v=0 (39,23)

e supponiamo di nuovo, per fissare le idee, che p > 0. L’equazione
(39,23) ha la forma dell’equazione di Schrédinger in cui la funzione
—a (t, &) svolge il ruolo di energia potenziale dipendente da ¢
come parametro. Sia la funzione a (t, E) positiva in una regione &
e tenda a zero per E — =-oo. Allora I'equazione (39,23) avra autova-
lori € corrispondenti al «moto finito nella buca di potenziale
—a (¢, &) »; siccome la funzione a dipende da t, questi autovalori,
in generale, dipendono anch’essi da t.

Mostriamo che gli autovalori & non dipendono da ¢ se la funzione
a (t, t) verifica 1'equazione di Korteweg-de Vries (39,4).

Esprimendo a dalla (39,23) nella forma

= —68 (¥
a=—6p > +e)
e ponendo nella (39,4), otteniamo dopo un calcolo diretto
P& (yA—pAY, (39,24)

dove

AL, E)=6p (%%%—%w’w’wp’—%w’); (39,25)

pilt importante & che il secondo membro della (39,24) sia espresso
sotto forma di derivata rispetto a & dell’espressione che si annulla
per E—~ 4-oo (ricordiamo che le autofunzioni dello spettro discreto
dell’equazione (39,23) scompaiono all’infinito). Percid 1’integrazione
dell’uguaglianza (39,24) rispetto a tutte le £ da —oo a +oc di

ds_w
2 S P2 dE=0
e, essendo finito I'integrale di normalizzazione della funzione v
che qui figura, ne segue che de/dt = 0.
Mostriamo ora che 1’equazione (39,23) ha un solo autovalore

discreto nel caso di « potenziale » stazionario a (E) del tipe (39,13),
corrispondente a un solo solitone. Con questo « potenziale » 'equa-
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zione (39,23) ha la forma

§ (a%r +e) p=0, (39,26)
dove
Uy = a,/6B; a = (a,/12B)1/2. (39,27)

Gli autovalori discreti dell’equazione (39,26) sono dati dalla formula

g, = —a?(s—n)?, s=%(—1+]/1+l:g°), n=0,1, 2, ...,

dove deve essere n << s (si veda III, § 23, problema 4). Con i valori
dei parametri presi dalla (39,27) s = 1, in modo che si ha il solo
autovalore '

e = —a,/12p. {39,28)

Se, invece, il « potenziale » a (¢, E) rappresenta un insieme di
solitoni separati da grandi distanze (in modo che non esiste « intera-
zione » reciproca), lo spettro degli autovalori dell’equazione (39,23)
sara composto dai « livelli » (39,28) in ciascuna delle buche di poten-
ziale e ognuno di essi sara definito dall’ampiezza a, del solitone cor-
rispondente.

Poiché la velocitd di propagazione del solitone cresce all’aumen-
tare della sua ampiezza, il solitone di ampiezza maggiore raggiungera
sempre, alla fine, quello di ampiezza minore. L'insieme arbitrario
iniziale di solitoni distanti, in seguito agli «urti» reciproci, si
trasformera infine in un insieme di solitoni disposti in ordine cre-
scente di ampiezza (ricordiamo che tutte le perturbazioni descritte
dall’equazione di Korteweg-de Vries si propagano in una direzione!).
I risultati ottenuti sopra permettono di trarre immediatamente una
conclusione interessante: gli insiemi di solitoni iniziale e finale sono
uguali per numero totale e per ampiezze dei solitoni, differendo solo
per l'ordine della disposizione. Cid deriva direttamente dal fatto
che ognuno dei solitoni isolati corrisponde a uno degli autovalori e
e questi ultimi sono indipendenti dal tempo.

In generale, ogni perturbazione positiva iniziale (¢ >0), che
occupa una regione dello spazio finita, nel corso della sua evoluzione,
in accordo con l'equazione di Korteweg-de Vries, si scinde alla fine
in un insieme di solitoni isolati, le cui ampiezze non dipendono pit
dal tempo. Queste ampiezze e il numero di solitoni si possono trovare,
~in teoria, definendo lo spettro degli autovalori discreti dell’equazione
(39,23) con la distribuzione iniziale a (0, &) come « potenziale ».
Se, invece, la perturbazione iniziale contiene anche tratti con a<<0,
allora nel corso della sua evoluzione compare anche un pacchetto
d'onde che si smussa gradualmente senza scindersi in solitoni.

A scanso di equivoci bisogna, tuttavia, precisare che cosa sj
intende con perturbazione iniziale nell’equazione di Korteweg-
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de Vries. Ogni perturbazione reale che compare a un certo istante in un
mezzo, nel corso della sua evoluzione (descritta dall'equazione d’onda
completa del secondo ordine rispetto al tempo), si scinde in generale
in due perturbazioni che si propagano nelle due direzioni lungo
'asse z. Con perturbazione « iniziale » per I'equazione di Korteweg-
de Vries si deve intendere una di queste perturbazioni dopo la scis-
sione.

PROBLEMA

Determinare i coefficienti a e § nell’equazione (39,2) per le onde ionico-
acustiche in un plasma con T; < T,.

Soluzione. 11 coefficiente di dispersione B si ottiene dalla (33,4) in base
allo sviluppo nella grandezza piccola ka,

B = adu,,
dove u, = (zT¢/M)Y2.

Per il coefficiente di non linearitd a si pud trascurare completamente la
dispersione, considerando ciog il caso limite £ — 0. In questo limite comunque
si pud supporre il plasma quasi-neutro e descriverlo corrispondentemente me-
diante le equazioni idrodinamiche per un gas isotermico perfetto (38,3) e (38,7).
Ponendo N; = N, + 0N, scriviamo queste equazioni con precisione fino ai
termini del secondo ordine nelle grandezze piccole 6N e v. Inoltre nei termini
del secondo ordine si pud porre v = u,0N/N,, come si verifica nell'agprossima-
zione lineare per un’onda che si propaga nella direzione positiva ell’asse z
(1o @ la velocitd delle onde nell'approssimazione lineare). Allora le equazioni
assumono la forma

a 8N v 2 _ 2u, 28N

=t TN gz ="z WM =—TF 0 >

" ov , ul G8N __ u} 28N w
wtw, am N e e

Derivando la prima equazione rispetto a ¢, la seconda rispetto a z ed escludendo
8%v/dt 6z, troviamo
8 ] ) i  2m, 0 8 8N
(2w (- +uzs) oW =—Fe 5 (9 5.
Con la stessa approssimazione sostituiamo con —uod/dz la derivata 9/6t a se-
condo membro dell'equazione e nella differenza 4/0¢ — /.,a/az a primo membro.

Infine, eliminando in ambedue i membri le derivate 8/dz e confrontando 1'e-
quazione cosi ottenuta con la (39,2), troviamo

a = uo/Noo

§ 40. Costante dielettrica di un plasma degenere senza urti

Nel calcolare ai §§ 29 e 31 la costante dielettrica del plasma senza
urti abbiamo trascurato completamente tutti gli effetti quantistici.
I risultati cosi ottenuti sono limitati, soprattutto, rispetto alla tem-
peratura dalla condizione di mancanza di degenerazione; per gli
slettroni questa condizione significa che

T> ep ~ BN Im, (40,1)
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dove ey = pj/2m, essendo pp la quantita di moto limite della di-
stribuzione di Fermi per 7 =0, legata alla densitd del numero di
elettroni dall’uguaglianza p#/3n*#® = N.,.

Inoltre, la possibilitd stessa di applicare a un plasma in un cam-
po esterno 1’equazione classica di Boltzmann & legata a certe condizio-
ni imposte al vettore d’onda k e alla frequenza del campo w. Le
distanze caratteristiche di variazione del campo (~1/k) devono essere

- grandi rispetto alla lunghezza d’onda di de Broglie per gli elettroni
(/p), mentre I'indeterminazione della quantitd di moto (~7k),
dovuta a questa disomogeneitd, deve essere piccola rispetto alla
larghezza (~T/v) della regione di smussamento della distribuzione
termica degli elettroni. Per un plasma non degenere si hap ~
~ T/v ~ (mT)2 in modo che queste due condizioni coincidono. Per
un plasma degenere p ~ pp, UV~ Up = pr/m, ma poiché T < ep,
allora T/v < p. In tal modo, & sufficiente che in ambedue i casi si

abbia _

hkv < T. (40,2)
Infine, la frequenza deve soddisfare la condizione

ho < ep (40,3)

vale a dire il quanto energetico del campo deve essere piccolo ri-
spetto all’energia media dell’elettrone (questa condizione, fra !'altro,
di solito & inessenziale).

Consideriamo ora le proprietd dielettriche del plasma rinunciando
alle condizioni (40,1-3) per la sua componente elettronica; la com-
ponente ionica, invece, pud restare non degenere. Calcoleremo la
parte elettronica della costante dielettrica. A questo fine supporremo,
come prima, soddisfatta la condizione che garantisce la possibilita
di trascurare l'interazione tra le particelle del plasma

N, <« %; (40,4)

per € ~ £p questa condizione assume la forma N!/3>> me*/A?,
ovvero e*/fivy < 1 (si veda V, § 80; IX, § 85).

La rinuncia alla condizione (40,2) richiede sin dall'inizio che
sia applicata un’equazione quantomeccanica per la matrice densita.
Poiché l'interazione tra gli elettroni va trascurata, si pud scrivere
un’equazione chiusa per la matrice densita di una particella
0a.0, (t, Ty, Ty) (03, 05 sono gli indici di spin). Supporremo la distri-
buzione elettronica indipendente dallo spin; in altre parole, la di-
pendenza della matrice densita dagli indici di spin si esprime nella
forma del fattore &g, Cche ometteremo. La matrice densita
o (¢, r,, r,) indipendente dallo spin verifica 1'equazione

i = (A, — A}, (40,5)
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dove H ¢ I'operatore di Hamilton dell’elettrone in un campo esterno
e gli indici 1 e 2 denotano le variabili (r, o ry) sulle quali agisce 1'ope-
ratore (si veda III, § 14). Questa equazione sostituisce il teorema -
classico di Liouville (df/dt = 0) per la funzione di distribuzione clas-
sica di una particella.

Calcoleremo (come al § 29) la costante dielettrica longitudinale,
Conformemente a ¢id consideriamo un campo elettrico con il poten-
ziale scalare ¢ (¢, r), in modo che 1'operatore di Hamilton dell’elet-

by

trone e

A he
H= ~Sm V2 eoQ (t, l'). (40,6)

Supponendo debole il campo, scriviamo
p = p(l (rl - l'2) + ‘5P (t’ I'l, l‘z), (4077)

dove p, & la matrice densita del gas nello stato stazionario impertur-
bato e omogeneo (ma non necessariamente in equilibrio); in virta
della sua omogeneita, p, dipende unicamente dalla differenza R —
= r; — r,. La matrice densitd p, (R) & legata alla funzione di di-
stribuzione (imperturbata) degli impulsi degli elettroni n, (p) dalla
formula

o (p) =1 | po (R) e-iomimgg, (40.8)

dove #°, & il numero totale di elettroni (si veda IX, (7,20)). Qui
n (p) é definito come il numero di riempimento degli stati elettronici
quantistici con determinati valori della quantitd di moto e della
proiezione dello spin. Il numero di stati riferiti a un elemento d®p
dello spazio dei vettori quantitd di moto e avente due valori della
proiezione dello spin & 2d°p/(2n%)3. Percid n (p) & legata alla funzione
di distribuzione f (p) usata prima dalla relazione

2
1 (p) ==k (40,9)

Ponendo la (40,7) nella (40,8) e omettendo gli infinitesimi del
secondo ordine, otteniamo 1'equazione lineare seguente, che esprime
la piccola correzione alla matrice densita:

.3 0 K2
[lhﬁ'i- T (B— Az)] Op (¢, £y 1)) =

= —e[Q(t, ry) — (L 1y)] po (ry —Typ). (40,10)
Supponiamo che 1)
@ (I, 1) = Qgyeikr—on, (40,11)
!) L’operatore di Hamilton (40,6) deve essere hermitiano e percid la fun-
zione ¢ in esso (e, quindi, nell’'equazione (40,10)) & reale. Dopo aver scritto

I’equazione (40,10), e data la sua linearitd, la si puo risolvere separatamente per
ciascuna delle componenti monocromatiche complesse del campo.



PLASMA SENZA URTI 199

Allora la dipendenza della soluzione dell’equazione (40,10) dali;'
somma 1, + r, (e dal tempo) si pud separare ponendo

8p =exp [zki‘—;};ﬁ- — imt} gox (r—T3). (40,12)
Ponendo questa espressione nella (40,10) otteniamo 1'equazione per
8ok (R): R
K2 . k2 Fixd k2
[ho+ 9 (vig) —2m (Vi) |eac®)=
= —eQay (e’ R/2—e-ikR12) oy (R).

Ora si pud passare in questa equazione allo sviluppo di Fourier
in R. Moltiplicandone i due membri per exp (—ipR/R) e integrando
rispetto a d% otteniamo (tenendo conto della (40,8))

[hw—e (p+—h25) +e (p—%k)]gmk ) =

e (o) e 28)]

(dove & (p) = p*/2m), ossia

€9 1k /2) — —rk/2
Zox (p) = h./;/o‘t no (P+ m)_ kn‘? @ 2)

(40,13)

Il valore della matrice densitd per r, = r, == r definisce la den-
sitd del numero di particelle nel sistema: N = 2.47p (¢, r, r) (si
veda IX, (7,19)). Pertanto la variazione della densitd elettronica
sotto l'influsso del campo &

N, =240 (¢, 1, T) = 2 eikr—oh g\ (R = 0),

ossia, esprimendo gex (R = 0) in funzione delle componenti di
Fourier,

BN o= 247 5eMr-00 { gou (p) ks (40,14)

La variazione corrispondente della densitd delle cariche & —edN,.

La costante dielettrica si calcola ora come abbiamo fatto al § 29:
partendo dal legame della densita di carica con il vettore polarizza-
zione dielettrica (—edN, = —div P = —ikP) scriviamo

g —1 g—1
86N9=i -—%T Ek =k? l4n Pok-
Troviamo cosi la seguente formula per la parte elettronica della
costante dielettrica longitudinale del plasma con funzione di di-
stribuzione degli elettroni n (p) (nella quale omettiamo ora Vindice 0):

_ 4re? ( nli(p-+hk/2)—n(p—hk/2) 2d%p
& (0, k)—1=—— S kv—o—i0 (2nr)? (40,15)
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(Ju. L. Klimontovi¢, V. P. Silin, 1952); I'aggiramento del polo
nell’integrale & determinato, come al solito, con la regola di Landau.

Nel caso quasi-classico se sono soddisfatte le condizioni (40,2-3),
si possono sviluppare le funzioni n (p + %k/2) in potenze di k.
Allora

kk , rky on (p)

(o) —n(p—7) o0

e la formula (40,15) si trasforma (tenendo conto del legame (40,9))

nella vecchia formula (29,9). Sottolineiamo, tuttavia, che la di-

stribuzione » (p) in questa formula si pud riferire a un plasma de-
genere.

Applichiamo la formula (40,15) a un plasma elettronico completa-
mente degenere per T' = 0 quando n (p) = 1 perp<<pren(p)=0
per p > pyr. Sostituendo in ambedue i membri della (40,15) la varia-
bile d’integrazione p + %k/2 — p, otteniamo

bt 1 24%p

1
hk? S {m+—kv+i0_m_—kv+i0 (2nk)® *
p<pF

8;—’1’:

dove ®: = o + %k*2m. Un'integrazione elementare, anche se
abbastanza pesante, da

393
m (0 — k%) o+ kup
g (0)=—pm—In o —Jop ?

inoltre, il logaritmo deve essere inteso come In |u | — in se il suo
argomento u << 0; la « frequenza di plasma » Q. ¢ definita, come
prima, nel seguente modo: Q, = (4nN e /m)1r2,

Nel limite quasi-classico per %k < Pr fio < ep 1) la formula

(40,16) conduce alla seguente semplice espressione non contenente %:
3Q; (0] O+kvp 1,
W [1"' o 2 o —Top J"'

[0 per | o | > kvp,

i3n%w/2 (kvp)® per |o| < kvg.

Un interesse particolare presenta il caso statico. Per o=20
Pespressione (40,16), quale funzione di k, ha una singolaritd nel
punto in cui %k coincide con il diametro della sfera di Fermi:

Bk = 2p g 40,18)

31—1=

(40,17)

1) Per T = 0 queste condizioni sono sufficienti. Infatti, il valore limite di
&; per kkvp/ep - 0 e T — 0 non_dipende dall’ordine in cui si passa al limite.
Percid la relazione tra %kvy e T & inessenziale.
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in questo punto I'argomento di uno dei logaritmi si annulla. Nel
suo intorno '

e? 1
& (0, k)—ii—m[i—glnl—g—d, , (40,19)

E=(Bk—2pp)2pr, |&l<1.

Mostriamo che I'esistenza di questa singolarita (detta singolarita

di Kohn) conduce a una variazione del carattere della schermatura

del campo delle cariche nel plasma, che diventa non esponenziale 1),
Scriviamo 1’espressione (40,19) nella forma _

£, (0, k) =p—at ln-l—é—l, §(40,20)
dove o = ¢*/2nhvy e la costante B pud contenere anche un contri-
buto senza singolaritd, proveniente dalla componente ionica non
degenere del plasma.

La componente di Fourier del campo, creato da una piccola carica
puntiforme e; a riposo nel plasma, si esprime in funzione della co-
stante dielettrica mediante la formula

4
CPk=7§T£’—E* (40,21)
(si veda il problema 1 del § 31). Per il potenziale ¢ (r), quale fun-
zione della distanza dalla carica e;, abbiamo

e 43k 1 ¢ .
Q(r)= S P T =g Im (5 ouetrkdk.  (40,22)

Per £ — 0 la funzione ¢ (k) tende a un limite costante e non ha
singolaritd. Percié il comportamento asintotico dell’integrale nella
(40,22) per r > oo & determinato dalla singolarita di questa funzione
per %k = 2py. Nel suo intorno

eynth2

¢k=—3ﬁ[1f+%§ln'—é7].

Il contributo di questa regione al valore asintotico dell'integrale &

oo
Q(r) ~ f["ﬁfr‘ Im (PP ), J= 3 §ln.,.—|—é-‘— ZIPFTE/M e

-— 00 :
per la rapida convergenza (si veda pid avanti) l'integrale rispetto
a £ si pud estendere da —co a -+ co.

Per calcolare 1'integrale J dividiamolo in due parti: da —c0 a2 0

e da 0 a oo e in ciascuna di esse ruotiamo il cammino d’integrazione
nel piano della variabile complessa &, in modo che esso coincida con
il semiasse immaginario superiore. Ponendo in seguito § = iy,

1) Le conseguenze fisiche della singolarita che compare c¢cn la condizione
(40,18) sono state indicate da W. Kokn (1959).
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otteniamo

o0

J= S Pl il [ln ——_ii—y-—ln -1—J y dy.
0

La differenza tra parentesi quadre si riduce a in in modo che J =
= in (h/2ppr):. Infine troviamo '
~ E12R% cos (2ppr/h)

¢ (r) ~ 2521,% re . (40’23)

Quindi, il potenziale del campo schermato lontano dalla carica

oscilla con ampiezza decrescente come una potenza. Questo risultato,

ottenuto per un plasma degenere per ' = 0, resta valido per tempe-
rature piccole, ma finite a distanze r < hvy/T.

PROBLEMA

Determinare lo spettro delle oscillazioni elettroniche di un plasma degenere
per T = 0 nella regione quasi-classica dei valori di 4.

Soluzione. La dipendenza o (k) & data dall’equazione g; (0, k) =0 con g
definito dalla (40,17). Per k piccoli (kvg < Q,) st ha kvplo < 1; sviluppando

(7]
98 —%
//u)f“
r
k
Fig. 12

infatti € (@, k) in potenze di questo rapporto, otteniamo

_ 3 kvp 2

=21+ (=) ] W

(A. A. Vlasov, 1938) ). Questa parte dello spettro corrisponde alle oscillazioni

del plasma ordinarie (si veda la (32,5)). )
Per k grandi (kvp 3> Q,, ma come prima hk < pp) si ha @ = kvg. Risol-

vendo 'equazione ¢; = 0 con il metodo delle approssimazioni successive ot-
teniamo

2k%% -
w:kvp[i—}—Zexp(—-—g—QT-—-—Z)J (2)
- e

(I. I. Goldman, 1947). Questa parte dello spettro & analoga al suono nullo nel
gas di Fermi privo di carica (si veda IX, (4,16)).

L’andamento dello spettro & rappresentato schematicamente nella fig. 12.
Notiamo che ovunque &/k > vp, e poiché per T = 0 non esistono particelle con
velocitd v > vp, lo smorzamento di Landau @& rigorosamente nullo.

1) Notiamo che la condizione di quasi-classicita della frequenza Q, in un
plasma degenere (AR, < €5) coincide con la condizione (40,4) di plasma per-
fetto.
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URTI IN UN PLASMA

§ 41. Integrale degli urti di Landau

Lo studio delle proprieta del plasma, che tenga conto degli urti
tra le particelle, inizia dalla deduzione dell’equazione cinetica per
la funzione di distribuzione degli elettroni e degli ioni.

La specificitd di questo caso & legata alla lentezza con cui decre-
scono le forze di interazione coulombiana tra le particelle cariche. Con
Papplicazione letterale dell’integrale degli urti di Boltzmann questa
circostanza conduce alla comparsa di divergenze negli integrali
a grandi distanze tra le particelle collidenti. Cio significa che sono.
essenziali gli urti lontani. Ma a grandi distanze le particelle non
deviano che con una piccola variazione delle quantitd di moto.
Questa circostanza consente di dare all’integrale degli urti una for-
ma identica a quella che esso ha nell’equazione di Fokker-Planck.
A differenza di quest’ultimo, tuttavia, l'integrale non & pid lineare
rispetto alle funzioni di distribuzione cercate. Ma la piccolezza rela-
tiva delle variazioni della quantitd di moto in seguito agli urti
significa che il processo descritto dall’integrale degli urti si pud
considerare come diffusione nello spazio dei vettori quantitd di
moto. Ne segue che 1'integrale si pud rappresentare nella forma

0sq
pa ?

dove s & la densitd del flusso di particelle nello spazio dei vettori
quantitd di moto; il problema consiste nell’esprimere questo flusso
mediante la funzione di distribuzione.

Scriviamo nella forma

wf (p) ' (p') dPqd®p’

il numero d'urti (in un secondo) cui & soggetta una particella di
quantitd di moto p con particelle di quantitd di moto p’ nell’inter-
vallo @', dove p e p’ si trasformano rispettivamente in p + q
e p’ — q; qui si tiene gid conto della conservazione della quantita
di moto in seguito a urti. Per brevitd, non scriviamo gli argomenti
t, r nelle funzioni di distribuzione. Le particelle p e p’ possono ap-
partenere a una medesima o a diverse specie di particelle nel plasma
(elettroni, ioni). Supporremo la funzione w espressa mediante le
semisomme delle quantitd di moto di ciascuna particella prima

Stf= —divps=—
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e dopo urti e mediante la quantita di moto trasmessa q:
q q . .
w(p+g, P—5ia);

8 ovvio che questa funzione dipende dalle specie di particelle colli-
denti. In virtd del principio dell’equilibrio dettagliato (2,8) la fun-
zione w © simmetrica rispetto alla permutazione delle particelle
iniziali e finali:

w(p+2, - Lia)=ui(p+4: P —5 —q). G0

La funzione w contiene un fattore funzionale § che esprime la con-
servazione dell’energia in seguito a urti (la conservazione della quan-
titd di moto & gia inclusa).

Consideriamo un’area unitaria sita in un punto p dello spazio
dei vettori quantitd di moto (delle particelle di una data specie),
perpendicolare all’asse p,. Per definizione, la componente s, della
densita del flusso rappresenta il sovrappit del numero di particelle
(di una data specie) che attraversano nell’unitd di tempo questa
area da sinistra a destra rispetto al numero di particelle che 1’attra-
versano da destra a sinistra. Lo spostamento nello spazio dei vettori
quantitd di moto & il risultato degli urti. Se per I'urto a una parti-
cella si trasmette la componente & della quantita di moto g, (gq >
> 0), allora in seguito a questi urti 'area sard attraversata da
sinistra a destra dalle particelle, in cui questa componente prima
dell’urto giaceva nei limiti da p, — g4 & pg- Percio il numero totale
di particelle che attraversano 1'area da sinistra a destra &

Pq
S {@afer | wle+d, v—Fia)7 @7 @) dpa.
9q>0 Pp—9q
La sommatoria & estesa a tutte le specie di particelle cui si riferiscono
le grandezze segnate con l'apice (ccmprese, ovviamente, le parti-
celle di una data specie cui appartengono le grandezze senza apice).

Analogamente, il numero di particelle che attraversano la stessa
area da destra a sinistra si pud rappresentare nella forma

pa
2 S d3qu3p’ S w(p+3, P —5; —q) X
928 Py 0ol
xf(p+a)f (p'—a)dp,-
In virtd della (41,1) le funzioni w in entrambi gli integrali sono

uguali. Percid la differenza di questi integrali contiene nell’espres-
sione integranda la differenza

e —fe+9f @ —a-
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Ricorriamo ora alla piccolezza della quantita di moto q trasmessa
(e precisamente, alla piccolezza dei valori q, essenziali negli inte-
grali, rispetto a p e p’). Sviluppando la differenza suindicata in
potenze di q, otteniamo a meno di termini del primo ordine |

51 (p) 01" (p7)
[—- ope | (@)1 (D) T ]qfs.

Dopo questa operazione possiamo sostituire, con la stessa appros-
simazione, nelle espressioni integrande ,

w(p+4, P'—3iq)=wp P 0.

Quanto all’integrazione rispetto a dp,, estesa al piccolo intervallo
tra p, — o © Po, la si pud sostituire semplicemente con il prodotto
per il valore di questo intervallo g,. Come risultato otteniamo

fo= f dq Sw(p, p’; @) X

‘141>0
" (') v oy 1 (D) '
X [.f(P)—ap—g——f () “aﬁ] 928 8°p".  [(41,2)

In virty della formula (41,1), w (p, p’; q) @ una funzione pari
di q, pertanto & pari tutta l'espressione integranda nella (41,2). Cid
permette di sostituire l'integrale esteso al semipiano g, >0 con
la meta dell’integrale esteso a tutto lo spazio q.

Riscrivendo 1'espressione (41,2), introduciamo in essa al posto
della funzione w la sezione d’urti secondo la formula

id¥qg=|v—v ldo.

Come 8 stato gia precisato per la scrittura dell’integrale degli urti
nella forma (3,9), dopo questa operazione si pud supporre che il
numero di integrazioni indipendenti sia gid diminuito con I'inclu-
sione della legge di conservazione dell’energia. In tal modo, la
densitad del flusso della quantitd di moto nello spazio dei vettori
quantitd di moto per le particelle di ogni specie assume la forma

. a 7 ’ , , a ,
s¢=2 S [f._(P)_%I%—)._f (p)%g—)] B d%p’, (41,3)

dove
Baﬂ=’%‘ S 9ugs | v—V' | do, (41,4)

Restano da calcolare le grandezze B,g per gli urti tra le particelle,
interagenti secondo la legge di Coulomb.

Per una deviazione di un piccolo angolo la variazione della
quantitd di moto q delle particelle collidenti & perpendicolare alla
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| ee’ |/hvee>1 (si veda III, § 127). Abbiamo cosi
apv? | ee’ |
L=1nT“e7fEL per . (41,10)
Nel caso limite inverso, in cui |ee’ |/, <1, la diffusione
deve essere considerata in modo quantomeccanico, ¢ioé nell’appros-
simazione di Born. La sezione di diffusione in questo caso si esprime
in funzione della componente di Fourier del potenziale di diffusione
con il vettore d’onda g¢/A. Il contributo a questa componente prove-
niente dalla « nube » schermante di cariche (di dimensioni ~a)
diventa piccolo per ga/hi >= 1; nel dato caso ¢id rappresenta proprio
la condizione che la diffusione sia puramente coulombiana. Percid
I'angolo ymin si ottiene dalla condizione

Ymin@/h ~ Poyminall ~ 1.

In tal modo, in questo caso abbiamo

L=lnt2ml por Lol g, (41,11)
kv

rel

Per | ee’ | ~ A, entrambe le espressioni (41,10) e (41,11), natural-
mente, coincidono.

Sottolineiamo che la piccolezza di un angolo ymi, intesa in tutto
l'esposto & garantita in effetti dalla condizione di rarefazione del
plasma (27,1) e da quella della sua non degenerazione (27,4). Cosi,
nel caso classico

e? e2N1/3
Xmin ~ Z7 ~ (—T——)

in virtd della (27,1) (facendo le stime non facciamo distinzione
tra e e ¢’). Nel caso di Born

h e2N1/3 Y172 ¢ B2N2/3 y1/2
a/(mT)“2 ~ ( T ) ( mT ) <1
in virtd della (27,1) e (27,4).

Scriviamo infine 1'espressione per le densitd dei flussi nello
spazio dei vettori quantitd di moto sostituendo la (41,8) nella (41,3):

= ’ 8f o Of Y.
sa—ZZn(ee)zLS(f 7 aps)x
(V—v")2 8o —(va—1p) (vp—vp)
[v—v |3

<1

XAmin ~

dsp’. (41,12)
Le equazioni cinetiche corrispondenti sono

a3 .
by Lte(E+ S IvB) ) gh=—divys  (4143)
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L’integrale L diverge logaritmicamente. La divergenza nel
limite inferiore & dovuta a una causa fisica, ossia alla lentezza con
cui decrescono le forze coulombiane, il che implica una probabilita
piu grande di diffusione di angoli piccoli. In realta, tuttavia, in un
plasma elettricamente neutro il campo coulombiano della parti-
cella a distanze sufficientemente grandi viene schermato da altre
cariche; indichiamo con Ymin l'ordine di grandezza degli angoli
minimi, per cui la diffusione si pud supporre ancora coulombiana.
Quanto alla divergenza nel limite superiore, essa & legata sempli-
cemente al fatto che tutte le formule sono state scritte supponendo
piccoli gli angoli e percido perdono la loro applicabilitd per gy~ 1.
Tenendo conto che il logaritmo di un argomento grande & debolmen-
te sensibile a piccole variazioni di quest’ultimo, si possono pren-
dere i limiti d'integrazione in base alle stime dei loro ordini di
grandezza, scrivendo cioé

L = 1n ({/%min)- (41,9)

Questa grandezza si chiama logaritmo coulombiano. Sottolineiamo
immediatamente che questo metodo della sua definizione limita
tutto lo studio, come si dice, a una precisione logaritmica: vengono
trascurate le grandezze piccole non soltanto rispetto al valore grande
1/%min, ma anche rispetto al suo logaritmo.

La stima effettiva di 9y, dipende dalla necessitd di una descri-
zione classica o quantomeccanica della diffusione di particelle
(I’espressione (41,8) & di per sé valida in ambedue i casi, poiché
la diffusione coulombiana pura & descritta mediante la formula
di Rutherford sia nella meccanica classica che in quella quanti-
stica 1)).

La schermatura del campo coulombiano di una particella nel
plasma avviene a distanze dell’ordine di grandezza del raggio di
Debye a. Nel caso classico ymin @ definito come angolo di diffusione
per un cammino a distanza d'impatto ~a. La variazione corrispon-

dente della quantitd di moto & g~ |ee’ |/ave (il prodotto della
forza ~ | ee’ |/a® per il tempo del cammino libero ~a/vye)2?). Divi-
dendola per 1'impulso ~pre;, otteniamo ymin~ |ee’ |/apvie. La
condizione di classicitd della diffusione & data dalla disuguaglianza

-~

1) Nel caso quantistico per la diffusione di particelle identiche (eIettron_i)
si deve tener conto dell’effetto di scambio. Questo effetto, tuttavia, non cambia
la forma limite della sezione in piccoli angoli (41,6).

2) Qui e in seguito in situazioni analoghe vre) indica il valore medio della
velocita relativa di due particelle, | v — v’ |. Se le particelle sono della stessa

specie, allora wvpe; coincide con il valore medio v. Se le particelle sono di specie
distinte, vre) coincide con il pit grande dei valori v e v'.
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loro velocitd relativa v — v’. Percid il tensore Bog & anch’esso
trasversale rispetto al vettore v — v’:

Bag (vg — 1g) = 0. (41,5)
Notiamo immediatamente che con cid & garantito automaticamente
I’annullamento dei flussi (41,3) per la distribuzione d’equilibrio

di tutte le particelle. L’espressione integranda nella (41,3) con f
e f* distribuzioni maxwelliane (con la stessa temperatura T) diventa

W (05— vg) Bap=0.

Il vettore v — v’ &, al tempo stesso, 1'unico vettore dal quale
pud dipendere il tensore B,g. Essendo trasversale rispetto al vetto-
re v— v’, questo tensore deve avere la forma

1 (va—vg) (vg—vp) -
Bup=5B [ 8ap— o =1,

(v—v)?

dove lo scalare
1 '
B=Baa='2"'qulv—v |d0o

Sia y I'angolo di deviazione della velocita relativa (angolo di
deviazione nel sistema del centro d’inerzia delle due particelle).
Per piceoli valori di questo angolo il valore della variazione delle
quantita di moto € g~ p |v — v’ | %, dove p & la massa ridotta
delle particelle. Percid

B=gtlv—v' P [ 2do=p2|v—v P o,
dove
o= S (1—cosy)do~ —;—- S ¥2do
& la sezione di trasporto. La sezione differenziale di diffusione di
angoli piccoli in un campo coulombiano & data dalla formula di
Rutherford

b(ee'2do - 8m(ee')? dy,
EO—vyE RV

do =~ (41,6)
(e, € sono le cariche delle particelle collidenti). Di qui la sezione
di trasporto risulta

4 (ee’)?

_ (&
O=mr—vy L L= 5 1t S

Quindi, per le grandezze Bqg abbiamo

9 e v —v')(vﬂ—;v')
Bam B o LR

(V—.-‘V’ )’
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(e & la carica delle particelle cui si riferisce la funzione f, cioé per
gli elettroni bisogna scrivere —e e per gli ioni ze). L'integrale degli
urti nell’approssimazione logaritmica per un gas con interazione
coulombiana tra le particelle & stato stabilito da L. D. Landau
(14936).

L’applicabilita dell'integrale degli urti di Landau & legata
a certe condizioni. Le lunghezze caratteristiche 1/k, alle quali la
funzione di distribuzione varia significativamente, devono essere

grandi rispetto al raggio di schermatura a e gli intervalli di tempo

1/w grandi rispetto ad a/v.; tuttavia, nell’approssimazione loga-
ritmica di fatto ¢ sufficiente che queste condizioni siano soddisfatte
in forma debole, cioé che

ka<<1, o< uvla (41,14)

con il segno << al posto di <.

Infine a scanso di equivoci notiamo quanto segue. A causa della
lentezza con cui decrescono le forze di interazione coulombiane,
urti significativi degli ioni nel plasma avvengono a distanze grandi
rispetto alle distanze medie tra le particelle. Cid significa che ogni
ione si urta di fatto non con una particella, ma contemporaneamente
con molte particelle. Fra 'altro I'integrale degli urti di Boltzmann
(su cui & basata la deduzione suindicata dell’integrale degli urti di
Landaun) presuppone l'indipendenza degli urti a coppie delle par-
ticelle. In realta, tuttavia, & sufficiente che il risultato di un urto
multiplo di una particella sia considerato come la somma dei risul-
tati dei suoi urti indipendenti con ciascuna delle altre particelle
separatamente. E ovvio che nel caso generale non & cosi. Ma nei casi
degli urti a grandi distanze, in cui avviene solo una deviazione
debole di una particella data dalla sua traiettoria rettilinea, la
sua deviazione risultante in prima approssimazione & di fatto la
somma delle deviazioni indipendenti nel campo di ciascuna delle
altre particelle separatamente. E essenziale anche che, dopo aver
calcolato la media rispetto alle posizioni dei centri di diffusione,
i quadrati medi degli angoli di deviazione da ciascuno di essi diven-
tino grandezze additive.

PROBLEMA

E stato mostrato al § 34 che, dopo che le perturbazioni della densiti elet-
tronica con vettore d'onda k si sono smorzate a causa dello smorzamento di
Landau, le perturbazioni della funzione di distribuzione continuano ad oscillare

secondo la legge ¢ KVt (34,16). Trovare la legge di smorzamento di queste oscil-
lazioni a causa degli urti coulombiani per tempi ¢ > 1/kv.
Soluzione. Cerchiamo la funzione di distribuzione nella forma
f= ](0 + 6f, 6f = a (t, V) e—‘ikvt-i-ikl" (1)

dove 0f & la perturbazione della distribuzione d’equilibrio f, e 4 una funzione
della velocita variabile lentamente (soggetta a variazioni notevoli soltante
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negli intervalli ~7v > 1/kt). Sostituendo la (1) mella (41,12) si deve conservare
nell’espressione integranda solo il termine

W 90f(py __ i .
—fo(p )——5p—‘ ~ — ktbf (p) fo (P');
gli altri termini danno un piccolo contributo o per lo smorzamento dell’integrale

grazie alla presenza del fattore rapidamente oscillante exp (—ikv’t), o per

mancanza in essi del fattore &t 3> 1/v. Per quest’ultima ragione nel calcolare
divy s si deve derivare solo il fattore esponenziale. L'equazione cinetica da

infine

da

A
dove come ordine di grandezza i coefficienti b,z ~ v2v (v & Ia frequenza degli
urti). Di qui abbiamo

1

V a(t, v)=ay(v)exp {—-? kakﬁbagt"'} ’ (2)
percio il tempo di smorzamento delle oscillazioni &

Tem ~ VU3 (kv)-213,
Poiché tutta la teoria dello smorzamento di Landau ha senso solo per la condi-

zione kv > v, allora Ty, < 1/v. 1l risultato (2) & valido solo a condizione che
1’esponente nella formula (2) sia piccolo rispetto all’esponente kvt nella (1);

a tal fine deve essere ¢ < (vkv)-1/2. Durante questo tempo le oscillazioni si
smorzeranno di exp (— V kviv) volte.

— kakﬂba Btza y

§ 42. Trasmissione dell’energia tra elettroni e ioni

La grande differenza tra le masse degli elettroni m e degli ioni M
rende difficile uno scambio reciproco dell’energia: per 1'urto tra
una particella pesante e una leggera l'energia di ciascuna di esse
non varia. Percid I’equilibrio tra gli elettroni a sé stanti e tra gli
ioni a sé stanti si stabilisce molto pii rapidamente che non l'equi-
librio tra elettroni e ioni. Come risultato si crea facilmente una
situazione in cui le componenti elettronica e ionica del plasma hanno
ciascuna una propria distribuzione maxwelliana con temperature
distinte T, e T; (di solito T, supera T;).

La differenza tra le temperature elettronica e ionica implica una
trasmissione d’energia tra le due componenti del plasma; determi-
niamo questa trasmissione (L. D. Landau, 1936).

Denoteremo per il momento le grandezze che si riferiscono a ioni
e elettroni con lettere con e senza apice, rispettivamente. La varia-
zione dell’energia ionica (in un secondo in 1 cm® del plasma) &
data dall’integrale

dE

- = S eStfdip=— Sedivpsd3p,

ossia, integrando per parti,

dE a
T: S S-Ta-%-dsp= S SV d3p (42,1)
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('integrale esteso a una superficie infinitamente lontana nello spazio
dei vettori quantitd di moto, come al solito, si annulla).

Nelle somme (41,3), che definiscono i flussi di elettroni e ioni
nello spazio dei vettori quantitd di moto, restano i soli termini
corrispondenti agli urti elettrone-ione; i termini elettrone-elettrone
e ione-ione si annullano per le distribuzioni maxwelliane. Sosti-
tuendo in questi termini restanti le distribuzioni maxwelliane con
temperature 7’ e T, otteniamo il flusso di ioni:

D (B v ,
sa= i (F—7) Bas &P
Ma in virta della (41,5) abbiamo Bggvg = Bggvp; effettuando que-
sta sostituzione e ponendo il flusso s nella (42,1), troviamo
dE 1 1 [ ’
—t-i_l—: (—T——F) J ff UavﬁBaB d3p d3p . (42,2)

Essendo piccola la massa degli elettroni, le loro velocitd in
media sono grandi rispetto alle velocitd degli ioni. Percid in Bup
si pud porre v, — v, =~ vy. Dopo questa operazione le grandezze
B.p non dipenderanno pia da v, e nella (42,2) si pud integrare ri-
spetto a d3p:

1 - T
S fUaUB d3p = —3— 6aBNUZ = 6aﬁN Tk
Quindi,

N (L) (. (42,3)

Infine, sostituendovi in accordo con la (41,8) B = 4ne'z2L/v’ (ze
6 la carica ionica) e osservando che per la distribuzione maxwelliana

, d%p’ vy /) 2m
Jrrof=vy &

nl’?

dit M

otteniamo

dE _ 4NN’z%¢t )/ 2am L
at = MT'3/2

(I =T). (42,4)

Questa espressione col segno cambiato fornisce la diminuzione
dell’energia nella componente elettronica del plasma, —dE’/dt.
Esprimendo 1’energia degli elettroni nell’unitd di volume in fun-
zione della loro temperatura secondo E’ = 3N'T’/2 e tornando alla
notazione delle grandezze elettroniche e ioniche con gli indici ¢ ed i,
scriviamo finalmente la seguente espressione per la velocitd di
variazione della temperatura elettronica:

dT, To—T;

. T3 M
dt T T e, ' e 8Nl (2nm)i/2”

ei

(42,5)
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11 logaritmo coulombiano che qui figura vale

In (aT,/ze? er ze*/fivg, > 1,
= { ( ) p T (42,6)

In () mT,a/k) per ze*/hvs, <K 1.

La grandezza tg rappresenta il tempo di rilassamento in cui si
stabilisce 1'equilibrio elettrone-ione.

§ 43. Lunghezza del cammino delle particelle nel plasma

Come abbiamo visto nella conclusione data al § 41, la sezione
di trasporto oy (41,7) funge da caratteristica degli urti nell’equa-
zione cinetica. Questa & la ragione per cui detta sezione deve figu-
rare anche nella definizione della lunghezza del cammino libero.

Per urti elettrone-elettrone (ee) e elettrone-ione (ei) la massa
ridotta & p ~ m; poiché le velocita degli elettroni superano di gran
lunga quelle degli ioni, allora

w(ve — Vi)~ mvte~ T

Si ottiene percio la seguente stima per la lunghezza del cammino
degli elettroni:
l,~ T%4ne*NL, (43,1)

con L, dalla (42,6). Nonscriviamo i fattori z nelle stime supponendo
che z; ~ 1. La durata del cammino libero degli elettroni T, (o il suo
inverso, ossia la frequenza degli urti v.) vale

3/2,,1/2
1 i T %m
‘te e £ i

~ -
Ve Vre 4ne*NL,

(43,2)

Notiamo che
lo: 1 ( T, )3/2

ae Le \ N1/8 g2

e in virtd della condizione di rarefazione del plasma (27,1) I.>> a..
Corrispondentemente a cio la frequenza degli urti & piccola rispetto
alla frequenza di plasma degli elettroni

Vo & Vpelae = e (43,3)

Analogamente, la lunghezza del cammino degli ioni rispetto
agli urti ione-ione (ii) &

l; ~ TH4ne*NL;, L; = In (aT/e*), (43,4)

dove L; & il logaritmo coulombiano con le grandezze ioniche al posto
di quelle elettroniche. La durata corrispondente del cammino @

o A T (43,5)
it Vii 4ue*NL; ° ’
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La grandezza 1, definisce, come ordine di grandezza, il tempo

di rilassamento in cui si stabilisce 1'equilibrio termico locale della

componente elettronica del plasma, e t;; € lo stesso tempo per la

componente ionica. Sebbene le frequenze v,, e v,; degli urti ee ed ei

siano dello stesso ordine di grandezza, T, non rappresenta affatto

~il tempo di rilassamento per l’equilibrio tra elettroni e ioni; esso
caratterizza soltanto la velocitd di trasmissione della gquantitd di

moto dagli elettroni agli ioni e non la velocita di scambio d'energia

tra queste particelle. Il tempo di rilassamento per l’equilibrio tra

elettroni e ioni & dato dalla grandezza t¢; definita al paragrafo
" precedente. Dal confronto di tutti questi tempi risulta che

Too t Tii : Ta~ 1: (M/my? : (M/m). (43,6)

Facciamo ora la stima dei coefficienti cinetici di un plasma
mediante la lunghezza del cammino libero.

Per una stima della conduttivita elettrica o ricorriamo alla
nota formula « cinetica » elementare. Le particelle (portatrici della
corrente) di carica e e massa m nel loro cammino libero durante
un tempo T acquistano sotto 1'influsso del campo elettrico £ la
velocitd « ordinata » V ~ teE/m. La densita di corrente elettrica
creata da questo moto & j~ eNV. Di conseguenza, la conduttivitd
(il coefficiente di proporzionalitd tra j e E) vale

o~ eNt/m ~ eNl/mvg, (43,7)

dove con I, m e vy si devono intendere grandezze che si riferiscono
-a particelle pilu leggere, ossia agli elettroni. Facendo la stima me-
diante questa formula abbiamo

o~ T%2/e*m'L,. (43,8)

I1 coefficiente di conducibiliti termica va stimato analoga-
mente mediante la formula cinetica (7,10); qui sono gli elettroni
a giocare il ruolo principale. Abbiamo x ~ N lvr.c, (dove ¢, ~ 1
& il calore specifico elettronico), da eui

®x ~ T2/e*m'PPL,. (43,9)

Contrariamente alla conduttivitd termica ed elettrica, la visco-
sitd del plasma & legata, soprattutto, al moto ionico poiché proprio
nella componente ionica del plasma & concentrata la sua quantita
di moto. Inoltre, essa nel caso ionico varia poco per urti con elet-
troni; questa & la ragione per cui & sufficiente considerare solo gli
urti ii. Secondo la (8,11) il coefficiente di viscositd viene stimato
come 1~ NiMlivTi1 da cui

| n~ MPTleAL;. (43,10)

11 calcolo dei coefficienti nelle espressioni (43,8-10) richiede di
risolvere un’equazione cinetica linearizzata con l'integrale degli
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urti di Landau, il che & possibile soltanto con metodi numerici
approssimati. Cosi, per un plasma d’idrogeno (z = 1) i coefficienti
nelle espressioni per o, %, 1 valgono 0,6; 0,9; 0,4, rispettivamente.

§ 44. Plasma di Lorentz

Per il calcolo del contributo elettronico ai coefficienti cinetici
di un plasma & necessario, in generale, tener conto sia degli urti ei
che degli urti ee. Se, tuttavia, la carica degli ioni @& sufficientemente
grande, il ruolo degli urti ei puo essere prevalente. Infatti, la sezione
degli urti ee & proporzionale a (¢*)® e la frequenza di questi urti
v, anche alla densitd elettronica N,; analogamente, la frequenza
degli urti ei & proporzionale a (z¢*)2N; = e*s,N,, in modo che z>> 1
si avrd anche v,; > v,.. Il plasma, in cui si possono trascurare gli
urti ee rispetto a quelli ei, si chiama plasma di Loreniz. Benché
questo caso sia poco realistico, esso presenta interesse sia sul piano
metodologico che per le possibili applicazioni ad altri oggettil).

Essendo le velocitd degli ioni piccole rispetto a quelle degli
elettroni, esse si possono trascurare in prima approssimazione, sup-
ponendo gli joni fissi e la loro distribuzione assegnata. Nel problema
del comportamento di un plasma immerso in un campo elettrico ester-
no esiste una direzione prefissata: la direzione del campo E. Se la
funzione di distribuzione degli elettroni differisce poco dalla fun-
zione d’equilibrio, f = f, (p) + 6f, la piccola correzione 8f & lineare
nel campo, cio& ha la forma 8f = pEg (p). In queste condizioni 1'in-
tegrale degli urti elettrone-ione assume la stessa forma che & stata
data nel § 11 all'integrale degli urti per il problema della diffu-
sione di una mistura di gas leggero in uno pesante,

Stf = Ve (U) 6f1 . (4-4,1)

dove & stata introdotta la frequenza efficace di urti dipendente dalla
velocita

Vei (v) = Nwoi®, (44,2)

e oiY & la sezione di trasporto della diffusione degli elettroni sugli
ioni. Prendendo quest'ultima dalla (41,7) e sostituendo zN; = N,,
otteniamo

4nze’N, L
Vei (V) = 'n,znez—va‘ . (44,3)

Pid avanti in questo paragrafo scriveremo semplicemente v (v), omet-
tendo gli indici ei.

Calcoliamo la costante dielettrica del plasma diLorentz in un
campo elettrico variabile (~ e—9t) spazialmente omogeneo (il vet-

1y Per esempio, a un gas debolmente ionizzato in cui al posto degli urti ei
si deve parlare di urti tra elettroni e atomi neutri.
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tore d’onda k = 0). La correzione §f alla distribuzione d’equilibrio
dipendera dal tempo secondo la stessa legge e 1’equazione cinetica
per essa ha la forma

— ime—eE—%%“ +v(v)8f=0. (44,4)
Osservando inoltre che dfy,/dp = —vf,/T, di qui ricaviamo ‘
6f = — —;,— Ev ﬁ . (44,5)

La costante dielettrica & definita dalla relazione (29,4), —ioP =
= j, ossia

. —1
—im EE-E: —e S vlf d®p. (44,6)

Sostituendovi la (44,5) e calcolando la media rispetto alle direzio-
ni v (secondo (vevp) = 8,50%/3), otteniamo

= 4ne? v2fy d3p
e(0)=1— 3T S m+0w ) ° (44,7)
Nel caso limite o> v ') questa formula da
e(w)=1—220e 4 ; FNe oy ), (44,8)

dove il valore medio si calcola per una distribuzione maxwelliana
degli elettroni. Dopo aver calcolato questa media per v (v) dalla
(44,3) otteniamo

Q .4V 3 LN,
(@) =1—— i 1§n T?/zmafz — (0>v). (449

Ricordiamo, tuttavia, che la regione di validitd di questa formula
¢ limitata anche superiormente dalla condizione generale (41,14)
di applicabilitd dell’approssimazione logaritmica nell'integrale
degli urti, o € vr./a, = Q,, vale a dire che la frequenza deve essere
piccola rispetto alla frequenza di plasma degli elettroni 2).

La formula (44,9) ha un significato particolare in quanto sus-
siste per ogni z (non soltanto grandi). Infatti, per @ > v il ruolo
degli urti si riduce a piccole correzioni per cui gli urti ei ed ee si pos-
sono includere indipendentemente. Ma in assenza di ioni il campo
elettrico omogeneo non implicherebbe altro che la traslazione di
tutto il sistema di elettroni come un tutt’uno e in questo sistema gli
urti non possono generare dissipazione (espressa dalla parte imma-

1y Con v (senza indicare 1'argomento) si intende il valore v (v) per v = vyp.
In questo caso v = 4mzetN ,L/mi/2T,3/2.
2) 11 calcolo di &” per ® > Q, & effettuato al § 48.
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ginaria della costante dielettrica &”); quest’ultima & condizionata
quindi solo dagli urti ei inclusi nella (44.9).

Nel caso limite inverso, in cut w<¢ v, la costante dielettrica ha
la forma

4no e N, < v2

8=i—-, 0= 3T m— R (44,10)

La grandezza o che figura in questa espressione limite rappresenta
la conduttivita statica del plasma (si veda VIII, § 77). Calcolan-
dola mediante v (v) dalla (44,3) abbiamo

_4y2 732
T w2 gerrmi/2

(44,11)

Questo risultato si potrebbe ottenere, ovviamente, anche con il
calcolo diretto della densitd di corrente elettrica

j= —e S vOf d3p

con 8f dalla (44,5) (per w = 0).

Calcoliamo anche gli altri coefficienti cinetici del plasma di
Lorentz, legati al suo comportamento sotto l'influsso di un campo
elettrico costante (w = 0) e di un gradiente di temperatura. Ricor-
diamo preliminarmente la definizione di questi coefficienti (si veda
VI, § 26).

Le condizioni di equilibrio termico richiedono, come noto, non
soltanto la costanza della temperatura, ma anche la costanza nel
mezzo della somma p -+ U, dove p & il potenziale chimico delle
particelle e U la loro energia nel campo esterno. Nel caso considerato
si tratta dell’equilibrio rispetto agli elettroni, cosicché con p si
deve intendere il loro potenziale chimico, mentre U = —eg, dove ¢
e il potenziale del campo elettrico. Cid premesso, la corrente elet-
trica j e il flusso dissipativo di energia ¢’ si annullano contempora-
neamente soltanto per le condizioni 7' = costante e p — eq = co-
stante, cioé per VI = 0, Vp + eE = 0. Le espressioni per j e q
si scrivono nella forma delle seguenti relazioni che soddisfano detta
condizione:

1 1.
¢ =q—(o—%&)i=alj—xvT. (44,13)
Qui o & la conduttivita elettrica del mezzo, x il coefficiente di con-
ducibilitd termica e o il coefficiente termoelettrico; la relazione

tra i coefficienti per VT nella (44,12) e j nella (44,13) deriva come
conseguenza del principio di Onsager. La grandezza (¢ — ple) j,
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sottratta dal flusso totale di energia, rappresenta la densitd dek
flusso di energia per convezione 1).

Per il calcolo dei coefficienti cinetici partiamo dall’equazione:
cinetica

af Ffo_ __
-—eE—;pi + v 2= —v () bf. (44,14)
Sostituendovi la distribuzione d’equilibrio nella forma 2)

fo=exp (£72), (44,15)

otteniamo
5= — Tf_(_) (€E+ Vi) V+fo oy oy VT (44,16)

Il coefficiente termoelettrico si calcola in base al coefficiente

nell'uguaglianza j = —aoV7 per E 4 yp/e = 0. Scriviamo
j= —e S vojdsp= — Lp X fo b v (v @p
e dopo aver calcolato il valore medio nelle direzioni v troviamo
_ Nge v? (u—e)" __1_ __ {z%/v )
=377 < vy /T T {” vy S (G417
II calcolo con v (v) dalla (44,3) da 3)
oc————i-(%—4). (44,18)

Per il calcolo del coefficiente di conducibilita termica osserviamo
che per j = 0 deve essere E 4 vp/e = avT. Ponendo questo valore
(con @ dalla (44,18)) nella (44,16) abbiamo

6f=—va(T) (4—) vvr.

1) Per scrivere le relazioni (44,12-13) in VIII, § 26, abbiamo cambiato la.
notazione: con @ e E abbiamo inteso ¢ — p/e ed E -~ V p/e. Questa definizione,.
ammissibile per un approccio fenomenoclogico, & inopportuna nella teoria cineti-.
ca, dove con —eE si deve intendere la forza agente sull’elettrone.

2) E difficile che la notazione della costante dielettrica e dell’energia degli:
elettroni mv?/2 con la stessa lettera & possa causare equivoci.

3) Nella statistica classica il potenziale chimico contiene un termine della
forma [T con la costante indefinita { (corrispondente alla costante additiva
indefinita nell’entropia). Allo stesso modo compare la costante indefinita C/e
in a. Questa indeterminazione non incide, tuttavia, su alcun effetto osservabile;
i termini indefiniti ({/e) VT si eliminano in ambedue i membri dell’uguaglianza.
(44,12). Se f, & scritta sotto forma della (44,15), con cid & gia prefissata la scelta.
della costante §: p = 7 In [N, (2nmT)-3/2].
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Con questa funzione calcoliamo il flusso di energia

q= g veSf dip
¢ otteniamo

_ N, v2e (4T —¢) °
* =372 < v (v) (44,19)
€, infine,
161/ 2 T5/2
= J'l;’ll/‘z zetLmifz  ° (44120)

PROBLEMA

Trovare la parte dovuta agli urti dello smorzamento delle onde di plasma
elettroniche.

Soluzione. Se la parte immaginaria della costante dielettrica & piccola, 1
contributi ad essa, dovuti allo smorzamento di Landau e agli urti, vanno som-
mati. Tenendo conto dell’ultimo contributo, & & definito dalla formula (44,9);
uguaglliando ¢ a zero troviamo @ = Q,.— iy, dove il coefficiente di smorzamen-
to vale

Vei __2]/2_:11 ze'LN,

‘\7

T3y 3 mprdT
La relazione '

L _vBa (N

Q. 3 ( Te <

si ottiene in virtd della condizione di rarefazione del plasma; con cid si giustifica
I'applicazione della (44,9). ‘

§ 45. Elettroni in fuga

La diminuzione rapida della sezione coulombiana all’aumentare
della velocitd delle particelle collidenti fa si, come vedremo, che
gid in un campo elettrico debole a piacere la funzione di distribu-
zione degli elettroni sufficientemente veloci nel plasma sia forte-
mente distorta.

Muovendosi con velocitd termica v un elettrone durante il suo
cammino libero nel campo elettrico E acquista la velocita ordinata

v eEl ¢eE . v’mE
~ e muN g0¢ (V) 4neSLN,
{(la sezione o, ¢ definita dalla (41,7)). Gia per v~ v, dove
4nN ge3L \1/2
Ve= ( mE ) ’

(45,1)

si ha V~ v, e per v >v, la lunghezza e la durata del cammino
libero sono definite dalla velocitd V. La guantitd di moto acquistata
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dall’elettrone durante il cammino sard in questo caso

eEl ek V3m2E V2
~ ~ ~m¥V (_. ) .
v VNgo; (V) 4ne3LN, Ve

Quanto alla quantitd di moto ceduta dall’elettrone per urto alla
fine del cammino libero, essa vale ~mV. Si vede di qui che gli
elettroni con velocitd sufficientemente grandi avranno un’accelera-
zione illimitata; questi elettroni si dicono « in fuga». Per la
condizione v,> (T./m)/* questo fenomeno sard osservato soltanto
nella « coda » della distribuzione maxwelliana; a tal fine il campo
elettrico deve soddisfare la condizione

E< E, = 4neLN,/T.. (45,2)

In queste condizioni si pud risolvere il problema degli elettroni
in fuga come un problema stazionario. La massa principale degli
elettroni, distribuiti secondo Maxwell, svolge il ruolo di un grande
recipiente da cui « fluisce » un piccolo flusso stazionario verso le
grandi energie 1).

Gia dall'origine degli elettroni in fuga, come risultato della
loro accelerazione da parte del campo elettrico, & evidente che essi si
muovono essenzialmente sotto piccoli angoli 8 nella direzione del
campo. Se ci prefiggiamo lo scopo di calcolare solo i valori del
flusso degli elettroni in fuga, non occorre piu la completa definizione
della funzione di distribuzione; & sufficiente calcolare la media della
distribuzione f delle energie rispetto agli angoli.

L’equazione cinetica per la distribuzione delle quantitd di moto
degli elettroni nel campo elettrico ha la forma

a a . '

e -5%+dwps:o, (45,3)
dove s & la densita del flusso d'urto nello spazio dei vettori quantita
di moto. In cooordinate sferiche p, 8, ¢ (con 1'asse polare lungo la
forza applicata —¢E) abbiamo nello spazio dei vettori quantita di
moto

of Oof _sen® o7y
—eE E-_eE (cose 7p > 69)_
cos® @ 1 F/]
_eE( i -E—P-pzf—p——senewsenze-]‘).

La divergenza del flusso &

1 4 4 a
i - 2% .2 _ g .
divps= 7 appSP +’ > sen® 70 sen 0-sg.

1) 11 fenomeno degli elettroni in fuga & stato sco%erto da H. Dreicer (1958)
e la teoria quantitativa qui esposta appartiene a A.V. Gurevié (1960).
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Calcoliamo la media dell’equazione (45,3) rispetto agli anzoli,
cioé moltiplichiamola per 27 sen 6d6/4m e integriamo. Tutti i ter-
mini con te derivate §/00 scompaiono in questo caso; i} fattore cos 9,
inveee, si pud sostituire con 1’unitd in prima approssimazione. Come

risultato per il valore medio della funzione f otteniamo 1'equazione

of L eB 0 oz 1 0 o 4
ot T ap P gy PR =0 (.4

In essa resta solo la componente radiale della densitd del flusso
nello spazio dei vettori quantitd di moto. Questa componente & le-
gata alla trasmissione per urti dell’energia; il contributo degli urti
ei ad essa €, evidentemente, piccolo rispetto al contributo prove-
niente dagli urti ee.

Poiché gli elettroni in fuga costituiscono una parte molto piccola
di tutti gli elettroni, nel calcolare il flusso s, bisogna tener conto
dei Joro urti con la massa principale di elettroni maxwelliani (e non
degli urti reciproci); le velocita di questi ultimi sono piccole ri-
spetto alle velocita degli elettroni in fuga. In queste condizioni non
¢’é bisogno di calcolare di nuovo il flusso s,. Per esso si puo scrivere
1'espressione

af .
sp=—Tovee ) m| 504 2| (45,5)
per analogia diretta con la formula (22,5) dedotta prima; qui v,, (v) =
= 4ne*N Lim®? & la frequenza degli urti coulombiani tra elettroni
veloci e lenti (si veda la (44,3)) 1). Poiché I'espressione (45,5) si rife-"
risce agli elettroni con velocita v~ v,, allora anche per il logaritmo
coulombiano poniamo

L = In (mvial/e®). (45,6)
La grandezza
§, =5, + eEJ (45,7)

rappresenta, come risulta con evidenza dalla forma dell’equazione
(45,4), la densita totale (per urti e per azione del campo) del flusso
radiale nello spazio dei vettori quantitd di moto. In accordo con
quanto detto sopra, la distribuzione degli elettroni in fuga si pud
cercare come Stazionaria, trascurando cioé la derivata rispetto al
tempo nell’equazione cinetica (45,4). Allora

4np2§p = costante = Ryyg- (45,8)

1) Nel dedurre la formula (22,5) siamo partiti unicamente dal fatto che
siano piecole 1’energia trasmessa per urto e la velocitd della particella bersaglio
rispetto a quella dell’elettrone incidente. Per passare al caso in esame & suffi-
ciente sostituire nella (22,5) M con m e con ! intendere la lunghezza del cammi-
no libero rispetto agli urti ee. :
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Questa uguaglianza (con s, dalla (45,5)) rappresenta 1'equazione
differenziale che definisce la funzione di distribuzione f. Quanto
alla costante ngy,, essa da la grandezza cercata, ossia il numero
totale di eletironi in fuga (nell’unitd di tempo per unita di volume).

Introduciamo la variabile adimensionale © e la costante adimen-
sionale b secondo la definizione

u = plp.,, b= EIE, p.= (mT/b)'2 (45,9)
Allora l'equazione (45,8) diventa
b df -
_T_d-';——(i—uz)f=C (45,10)

(la costante C differisce da ny,; per un fattore costante). Poiché si
& supposto che il campo E < E., allora il parametro b < 1; questa
grandezza nel problema in esame svolge il ruolo di piccolo para-
metro che caratterizza il grado di approssimazione ).

La soluzione dell’equazione (45,10) &

f=F—CF S —+ du, (45,11)
0
dove

F =gy o0 {35 (7 =)} (45.12)

8 la soluzione dell’equazione omogenea. Il fattore di normalizzazio-

ne & definito dalla condizione che per u — 0 la funzione f si trasforma
nella distribuzione maxwelliana

f, = N, ( u?
0= amT e XP —%')°

Per u — oo la funzione F cresce infinitamente, mentre f (u) deve

restare finita. Ne deduciamo la condizione f/F — 0O per u —> co me-
diante la quale si ottiene la costante C %):

Tt

L’integrale si calcola con il metodo del punto di sella svilup-
pando ’esponente in prossimitd del punto di massimo, u = 1. Si

1) In particolare, dall’analisi della parte angolare dell’equazione cinetica
risulta che le direzioni dei moti degli elettroni in fuga giacciono nella regione
degli angoli 6 ~ bl/4.

2) La formulazione delle condizioni al contorno & analoga qui alla formula-
zione del § 24.
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ottiene cosi la seguente legge di dipendenza del numero di elettroni
in fuga dall’intensitd del campo E:

E.
Mg ~ Novee ro)exp (—25).  (45,14)

I1 fattore davanti all’esponente & scritto qui solo in forma dimen-
sionale; un calcolo piu preciso fuoriesce dall’approssimazione con-
siderata e richiede sin dall’inizio che 1'equazione cinetica sia ri-
solta con una precisione piu elevata.

§ 46. Integrale degli urti convergente

L’equazione cinetica con l'integrale degli urti di Landau con-
sente di risolvere i problemi fisici del plasma soltanto con una
precisione logarltmlca, perché il grande argomento del logaritmo
coulombiano non & definito completamente. Questa indetermina-
zione & dovuta alla dlvergenza degh integrali per grandi e piccoli
angoli di diffusione. Come & stato gia detto, la divergenza per grandi
angoli non ha un carattere di principio, in quanto compare soltanto
in seguito alla realizzazione dello sviluppo in potenze della quantita
di moto trasmessa q. Nell'integrale degli urti di Boltzmann questa
divergenza non esiste. Quanto alla divergenza per piccoli angoli,
essa compare poiché si e trascurata 1'azione schermante del plasma
sulla diffusione reciproca delle sue partlcelle Per calcolare 1'inte-
grale degh urti con una prec1sazxone pit elevata di quella logarit-
mica & necessario che sin dall’inizio la schermatura sia inclusa (e
non soltanto nella definizione della regione d’'integrazione nel
logaritmo coulomblano)

E stato gia detto al § 41 che le condizioni di applicabilitd dell’in-
tegrale degli urti con un’interazione schermata tra le particelle cari-
che richiedono che la funzione di distribuzione varii poco durante
un periodo di tempo ~a/ve, anche a distanze ~a. Le stesse condi-
zioni consentono di considerare la schermatura delle cariche in modo
macroscopico, come risultato della polarizzazione dielettrica del
plasma.

Studieremo il problema posto in due casi limite: 1) quando agli
urti tra le particelle & applicabile 1’approssimazione quantomecca-
nica di Born e 2) quando il processo degli urti & quasi-classico.

Caso di Born
Iniziamo dal primo caso che si verifica con la condizione

| ee’ [/hvee < 1. (46,1)

L’influenza esercitata dal mezzo dielettrico sulla diffusione delle
particelle & formulata in modo molto piu chiaro nel linguaggio della
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tecnica dei diagrammi. Nell’approssimazione di Born la diffusione
di due particelle & descritta (nel caso relativistico) dai diagrammi 1)

qt+p p’-q

— (46,2)

P P’

dove alla retta tratteggiata corrisponde la funzione 4m/q?, ossia la
componente di Fourier de! potenziale coulombiano della carica
unitaria (q & la quantitd di moto che si trasmette per diffusione).
La presenza di un mezzo incide soltanto sulla sostituzione di questa
funzione con la componente del potenziale nel mezzo 4n/qyqp8ap,
dove eqp (0, q/f) & il tensore della costante dielettrica del mezzo e,
inoltre, 4w coincide con l’energia trasmessa (si veda IX, § 85). Cio.
premesso, anche nell’ampiezza di diffusione comparira il fattore
supplementare ¢%/q,qp€4p © nella sezione il quadrato del suo module.
Quindi,

-4

do=do ———
Ruth | 0B qa 9¢ |2

(46,3

Per semplicitd, supporremo in seguiio isotropo il plasma. Per
un tale plasma il tensore eqp si riduce a due scalari (e; e ¢;) e, inol-
tre, nel prodotto

€apdadp = &19°

figura soltanto uno di essi; ometteremo 1'indice I intendendo con e
la costante dielettrica longitudinale.
In tal modo la sezione di diffusione assume la forma

____dORuth

9= @, (46,4)
dove dogryn © la sezione ordinaria di Rutherford per la diffusione
nel vuoto 2). Notiamo anche che I’energia trasmessa per urti & legata.
alla trasmissione della quantitd di moto dall’'uguaglianza :

ho = qV, (46,5)

1} Cosi come nel § 41, le lettere con e senza apice si riferiscono a due parti-
celle collidenti (di medesima o diversa specie).

%) Per la diffusione di particelle identiche (per angoli non piccoli) con dog, .
si deve intendere la sezione di diffusione coulombiana con inclusione di effettk
di scambio (si veda III, § 137).
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dove V & la velocita del centro d’inerzia delle particelle collidenti 1).
Il valore del vettore . invece. € legato all’angola di diffusione y
nel sistema inerziale dalla formula ordinaria

g=2p|v—v'|sen—%, (46,6)
dove p = mm'/(m -+ m').

L’integrale degli urti, che include automaticamente e corret-
‘tamente gli angoli di'diffusione grandie piccoli ed & esente da diver-
genza, Si ottiene mediante la sostituzione della (46,4) nell’integrale
di Boltzmann ordinario
stf=3 [ ¢to+ar e —a-

I | v—v' | doRruth ’
'_f(p)f (p )} [ e(o, g/ |® d3p (46’7)
(cfr. 1a (13,9)); la sommatoria € estesa a tutte le specie di particelle
«cui si riferiscono le grandezze con 1'apice.

L’equazione cinetica con 1'integrale degli urti (46,7) & molto
complicata, non soltanto per I'impossibilita di sviluppare 1'espres-
sione integranda in potenze di q, ma anche perché la stessa costante
dielettrica del plasma & definita attraverso le funzioni di distribu-
zioni cercate. Una semplificazione notevole si ottiene solo nel caso
di una deviazione debole dall’equilibrio, in cui sia possibile la
linearizzazione dell’equazione cinetica. Allora la costante dielet-
trica va calcolata assieme con le funzioni di distribuzione d’equi-
librio e, quindi, diventa indipendente dalle funzioni di correzione
cercate.

Caso quasi-classico
Passiamo al caso limite inverso in cui
| ee’ |/Avrer > 1 (46,8)

e sia applicabile 1'approssimazione quasi-classica alla diffusione
delle particelle. In questo caso & impossibile includere in modo
unico 1'influenza del mezzo sulla diffusione, per angoli di diffusione
grandi e piccoli (come é stato possibile nel caso di Born). Percid
dobbiamo considerare separatamente queste due regioni e in seguito
« cucire » i risultati per gli angoli intermedi.

Il campo di una carica e che si muove con velocita v in un mezzo
dielettrico & definito mediante 1’equazione

div D = 4ned (r — vi).
1) B facile verificarlo esprimendo le velocitd delle particelle v e v' in fun-

zione di V e della velocitd di moto relativo v — v’ e tenendo conto che V e
{ v — v’ | per diffusione non variano.
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Di qui ricaviamo per il potenziale del campo nelle componenti
di Fourier !)
4710 , R
(Pk = m e‘szt. (46,9)

Per piccoli angoli di diffusione la variazione delle quantita di
moto della particella & data (si veda I, § 20) dalla formula classica

aUu s
q=— S —th, (46,10)

dove U & l'energia di interazione di due particelle e 1’integrazione
& estesa alla traiettoria rettilinea r — p + vt (p ¢ il vettore della
distanza d’impatto) ?). Esprimendo Penergia U = e’ sotto forma
dell'integrale di Fourier

ei(kr—wt) a3k

ke (o, k) (2m)3 (46’11)

U = 4nee’ S
(dove ® = kv) o sostituendo nella (46,10) otteniamo

d3k
(2n)?

eikp < X
{k2 i e—ik(v-v")t dt} .
&

q= —4niee’ o)

L’integrale interno da 2né (E)/| v — v |, dove ky & la proiezione
del vettore k sulla direzione v — v’. Eliminando in seguito la
funzione § con I'integrazione rispetto a dky, troviamo

ik p
. Aoiee’ ke = k|
9= Iv—=v"] ) & e(ok,) (2m)? °

(46,12)

dove k, (cosi come p) & un vettore bidimensionale nel piano per-
pendicolare a v — v’. Inoltre anche la frequenza

o=k v=k,V, (46,13)

Pil avanti in questo paragrafo ometteremo 1’indice 1, intendendo
ovunque con k il vettore bidimensionale suindicato.
Calcoliamo ora mediante la formula (46,12) le grandezze

1 ’ ,
Bop= § qags 1 v—v" | d%, (46,14)

!) La deduzione della formula (46,9) parte dall’ipotesi che il legame tra D
¢ E sia lineare e il campo sufficientemente piccolo. Questa condizione si verifica
in ogni caso (in un gas debolmente non perfetto) a distanze r >> a, dalle quali
esattamente proviene la divergenza dell’integrale, per I’ eliminazione della
quale vogliamo ricorrere alla formula (46,9). A é}ueste distanze corrispondono
valori k< 1/a per cui la costante dielettrica ifferisce notevolmente da 1.

*) E indifferente come si calcola il valore di q: quale variazione della quan-
titd di moto di ciascuna delle particelle collidenti o quale variazione delle quan-
titd di moto del loro moto relativo.
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che figurano nell’integrale degli urti sviluppato in potenze di q pic-
colo (la sezione do della (41,4) € scritta qui sotte forma dell’area
d’impatto d%). Scrivendo il prodotto dei due integrali (46,12) in
forma di un integrale doppio (rispetto a d?k d°k’), integriamo rispetto
a d% secondo la formula

S eirk+k") d2p = (2m)2 8 (k - k').

In seguito, l'integrazione rispetto a d?k’ elimina semplicemente la
funzione & e resta

 etes kokg dok
Bus=rev | FTe WV 0T (46,15)

(qui abbiamo tenuto conto che, in accordo con la (28,9), e (—w, k) =
— &* (0, k). Questi integrali convergono gia per k piccoli (poiché
g |"2— 0 per @, k—0)1).

Nella (46,15) figura la costante dielettrica per la frequenza
non nulla o = kV; tenendo conto di questa circostanza, talvolta
si dice che questa formula include V'effetto di schermatura dinamica.

Notiamo la dipendenza dell’espressione integranda nella (46,15)
dalla direzione V, attraverso V’argomento kV della funzione &. Que-
sta dipendenza scompare calcolando I'integrale in approssimazione
logaritmica, quando 1'integrazione si limita alla regione da k~ 1/a
a k~ pv¥|ee’ |. 11 ruolo principale nell'integrale appartiene ai
valori k, lontani da entrambi questi limiti; in questa regione di

valori abbiamo | e [* = 1 e D'integrale diventa \ k. /kgd?k/k'. Cal-

colando la media dell’espressione integranda su tutle le direzioni
di k nel piano perpendicolare a v — v’, riotteniamo la vecchia

espressione (41,8) con L = S dk/k.

Per eliminare la divergenza nei casi in cui sia grande la trasmis-
sione della quantitd di moto, & necessario, come ¢ stato gia detto,
« cucire » 1'integrale degli urti sviluppato in potenze di q con l'in-
tegrale non sviluppato (J. Hubbard, 1961; 0. Aono, 1962).

Consideriamo la differenza

Sta f — Sts 1, (46,16)

dove St ¢ lintegrale degli urti convergente cercato e Stg quello
dato dall’espressione (46,7) che nel caso di Born rappresenta I’in-
tegrale degli urti corretto, ma che qui svolge un ruolo ausiliario.

1) L’eliminazione della divergenza nell’integrale degli urti di Landau,
dovuta alla schermatura del campo coulombiano, appartiene a R. Balescu, 1960;
A. Lenard, 1960. L’espressione (46,7) completamente convergente & stata scrit-
ta da A. A. Ruchadze e V. P. Silin (1961).
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Dividiamo in due regioni tutto I'intervallo di variazione dell’an-
golo di diffusione

Dx<xn I) x>y,
dove y, & tale che

lee’ [/navda < %< 1. (46,17)

Per una diffusione classica di piceoli angoli in un campo coulom-
biano, I'angolo di diffusione % ¢ legato alla distanza d’impatto p
dalla relazione

p=2]e |/p(v—-v)y.

Percid al valore y = X1 corrisponde (con la condizione (46,17)) i1
valore p = p, < @, in modo che a questa distanza la schermatura
diventa inessenziale e si puo considerare la diffusione effettivamente
come coulombiana pura. Lo stesso si riferisce anche a tutta la re-
gione p < p; (cioé 3 > y,). La sezione di diffusione in questa regio-
ne sard quindi quella di Rutherford e il contributo corrispondente
all’integrale degli urti vale

slf=3 | votore—o—

>%1

=71 @ @) v—v’ | doguwm dsp’.
Ma @& esattamente lo stesso il contributo della regione y ~ %, all'in-

tegrale (46,7): in questa regione ¢ >4q, e, inoltre, in virtu della
condizione (46,8)

9, Wrelta | ee’ | 1
B h > ﬁ;rela > e’
e percié nella (46,7) si pud porre | e [* = 1. In tal modo, il contri-
buto alla differenza (46,16) proviene unicamente dalla regione y <
<< % (p > p,) che dobbiamo ora considerare.

In tutta questa regione la trasmissione della quantitd di moto
& piccola, in modo che si puo sviluppare 1'integrale degli urti in
potenze di q. Le grandezze Bgs che figurano nell’integrale svilup-
pato St si calcolano come gli integrali (46,14) con q preso dalla
(46,12). I1 contributo che proviene dalla regione p >p, vale in
questi integrali

(ee')?
212 | Vv’ |

(Bep)d = Fog,

Fop= fdzp(cf—""—;j—;jld% ?-”szi""_d%), (46,18
o1 ] H
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dove come limiti negli integrali doppi (rispetto a d%p e d%k) sono
indicati convenzionalmente i limiti rispetto a p e k. Riscriviamo
in modo identico le grandezze F.g nella forma

oo q1/h qi/h

Faﬂ=§ Zp(§ ...dzk)a(i . d) —

o
-

q3/h q1/h
- dzp(§ .,..d%)a(g oo d%) +

oo

dzp(tg...dzk)a( S .. .dzk)BJr

Ef_’ag [

) q1/h
+§dzp( Sc coL ) (QISH' ...dzk)ﬁ. (46,19)
01 q1/h ]

Il primo termine nella (46,19), essendo stato trasformato come
per la deduzione della (46,15), fornisce alla (46,18) il contributo

2eer " kake
S d%.
0

| v—v'| ke |?

Questa espressione coincide precisamente con quella che si otter-
rebbe sviluppando I'integrale (46,7) esteso alla regione y << x;');
di conseguenza, essa non da un contributo alla differenza in esame
(46,16).

Per la trasformazione degli altri termini nella (46,19) osserviamo
che nelle loro espressioni integrande si pud porre ¢ = 1; in questo
caso gli integrali restano convergenti e i loro valori sono definiti
dalla regione k ~ g,/h in cui ka>> 1 e percid | ¢ | &~ 1. E importante
anche che in virtu della condizione (46,8) il parametro

a0 /R = 2 | e’ |[hvga> 1; (46,20)

percid bisogna conservare solo i termini che restano finiti per g,p,/k —
—» co. In questo limite il terzo e il quarto termine nella (46,19) si

1) La sezione di diffusione di Rutherford per piccoli angoli, espressa in
funzione di q, ha la forma
4 (ee')?

—_—— 42
dURuth q,; l v__vl ‘g d q

(si & tenuto conto che ¢ = p| v — v/ | X, do = dig/p? (V — v')?).
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annullano. Quindi, non resta altro che

(Bag)oi— (Bop)b =

o qi/r
_ {ee’)? ' | d2k

n/h
. oo dik 1.
= —givevy| o ( | thaemo gt [ ko), d,21)
0

0 [}

dove gli indici «cl » e « B» indicano che i valori B,g si riferiscono
rispettivamente agli sviluppi degli integrali St; e Stg.

Ciascuno dei due integrali in d?k & diretto lungo il vettore p;
dopo aver integrato lungo queste direzioni (nel piano perpendicolare
a v — v') otteniamo per la differenza (46,21) un’espressione della
forma (41,8) di segno opposto con

q1/k 2

] .
L= S pdp [-—;? 5 S COS @etho 08 ¢ Jo dk]z.
0 ) 000
Usando la nota rappresentazione integrale della funzione di Bessel

e l'uguaglianza J; (z) = —J, (z), riscriviamo questo integrale
nella forma

q1/h 01491/h

L=‘§lpdp[5mkp>dk]2= { Ve@—1p-Z,
0 0 - 0

<J

ossia dopo un’integrazione per parti
L=ln—q—%ﬂ+2g.f, (x) [y (z) —1] In z dz.
b
Qui abbiamo tenuto conto che il parametro p,q,/% (non contenente
piu la grandezza ausiliaria y;) & grande; cid premesso, il limite
superiore nell’integrale restante & stato sostituito con l'infinito
e nel primo termine si & posto J, (¢,0,/2) =~ 0. Mediante i valori

Ji(z)lnzdr= —C+1n 2,

QL———jg

o0

§ Jo(2)J, (x) Inzdx = -—})—(an——C)
(dove C = 0,577... & la costante di Eulero; y = ¢ = 1,78...)
e tenendo conto della (46,20) troviamo infine

L=InLleel_ (46,22)

Blv—v'|"*
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Dall’esito dei calcoli effettuati possiamo concludere che nel
caso quasi-classico l’integrale degli urti privo di divergenze pud
essere rappresentato nella forma

Sterf = Stgf — Stpf, (46,23)

dove St & dato dalla formula (46,7) e Sty, & I'integrale degli urti
di Landau con logaritmo coulombiano (46,22). Sottolineiamo che
| v — v’ | in quest’ultimo & una grandezza variabile precisa e non
il valore medio vpe.

In forza delle semplificazioni fatte nella deduzione, questo
risultato é valido, ovviamente, soltanto con « precisione logaritmica
migliorata »: 1'equazione cinetica con l'integrale degli urti (46,23)
permette di migliorare la precisione dei calcoli solo nel senso della
definizione del coefficiente esatto nell’argomento del grande loga-
ritmo (con questa precisione, ovviamente, da tutte le risposte scom-
pare %, che funge nella (46,23) da parametro ausiliario).

PROBLEMI

1. Nel caso di Born calcolare con precisione logaritmica migliorata la parte
immaginaria della costante dielettrica per un plasma con una carica z=1)e
in equilibrio (7; = T',) per frequenze o > v,;.

Soluzione. Calcolando &” per la condizione @ > v si devono includere solo
gli urti ef (come & stato gid precisato nel dedurre la (44,8)). Poiché I’integrale

egli urti (46,7) differisce dall’integrale di Boltzmann ordinario solo per il
fattore | | -2 davanti a dog,,),, il valore cercato &” si pud calcolare mediante
la stessa formula (44,8)

) baie*N; N

£ (03)="—§'I'amls_e vE{01)1)es &)
dove {.. .}, 0{...); indicano la media della velocita degli elettroni v, o degli
foni v; rispetto alla distribuzione d’equilibrio. A differenza dei calcoli realizzati
al § 44, ora o, & definito come

or={ tt—cos o (L, £) |7 domuen, @

ed & necessario calcolare il valore medio di o; rispetto alle velocitd degli ioni
(che, ovviamente, qui non si possonc trascurare); nell’argomento @ =— qVin
della funzione ¢ la velocitd del centro d’inerzia dell’elettrone e dello ione & so-
stituita approssimativamente dalla velocitd dello ione. La sezione di Ruther-
ford si serive nella forma

(ze2)* m® 2;seny dy  8u(ze?)?m?

GRS T T D P K S
dove

= 2p, sen —X- 1 —cos __q_* 0<<qg<2

q'—‘ Pe 2 y X"‘ng ? \q\ Pe

{P. = mv, & la quantitd di moto dell’elettrone).
La funzione & (0, ¢/k) — 1 & definita mediante la formula (31,11) e consta
delle parti elettronica e ionica. Poiché il suo argomento nella (2) & khw =
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== qV; < qv,, si pud calcolare la parte elettronica per © = 0; allora

o (T, _;;l_)__i____zﬂ_{HF(Vzw )} 4

242
qae szi

{viq & la proiezione di v; su q; si & tenuto conto che per z = 1 si ha q; = a,).
Ponendo le (3) e (4) nella (2) ed eseguendo delle trasformazioni evidenti

-delle variabili, otteniamo

2 2 %0
21w et i "}” e S te—% gt ar
pé [E+24+F @B+ [F @)

-_00

{0g)i=

{F = F’ 4+ iF"). L’integrazione rispetto a d{ & elementare e sostituendo i limiti
si deve tener conto che 7%/pZa <1 ed omettere tutti i termini ~%%p2a2 e di
-ordine superiore. Come risultato otteniamo

biet [ 2mvu.a
(O9i= 5z [m efe —f-A], ®
dove
1 ¢ _paf 24P 24P =
—_ 2 -
A = = é‘e { 7 [arctg 7 2]

— In(@+Fp+ P} ot

{si & tenuto conto che F’ (§) & una funzione pari e F” (&) dispari di &); il calcolo
numerico da 4 = —0,69.
La media nell’espressione (1) si calcola mediante le formule

= (%‘)“2’ <12v>=(27”}-)”2[1n%1—c]

{C & la costante di Eulero). Troviamo infine

=AY eV, O ap (mT)/a
¥=73 1'3/21;1/2 ¢ B Lp=In —=———F,

lnaB=% In 2—-g-+A=ln1,06 6)

V. I. Perel, G. M. Eliasberg, 1961).

2. Risolvere il problema { nel caso quasi-classico.

Soluzione. Seconde la (46,23), le espressioni per g; nel caso quasi-classico
i ottengono settraendo In (ye?/#v) dal logaritmo nella (5):

2net 2mu2 )
o= [ In e 44 ] ™

Per £” si ottiene la formula (6) con il logaritmo

Taetie
—

Lei=In , Inogi=2In2-—2C+4=1n0,63 8)
.al posto di Ly.

3. Determinare con precisione logaritmica migliorata la velocita di trasmis-
sione dell’energia dagli elettroni agli ioni in un plasma con una carica (z = 1),
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supponendo piccola la differenza tra le temperature degli elettroni e degli ioni
G =7T,—T, < THY. '

. Soluziene. Essendo piccolo il rapporto m{ M. (e per di pid piccola la trasmise
sione dell’energia in ogni atto), & chiaro a priori che I’equazione per la funzione
di distribuzione degli elettroni si riduce a un’equazione del tipo di Fokker-
Planck e ha la forma (si veda il § 21)

%fte =71g..—a%e— {pr (pe) [—g—%_*_% 'fe]}'

Moltiplichiamo questa equazione per pg/2m e integriamo rispetto a 4mp? dp,.
Dopo un’integrazione per parti otteniamo la seguente espressione per la velocita
di trasmissione dell’energia degli elettroni:

dEe __ 0fe
dt S Bue [ Ope -

Sufpponendo che la funzione di distribuzione degli elettroni sia maxwelliana e la
differenza delle temperature piccola, troviamo
dE, (1 1
di _\ Te T;
11 coefliciente B, cosi come nella (21,11), si esprime mediante la media quadratica
della variazione della quantitd di moto di un elettrone per urto con uno ione:

v
Tei fe] d3pe.

6T
) | Botte atpe m— < Ne (Bodhe. )

(Ape)? ;I
B=2ﬁ_=7 J\"ive S ((Ape)z)i do. (10)
La grandezza Ap,, invece, si ricava dall’'uguaglianza (46,5):
oo o¥Nqo o owq Vidd
Ape~ -—l;- ~ Te = Ve

Ponendola nella (10) e in seguito nella (9) e utilizzando il legar‘nek fra ¢ e I’an-
golo di diffusione y del problema 1, troviamo
dE 6T
-—dTe-': — = Vm? (g (vgon)i)e (Ni= Ne=N). (11)
La formula (11) & completamente analoga alla formula (1) del problema 1
e percio i calcoli ulteriori sono praticamente identici. Nel caso di Born abbiamo

4metT

@ o= 2mveae
ig i m2Mvi

[ln ) +A1] >

dove 4, & un integrale che differisce da quello 4 del problema 1 per il fattore
supplementare 2&2 sotte il segno di integrale (il calcolo numerico da 4, = —0,52).
La media rispetto alle velocitd degli elettroni si calecola come nel problema {.
Abbiamo infine

dbe AV 2m Nl | o7, Lp=1In(Bg (mT)P acih), (2)

dt MT3/2
dove
| 1n'ﬁn=-,§-1n2—-§-+‘41=1n1,26.

1) Questo problema & stai;o trattato da R. R, Ramaza$vili, A. A. Ruchadze
e V. P. Silin (1962). = . ,
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Analogamente, nel caso quasi-classico otteniamo una formula del tipo (12)
con la sostituzione di Ly con

Loy = In (Ta Ber/e?), InBgy =2In2 —2C+ 4, = In0,75. (13}
Le formule (12)-(13) precisano i risultati del § 42 e determinano (per il caso di
una piccola differenza di temperature) il fattore numerico sotto il segno di
logaritmo nella (42,6).

§ 47. Interazione atiraverso onde di plasma

In alcuni casi 1’inclusione della schermatura dinamica dell’in-
terazione coulombiana delle particelle nel plasma conduce non
soltanto alla precisione dell’argomento del logaritmo coulombiano,
ma anche ad effetti qualitativamente nuovi. Per il loro studio
rappresentiamo 1'integrale degli urti nella forma che calcola esatta-
mente il contributo della diffusione per piccoli angoli e tiene conto
con precisione solo logaritmica del contributo proveniente dalla
diffusione per grandi angoli.

Nel caso quasi-classico i grandi angoli di diffusione (y~ 1)
provengono da distanze d’impatto piccole:

o< lee It |
L'integrale degli urti cercato ha la forma ‘dell’integrale di Landaw
contenente le grandezze B,p dalla (46,15):

_ 2(ee')? kokp d2k
Bup=Terr | e RV, 7 ? (47.1)

dove si integra sulla regione fino a
kmax ~ Mv?el/l ee’ |. ‘ (47,2)

Nel caso inverso di Born la forma cercata dell’integrale degli
urti si ottiene sviluppando l'espressione integranda nella (46,7}
in potenze di q. Come risultato riotteniamo 1'integrale di Landau
con le grandezze B,y date dalla stessa formula (47,1) con la sola
differenza che ora

kmax ~ Wi/h (47,3)

(i1 valore k = g/A si ha per trasmissione della quantita di moto

g~ WUre;). Ricordiamo di nuovo che il significato fisico del taglio
su grandi valori k& é identico nel caso classico e in quello di Born,
cioe il taglio si effettua sugli angoli di diffusione y~ 1; il legame
diverso tra %k e 7 in questi casi conduce, tuttavia, ad espressioni
distinte per kmax.

L’integrale degli urti di Landau con le grandezze B,z prese
dalla (47,1) si chiama integrale di Balescu-Lenard ). Riscriviamo la

1) La deduzione formale di questo integrale verra data alla fine del § 51.
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formula (47,1) nella forma seguente pin comoda per le considera-
zioni ulteriori:

' N  kakp d3k d
Bog=2(ee)? S S 8 (0—kv) 8 (0—kv') pEECEEn , (47.4)
_mhskmax

.dove ora 1'integrazione & estesa ai vettori k tridimensionali (invece
che bidimensionali) Le due funzioni 6 nell’espressione integranda
garantlscono r uguaghanza kv = kv’, cioé la trasversalita di k nspet-
to a v — v’'. L’integrazione rispetto a dw, invece, sostituisce 1’argo-
mento o nella funzione & (w, k) con il valore nchlesto o = kv =
= kv’ = kV.

Sottolineiamo che il fattore | & (w, k) |~ nell’espressione inte-
granda della (47,4) diventa infinito per gli stessi valori ® = kV
e k per cui ¢ (w, k) = 0, cioé per i valori corrispondenti alla legge
.di dispersione delle onde di plasma longitudinali. Questi valori k
possono fornire un grande contributo all’integrale degli urti. Fisica-
mente si pud descrivere questo contributo come risultato dell’inte-
razione tra le particelle realizzata mediante 1’emissione e 1’assor-
bimento da parte loro delle onde di plasma. L'effetto, tuttavia,
sard notevole solo nel caso in cui il plasma abbia un numero di
particelle sufficientemente grande, con velocitd comparabili con
la velocita di fase delle onde, vpee = w/k, 0 maggiori (soltanto
per queste particelle pud essere soddisfatta la relazione richiesta
o = kV).

Consideriamo un plasma in cui elettroni e ioni hanno le loro
temperature I, e T;. Per T', =~ T, nel plasma si possono propagare
‘(senza smorzamento considerevole) solo le onde di plasma elettroni-
che, la cui velocitd di fase vpage > Ures il numero di elettroni capaci di
« scambiarsi » onde in questo caso &, quindi, esponenzialmente pic-
colo.

Se, invece, T,> T;, nel plasma si possono propagare anche
le onde ionico-acustiche, la cui velocitd di fase verifica le disu-
guaglianze

vp; &L @lk € U, (47,5)

Queste onde possono fornire un contributo notevole all’integrale
degli urti tra elettroni (V. P. Silin, 1962).

Separiamo dalle grandezze elettrone-elettrone Bgg' la parte

legata a questo effetto e indichiamola con B(pl) Essa prov1ene dalla
regione d’integrazione nella (47,4) giacente nell intorno della radice
dell’equazione ¢ {w, k) = 0, corrispondente alla legge di disper-
sione delle onde ionico-acustiche. Questa radice o (k) & di per sé
complessa, con una piccola parte immaginaria (coefficiente di
smorzamento delle onde); quando » assume valori reali nella regione
d’integrazione la parte reale della funzione e = &’ -+ ie” passa

(ee)
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per lo zero mentre la parte immaginaria resta piccola. Partendo
dalla formula (30,9), rappresentiamo il fattore | & |2 nell’espressio-
ne integranda della (47,4) nella forma

i 2 .=

Te 27 e24e™ = (e |

Per 1'integrale degli urti elettrone-elettrone le velocitd v e v’ nella
(47,4) si riferiscono agli elettroni, e in virtd della disuguaglianza
o < kvr, negli argomenti di ambedue le funzioni & si possono omet-
tere i termini w. In tal modo la parte B considerata diventa

8 (e)..

v , n_ Kok d3k d
B&%":ZM_S [0 b vy b(e) ek dido 4 g

dove l'integrazione rispetto a d®k & estesa (per o dato) alla regio-
ne (47,5). :
Trasformiamo 1'integrale rispetto a d%k nelle nuove variabili
x = kn, k& = kv, k, =kv’,
dove n & il versore della direzione [vv’]. Calcolando direttamente lo
jacobiano della trasformazione troviamo che d3% va sostituito con
dw dk; dk,
ST
L’integrazione in dk,dk, elimina le funzioni & (in virtl delle quali
ky =k, = 0) e si ottiene quindi k = »n. La variabile % assume

sia valori positivi che negativi; convenendo di integrare solo rispetto
ai valori positivi scriviamo

o0

(o) __ _2%e'nang S e’ (0, W)
By =—TTwr] 25_5 @, g 0 A1)

La costante dielettrica di un plasma a doppia temperatura nella
regione delle onde ionico-acustiche (47,5) & data dalle formule 1)

1

¢ =1—Gr+amr

,_ oo [ Q2 Q3 w?

¢ -—I/_Z—F v%e+ v3, exp (— 2k}, )}
Il contributo principale all’integrale in dx nella (47,7) proviene

(come verra confermato dai calcoli successivi) dalla regione a,x>> 1;
percio si puo trascurare l'ultimo termine in e’ (®, %). Osservando

3

(47,8)

1) Si veda la formula (33,3). Nella (47,8) in &” & incluso anche il contributo
ionico. Benché questo contributo sia esponenzialmente piccolo nella regione
(47,5), esso definisce la regione d'integrazione nell’integrale (47,9) piu avanti.

S
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che

Q2 .
8(1— ) =216 @—2) +6@+2]
e integrando nella (47,7) rispetto a de, troviamo

(pl) 4meiQ; 5 an
o = Nalts TIWIT J %% @0 %) °

oppure, sostituendo 1’espressione per &” e introducendo la variabile
2,2
§ = %,

57 etopeat -
B = nyny 2V et 3 (47.9)

vV ] a? Ttexp (—1/25+L,/2)
dove
i ngs M T;? 7

In virtd delle condizioni (47,5) I'integrazione nella (47,9) va estesa
alla regione (Q;a,/Q.a.)? < £ 1. Poiché I'integrale & convergente
per & piccoli si pud porre uguale a zero il limite inferiore.

Per L, - oo l’integrale nella (47,9) tende a zero; supponendo
L, sufficientemente grande, calcoliamo questo valore nell’appros-
simazione logaritmica, limitandoci cioé al primo termine dello
sviluppo in 1/L,. Il contributo fondamentale all’integrale proviene
dalla regione in cui si pud trascurare il termine esponenziale al
denominatore. A questo fine deve essere —1/2F + L,/2 > 1, cioé
si deve calcolare 1l'integrale nei limiti da 0 a 1/(L, — 1) =~ 1/L,,
il che da semplicemente 1/, !). In tal modo otteniamo infine

(pl) __ 21/2—31€JZUTeTe -
Bug' =nyng W T ThL; (47,11)

I1 valore completo delle grandezze Bg§ nell’ 1ntegra1e degli
urti elettrone-elettrone si ottiene sommando la (47,11) all’espres-
sione coulombiana ordinaria (41,8), dove nell’argomento del loga-
ritmo coulombiano L il raggio di Debye vale

a = (az® + a7%) ¥ &~
I1 contributo delle onde di plasma (47,11) diventa prevalente per
3T JT;LL > 1. (47,12)

1) Nella regione fondamentale per l'integrale § ~ 1/L,, cioé » ~ 1/’aiL§'2-
In questo caso

Ha, ~ aJa;L3? ~ (T JT;LYI? > 1
e e "1™y

in accordo con l'ipotesi suindicata.
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§ 48. Assorbimento nel plasma nel limite delle alte frequenze

La regione di frequenze in cui & valida la formula (44,9) per la
parte immaginaria della costante dielettrica del plasma & limitata
dalle disuguaglianze Q,>> ®>> v,;; la prima disuguaglianza rappre-
senta la condizione generale di applicabilitd dell’integrale degli
urti con interazione coulombiana schermata. Consideriamo ora il
caso limite inverso rispetto all’ultima condizione, in cui

0> Q,. (48,1)

E da notare immediatamente che in questo caso la parte reale &’
della costante dielettrica & vicina a priori a 1 e la parte immaginaria
g” & piccola.

La dissipazione dell’energia del campo variabile esterno & dovuta
agli urti ¢i, la cui durata & dell’ordine del periodo del campo o infe-
riore. Cio vuol dire che per o> Q. saranno importanti gli urti che.
si verificano a distanze ~vr./o < vr,/Q, = a,. A queste distanze
il campo coulombiano degli ioni non ¢ pit schermato ¢, di conseguen-
za, gli urti acquistano il carattere di urto tra due particelle (e non
tra piu particelle, quali sono di fatto gli urti con interazione scher-
mata). In queste condizioni gli atti microscopici di assorbimento
dell’energia diventano processi inversi alla radiazione di ritardo
negli urti a coppie di particelle cariche. Questa circostanza consente
di’ esprimere ¢” mediante il principio dell’equilibrio dettagliato in
iunzione della sezione della radiazione di ritardo (V. L. Ginzburg,

949).

La dissipazione Q dell’energia del campo elettromagnetico nel-
I'unitd di volume del mezzo per unitd di tempo si esprime in fun-
zione di &” mediante la formula (30,4). Per legare questa grandezza
alla sezione della radiazione di ritardo, supponiamo che il campo
sia creato da un'onda piana monocromatica, in cui la densitd del-
T’energia vale

€— B4+ __ |EJ®
- 8n T 8n
{nell'ultima espressione si & supposto che E sia espresso in forma
complessa; si veda la nota a pag. 157); essendo prossima a 1 la costante
dielettrica, poniamo qui ¢ = 1. In seguito si pud scrivere la formu-

la (30,4) come segue:
Q = we"g. (48,2)

D’altra parte, la dissipazione & uguale alla differenza tra 1’energia
(Qass assorbita negli urti tra elettroni e ioni e 1’energia irradiata
in seguito a questi urti. Inoltre si tiene conto proprio dell'energia
Qtor della radiazione forzata (e non spontanea) che implica la com-
parsa di fotoni coerenti con il campo iniziale e in questo senso da
esso indistinguibili.
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Scriviamo la sezione dell’emissione spontanea di un fotone,
cioé della radiazione di ritardo ordinaria, nella forma

dogy =2 B§ (o — o’ — i) S0 dop. (48,3)

Qui k ¢ il vettore d’onda del fotone, p e p’ sono le quantita di moto
dell’elettrone iniziale e finale. Il prodotto N ivdosp (dove N; € la
densita ionica) € la probabilitd di emissione di un fotone da parte
di un elettrone nell'unitd di tempo; la funzione w (p’, p) dipende
anche dalla polarizzazione del fotone emesso. Integrando nelle
direzioni p’ e k e sommando sulle polarizzazioni del fotone, otte~
niamo la sezione differenziale (rispetto alle frequenze) della radia-
zione di ritardo do,; la funzione § nella (48,3) si elimina integrando
rispetto a ¢’ = p’%/2m. In tal modo,
2y —
do, =4;an:3 we? do,

dove w (p, p’) & il valore medio della funzione w (p, p’) calcolato
nelle direzioni p e p’; questo valore non dipende piu dalla polariz-
zazione del fotone e percid la sommatoria rispetto ad esse si riduce

alla moltiplicazione per 2. Introducendo la « radiazione efficace »
%, Secondo la definizione

howdo, = x,do,
esprimiamo di qui w nella forma
- e
u;=—————4m,v, Fos Hoe (48,4)

La sezione della radiazione forzata differisce dalla (48,3) solo
per il fattore Ny, ossia per il numero di fotoni nello stato quanti-
stico con il vettore d’onda k e la direzione della polarizzazione e
lungo E (si veda IV, § 44). Percid 1’energia totale della radiazione
forzata &

Q=N 3, | Nuchow (', p) 1 (1) 8 (e— e’ —i0)

d3k ,
P dsp d3p’,

dove f (p) & la funzione di distribuzione degli elettroni. Piii avanti
supporremo questa funzione maxwelliana dipendente solo dal mo-
dulo p. Calcolando la media lungo le direzioni p e p’ e osservando
che in virtd della monocromaticitd del campo

d3k €
3 § Mo = s
[
riscriviamo @, nella forma

Quor= N8 | 0f (p) 8 (e— 2’ — ) dop d*p'. (48.5)
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Si calcola analogamente 1’energia assorbita per transizioni in-
verse con la variazione della quantitd di moto p’ — p (diffusione ane-
lastica dell’elettrone nel campo elettromagnetico). In questo caso,
in accordo con il principio dell’equilibrio dettagliato, le funzioni
di probabilitd w, che definiscono le sezioni dei processi diretto e
inverso, sono uguali. Percid per Q. si ottiene un'espressione che
differisce dalla (48,5) solo per la sostituzione della funzione di distri-
buzione f (p) con f (p’). La dissipazione & Q = Quss — Qtor: confron-
tando questa espressione con la (48,2) otteniamo

o= (W ()~ 1 (18— —ho) dpasp.  (48,6)

Limitiamoci alle frequenze per cui

hok T. (48,7)
Allora la differenza p’ — p & piccola e si pud porre
' d #i
HPY—1 ()= —TL ho=L2 1 (p),

e negli altri fattori p = p’. Ponendo c¢id nella (48,6) ed esprimendo w
in funzione di %, secondo la (48,4), troviamo infine la seguente
espressione per la parte immaginaria della costante dielettrica:

3
e (@) = NN =25 (o), (48.8)

dove le parentesi angolari indicano il valore medio secondo la distri-
buzione maxwelliana degli elettroni.

Applichiamo questa formula ai due casi limite: quasi-classico
e di Born. Nel primo caso, cioé per

zethv > 1, (48,9)

limitiamo ancora la regione delle frequenze w>>»> Q, a un intervallo
pit ristretto

mvye/ze®>> 0 > Q. (48,10)

(a primo membro figura una grandezza inversa del tempo necessario
all’elettrone per arrivare a una distanza dallo ione tale che 1’angolo
di diffusione diventi ~1); si vede facilmente che dalle condizioni
(48,9-10) deriva automaticamente la (48,7). Nel caso quasi-classico.
la radiazione efficace alle frequenze (48,10) per l'urto di un elet-
trone con uno ione fisso € data dalla formula

16228 2my3
%o = g5~ In e - (48,11)
dove y = ¢€ = 1,78 ..., C & la costante di Eulero (si veda II,

(70,21)). Sostituendo questo valore nella {48,8) e calcolando la media

iR
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otteniamo ')

v _ 4V 2 ze'Ne QF 2872028
&=—3 ToEmE @ 0 vo/2wzeZm1/2 * (48,12)

Nel caso di Born, cioé per ze?/fiv < 1, la radiazione efficace alle
frequenze iw < T & data dalla formula 2) -

1622¢6 2my?
*o = "Fpagme ) (48,13)
11 calcolo in base alla (48,8) conduce all’espressione-
v 4V 2n  ze'N, Q2 4T ,
€ =3 AT o Vo (48,14)

che differisce dalla (44,9) solo per 'argomento del logaritmo.

§ 49. Teoria quasi-lineare dello smorzamento di Landau

by

La teoria delle oscillazioni del plasma esposta ai §§ 29-32 &
basata sulla soluzione dell’equazione cinetica nell’approssimazione
lineare della teoria delle perturbazioni. La condizione di applicabi-
lita & che le correzioni alla distribuzione 8f (29,2) siano piccole
rispetlto alla funzione imperturbata f,:

ek Afg .
Tov—ol 7p" & fo- (49,1)
Per le oscillazioni del plasma che si smorzano debolmente con
frequenza =~ Q, e vettore d'onda k< Q,/vy, & necessario, quindi,
che sia
eE 8f,
o op <o

Per un plasma maxwelliano si pud scrivere questa condizione (dopo
1’elevazione al quadrato di ambedue i suoi membri) come segue:

E*lhn < N.T,. (49,2)

In questa forma la condizione ha un significato fisico semplice: la
densita dell’energia del campo ondulatorio deve essere notevolmente
inferiore alla densita dell’energia cinetica degli elettroni nel plasma.

1y In questo caso si usa il valore dell’integrale
L]
S e*1nzdz= —C,
0

2) Si veda IV, (92,16). Passando da questa formula alla (48,14) si & tenuto
anche conto che per %o <& T = muv}, l'elettrone perde per irraggiamento sol-

tanto una piccola parte della sua energia,
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La condizione (49,2) garantisce che sia piccola la correzione
0f per la massa fondamentale di elettroni. Ma anche se essa & sod-
disfatta esiste un numero relativamente piccolo di particelle per le
quali la condizione (49,1) puod essere violata; tali sono le particelle
che si muovono quasi in fase con I’onda (kv &~ ®©) e quindi parteci-
pano allo smorzamento di Landau (particelle di risonanza); persino
un campo debole pud cambiarne notevolmente la funzione di distri-
buzjone. Questa variazione sarid un effetto non lineare e percid il
suo carattere dipenderd sostanzialmente dalla composizione spettra-
le (rispetto a ® e a k) del campo ondulatorio; il fatto & che solanto
nell’approssimazione lineare le diverse componenti di Fourier del
campo sono indipendenti nella loro azione sulle particelle.

Considereremo qui le perturbazioni elettromagnetiche nel plasma
come un insieme di onde di plasma, con vettori d’onda che assumono
una serie continua di valori in un certo intervallo Ak.

Se la perturbazione iniziale contiene un largo spettro di vettori
d’onda k~ Q./vy,, lo smorzamento di Landau si estende a un gran-
de numero di elettroni che si trovano (nel senso dell’azione del
campo) nelle stesse condizioni. Come risultato la distorsione della
funzione di distribuzione sard relativamente piccola per tutte le
velocitd; la teoria lineare (per 1'ipotesi (49,2)) sara, di conseguenza,
applicabile a tutto I’andamento dell’evoluzione della perturba-
zZlone.,

Contrariamente, se la perturbazione contiene vettori d’onda solo
nell’intervallo ristretto Ak, intorno a un certo valore &, per il quale
ko< Q./vp,, allora 'intervallo di risonanza delle velocitd degli
elettroni

- Q

e Q. k
k

%o —}; (49’3)
¢ anch’esso piccolo posto intorno al valore vy>> vy.. Quindi, allo
smorzamento di Landau partecipera un numero di elettroni rela-
tivamente piccolo e la loro funzione di distribuzione pud percid
fortemente distorcersi.

Diamo la teoria quantitativa di questo fenomeno per il caso in
cui la perturbazione sia un’onda quasi monocromatica, la cui am-
piezza e fase sono modulate nello spazio secondo una legge stati-
stica. Lo spettro dei valori k della perturbazione iniziale & ristretto

|Av|~A=E ~ 3| Ak, Vo=

| Ak {/k < 1, (49,4)
ma al tempo stesso
| Ak | 1 (eloe |12
P >>—U; (——nf—-) ’ (49,9)

dove ¢, ¢ l'ordine di grandezza dell’ampiezza del potenziale del
campo elettrico delle onde (il significato di questa condizione verra
precisato pill avanti); notiamo che in virtd della (49,2) (dove E ~
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~ k@,) 'espressione a secondo membro della disuguaglianza (49,5)
& piccola: e | @, |/mv§< 1. Supporremo inoltre il campo omogeneo
in media su tutto il volume del plasma; cid vuol dire che il quadra-
to E2, il cui valore medio & calcolato in base alla distribuzione sta-
tistica delle fasi e intensita delle onde, non dipende dalle coordinate
(questo valore medio € equivalente a quello calcolato su porzioni di
spazio di dimensioni Az>> 1/] Ak |).

Rappresentiamo il campo E all’istante iniziale sotto forma del-
I'integrale di Fourier

(231_)3 ?

dove in virtd della condizione di realtd E_y = Ef. L’ipotesi (49,4)
sul carattere della perturbazione iniziale significa che I'integrazione
nella (49,6) & estesa di fatto soltanto agli intorni dei punti k = +k,.
Quanto alla condizione di omogeneita spaziale della perturbazione,
& facile formularla scrivendo il tensore quadratico E,Eg sotto forma
dell’'integrale doppio

E= | Epet LA (49,6)

v 3k K
E,Ey= S S EyoEypeic+er oo

Dopo il calcolo della media in base alla distribuzione statistica,
questa espressione deve essere indipendente da rl). A tal fine il
valore medio (Fy,FEy-) deve contenere la funzione delta 8 (k + k).
Tenendo anche conto della longitudinalitd delle onde di plasma,
scriviamo

(ExoBurg) = (2t 2252 (B9 6 (k4 K. (49,7)

Questa relazione si deve considerare come definizione delle gran-
dezze indicate qui simbolicamente con (E*)y. E da notare che queste
grandezze sono reali. L’espressione (49,7) & diversa da zero soltanto
per k = —k’ e simmetrica rispetto alle permutazioni di k e k'.
Percid (E2), = (E?).x e il cambio di segno di k & equivalente alla
coniugazione complessa. Il quadrato medio (E?) si esprime in fun-
zione di queste grandezze mediante la formula

&)= Eegm- (49,8)

L'integrazione nella (49,6) e percid anche nella (49,8) @& estesa,
come & stato gia detto, agli intorni dei punti ko e —K,. E pilt como-
do, tuttavia, escludere dalla considerazione il vettore —k, rap-

" 1y Per le perturbazioni del tipo considerato gli integrali E, =
=\ E (r) e~ " &3z sono di fatto divergenti, in quanto E (r) non si annulia al-

'infinito. Questa circostanza, tuttavia, & inessenziale per le conclusioni formali
che hanno a che fare a priori con i quadrati medi finiti.
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presentando la (49,6) nella forma

E= S Eyetkr é;’;s +c.c., -(49,9)

k=ky
dove si integra gia rispetto al solo intorno del punto k = k, e c.c.
indica un’espressione complessa coniugata. Corrispondentementella
(49,8) si scrive come
C d%%
(EH=2 | (E% s (49,10)

k=xko

e la relazione (49,7) nella forma
(ExaEtp) = (20)° (BN 228 § (& — 1K),
(ExoExp)=0.

L’evoluzione ulteriore della perturbazione (49,9) nel tempo
sara rappresentata dall’espressione ;

‘21[)3 e ’ '
k~“'ko

(49,11)

dove o (k) &~ Q, é la frequenza delle onde di plasma e i coefficienti
Ey (¢) variano lentamente a causa dello smorzamente di Landau.
Rappresentiamo analogamente anche la funzione di distribuzione
degli elettroni

=ttt m+{ |t mea-o Phtoo) 913

k~kp

L’espressione tra parentesi graffe rappresenta la parte « caotica »
della funzione di distribuzione, che oscilla rapidamente nello spazio
e nel tempo; essa scompare con la media statistica delle onde. Quanto
al termine f, (¢, p), esso rappresenta la distribuzione media varia-
bile lentamente 1).

I1 nostro scopo & di ottenere un sistema di equazioni che defini-
scano I’evoluzione delle caratteristiche medie dello stato del plasma,
ossia delle funzioni (E?)}; e f, (t, p). Affinché il detto sistema sia
chiuso, queste caratteristiche devono includere tutti gli elettroni
che partecipano agli effetti non lineari in esame. A tal fine 1’inter-
vallo delle velocita (49,3) corrispondente alla dispersione dei vettori
d’onda Ak deve, a sua volta, in ogni caso coprire largamente I’ampiez-
za delle oscillazioni della velocitd degli elettroni sotto 1’influsso
del campo di onde in risonanza con essi. E questa la condizione
espressa dalla disuguaglianza (49,5); (e | @, |/m)¥/? & 1'ordine di

1) Non confondere con la distribuzione d’equilibrio maxwellianal
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grandezza dell’ampiezza suindicata. Infatti, nel sistema di coordi-
nate che si muove con la_velocitd di fase dell’onda, il campo di
quest'ultima & statico ed & una successione di gobbe di potenziale
di altezza | @, |. In questo sistema l'elettrone di risonanza compie
oscillazioni tra due gobbe e, inoltre, la sua velocita varia nell’inter-
vallo tra - (2¢ | @, |/m)Y/%

Una delle equazioni che legano (E®)y con f, esprime lo smorza-
mento di Landau di ciascuna delle componenti di Fourier del campo

2 (E= — 2 (B, (49,14)
dove
k
?k=2a2ezsz,5 ‘f;;g - 6 (@ —kv) dp (49,15)

8, in accordo con le (32,6) e (30,1), il coefficiente di ampiezza dello
smorzamento. delle onde; il fattore 2 a secondo membro dell’equa-
zione (49,14) & legato al carattere quadratico della grandezza (E3)y.

Partendo dall’equazione cinetica del plasma senza urti ottenia-
mo la seconda equazione

of of of
-5‘,'—+v 'a—r-eEﬁ_O‘ (49,16)

Applichiamola dapprima nell’approssimazione lineare a una sin-
gola componente di Fourier della perturbazione. Nell'ultimo ter-
mine dell’equazione, gia contenente la piccola grandezza Eyeitkr—ot),
poniamo f =~ f,. Nel primo termine, invece, trascuriamo la dipenden-
za lenta di fy da £. Otteniamo cosi per fy 1’espressione ordinaria

_ deBy fy

G,y dp (49.17)

dove, come sempre, nelle integrazioni ulteriori con o si deve inten-
dere o -+ i0.

In seguito, sostituiamo nella (49,16) le espressioni complete di
E e f nelle forme (49,12) e (49,13) con fx dato dalla (49,17) e cal-
coliamo il valore medio in base alla distribuzione statistica delle
onde mediante la (49,11). Scompaiono tutti i termini lineari rispetto
alla perturbazione, mentre i termini quadratici definiscono la deri-
vata df,/0t nella forma

3f, o @ 0f, S kaks (g [ i i J &k
"at  ° 9pa dpp . 2 k| o—kvFi0  o—kv—i0 J @m)T
~ko

Sostituendo, secondo la (29,8), la differenza tra parentesi quadre
con 2n8 (@ — kv) otteniamo infine

Ofg __ 0 (n) 0f '
L= (DB 5), (49.18)
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dove : :
DR @) =2ne | @S @—kv) i, (4949)

k=~k¢

Le equazioni (49,14) e (49,18) costituiscono il sistema completo cer-
cato. La teoria delle onde di plasma basata su queste equazioni si
chiama gquasi-lineare ).

L’equazione (49,18) ha la forma di un’'equazione di diffusione
nello spazio delle velocitd, dove DY3 svolge il ruolo del tensore dei
coefficienti di diffusione (1'indice (n) ricorda che questa « diffusio-
ne » & legata agli effetti di nom
linearitd). Questi coefficienti, come fp(P)
funzioni della velocitad degli elettroni,
sono diversi da zero nell’intervallo Av
in prossimitd di v,, legato alla di-
spersione Ak in accordo con la (49,3).
Sard questa la regione di velocitd in

cui avra luogo la diffusione e, rispet- \
tivamente, comparirda la distorsione

della funzione di distribuzione (che \
resta maxwelliana per tutta la massa \

restante di elettroni). Il carattere di
questa distorsione e  evidente dalle 0
proprieta generali di tutti i processi di 0 P
diffusione: la diffusione conduce a uno Fig. 13
smussamento, cioé alla comparsa nel
caso in esame di un ripiano di larghezza ~ Av nella « coda » della fun-
zione f, (p) per v & vy>> vy., cOme & rappresentato schematicamente
nella fig. 13. E da notare che per questo carattere della distorsione
cambia soprattutto la derivata 9f,/0p, mentre il valore f, resta
vicino a quello maxwelliano.

Stimiamo il tempo di rilassamento di questo processo t,. Poiché
si tratta di livellamento sull’intervallo Ap = mAuv, allora

Ty ~ m? (Av)¥/Dm, (49,20)

Per stimare il coefficiente di diffusione, osserviamo che secondo la
(49,10) (E?)y (Ak/2n)® ~ (E?). La presenza della funzione & nell’e-
spressione integranda della (49,19) equivale, come ordine di gran-
dezza, alla moltiplicazione dell’integrale per 1/v,Ak. Quindi,

() _ e (E?) el (E3)
D™ o b~ Tk (49,21)

1) La teoria & stata sviluppatada A. A. Vedenov, E. P. Velichove R. Z. Sag-
deev (1961). Le equazioni (49,14) e (49,18) sono state dedotte indipendentemente
anche da Ju. A. Romanov e G. F. Filippov (1961), e da W. E. Drummond e
D. Pines (1961). :
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Infine, esprimendo (E?) in funzione dell’ampiezza ¢, delle oscil-
lazioni del potenziale (~k* | @, |?) e sostituendo la (49,21) nella
(49,20), troviamo 1)

(Av)®
ko (e {@gl/m)® * (49:22)

Nel ragionamento esposto si suppone, ovviamente, che il tempo
T, sia piccolo rispetto al tempo dello smorzamento di Landau:
T, < 1/9; in caso contrario le onde si smorzeranno prima che si
verifichino effetti non lineari. Al tempo stesso, l'applicabilita
dell’equazione (49,14) presuppone un tempo 1/y piccolo rispetto
al tempo del cammino libero degli elettroni: 1/y<& 1/v,, dove v,
& la frequenza media degli urti. L'ultima condizione, tuttavia, non
garantisce ancora che sia legittimo trascurare gli urti nel fenomeno
considerato (cioé che sia legittimo usare qui 1'equazione cinetica
nella forma (49,16)). Per la concorrenza con gli effetti non lineari
é importante non il tempo generale di rilassamento degli urti, bensi
il tempo di rilassamento degli urti nell’intervallo delle velocita
Av; indichiamolo con Tyyt.

Poiché si tratta del rilassamento nell’intervallo Av posto in
prossimitd dei valori v4>> vy, € in cui si trova soltanto una parte
relativamente piccola di tutti gli elettroni, allora la situazione &
analoga a quella che abbiamo visto nel problema degli elettroni in
fuga. I1 processo & una diffusione nello spazio dei vettori quantita di
moto con il coefficiente di diffusione

D(urt):ﬁ P ©) U%‘e= 4net LN T, ~ m®vee (ve) V5, ( 49,23)

mp3 v

Tn ~

(il coefficiente davanti a df/dp nella densita del flusso nello spazio
dei vettori quantitd di moto (45,5)).

Il tempo cercato del rilassamento d’urto nell'intervallo Av dif-
ferisce dalla (49,20) per la sostituzione di D(® con Dturt):

m? (Av)? (Av)? v, \3
Turt =~ plurt ~ VkeVee (VTe) ( v:'e ) ‘ (49’24)
Per
Tn > Turt (49,25)

(cioé per DM & Durt)) gli effetti non lineari sono inessenziali: gli
urti fapno in tempo a mantenere la distribuzione maxwelliana
nell’intorno di v, malgrado la perturbazione proveniente da parte
del campo d’onda. Corrispondentemente il coefficiente di smorza-

Y) Per Av ~ (e} @q |/m)}/?, quando la teoria esposta & gia, a rigore, inap~
plicabile §il segno ~ al posto del segno > nella (49,5)), questa stima di t, ~
~ kgl (mle| @4 |)Y3. Ci si doveva aspettare questo risultato, quando la disper-
sione delle velocita di risonanza Av coincide con 1'ampiezza della velocita degli
elettroni per le loro oscillazioni nel campo dell’onda: come ordine di grandezza
T, coincide con il periodo di queste oscillazioni.
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mento di Landau verra dato dall’espressione ordinaria, corrispon-
dente al valore maxwelliano della derivata df,/dp nell’intorno di v,.
In tal modo, la disuguaglianza (49,25) & la condizione di applica-
bilita della teoria dello smorzamento di Landau rigorosamente li-
neare. Ricordiamo al tempo stesso che la teoria quasi-lineare in
esame & valida per la condizione (49,2) di gran lunga piu debole.
La condizione (49,25) si pud rappresentare nella forma

E? o= vre \3 Av

Z NI Vi Lner (=) 52,
dove n = €2NV3/T & il parametro di gassositd. Il fattore piccolo
tra parentesi quadre dimostra la debolezza della condizione (49,2)
rispetto alla (49,25).

Nel caso limite inverso, per T,< Tyr¢ gli effetti non lineari
implicano una forte diminuzione della derivata df,/0p nella regione
suindicata, cioé grosso modo nel rapporto D®rH/DM.  Rispettiva-
mente diminuisce il coefficiente di smorzamento di Landau.

§ 50. Equazione cinetica per un plasma relativistico

Se le velocitd delle particelle (degli elettroni) nel plasma nom
sono piccole rispetto alla velocitd della luce, 1’equazione cinetica
deve essere scritta tenendo conto degli effetti relativistici (S. T'. Be-
ljaev, G. I. Budker, 1956).

Mostriamo preliminarmente che la funzione di distribuzione
f (¢, r, p) nello spazio delle fasi & una grandezza relativisticamente
invariante. A tal fine osserviamo che la densitd spaziale delle par-
ticelle e la densita del loro flusso, ciod gli integrali

N= Sfd3p, i=S vf d*p,

devono formare il quadrivettore i* = (cN, i) (si veda 1I, § 28) .
Tenendo conto che nella meccanica relativistica la velocita di una
particella di quantitd di moto p ed energia e & v = pc?/e, si puo
scrivere questo quadrivettore nella forma

{h = S o' ZE, (50,1)
dove p* = (e/c, p). Ma l'espressione d®p/e & un quadriscalare (si
veda II, § 10). E chiaro percid che dalla quadrivettorialitd dell’in-
tegrale (50,1) segue che la funzione f & un quadriscalare 2),

1) In questo paragrafo con le lettere k, ! si denotano gli indici vettoriali
quadridimensionali. II prodotto scalare di due quadrivettori a e b si indica con
(ab) == apbh. e

%) Quanto alla funzione di distribuzione delle sole quantita di moto, ossia
all’integrale f (t, p) = \ f (¢, r, p) d®z, essa non & un quadriscalare (proprio

questa funzione & considerata in II, § 10)..
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Passando alla deduzione dell’equazione cinetica del plasma,
osserviamo che i calcoli effettuati al § 41 restano validi anche nel
caso relativistico fino all’espressione (41,3-4), per la denmsitd del
flusso nello spazio dei vettori quantitd di moto. B necessario sol-
tanto calcolare di nuove le grandezze

1
Bop="7 | tagovrar do. (50,2)

La grandezza v &, come prima, la velocitd relativa di due
particelle. Ricordiamo, tuttavia, che nella meccanica relativistica
essa ¢ definita come la velocitd di una particella nel sistema a riposo
dell’altra e, in generale, non si riduce alla differenza v — v’ (si
veda II, § 12).

Precisiamo soprattutto il carattere di trasformazione di queste
grandezze. Il prodetto

Urey do-ff'd®p d®p'd®z di

¢ il numero di atti di diffusione che si verificano nel volume d3z
durante il tempo di tra due particelle con quantitd di moto negli
intervalli assegnati d®p e d%p’; per definizione, questo numero &
invariante. Riscrivendolo nella forma

8 Sp!
es’v,eldo-foj"d?l-'-- i,p odiz di
e osservando che gli ultimi cinque fattori (separati da punti) sono
invarianti, concludiamo che il primo fattore ee'v, do & anch’esso
invariante. Ne segue, a sua volta, che gli integrali

Wht = —;— ee’ S @*q'vre do (50,3)

formano un quadritensore simmetrico. Le grandezze (50,2), invece,
sono legate alle componenti spaziali di questo quadritensore come
segue:
web
Bopg=—-. (50,4)
Calcoliamo dapprima il quadritensore (50,3) nel sistema di
riferimento in cui una delle particelle (la particella e, ad esempio)
¢ a riposo. La sezione relativistica di diffusione di Rutherford delle
particelle ¢’ sulle particelle e a riposo (prima dell’urto), per piccoli
angoli di diffusione y, ha la forma ?!)

do.-.—.ﬂ%',");i 2y, dy. (50,5)

1) Questa espressione si riferisce alla diffusione degli elettroni sia su elettro-
ni che su joni. Nel primo caso essa si ottiene dalla (81,7) del volume IV, nel
secondo dalla sezione di diffusione (80,7), IV, su un centro coulombiano fisso.
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Lo stesso calcolo, fatto per la deduzione della (41,8), conduce alla
Seguente espressione per le componenti spaziali del tensore (50,3):

W =23 (e6')? L (v/280p — vf) me? 2y (50,6

Le altre componenti si devono supporre nulle:
W = Wee = (, (50,7)

Infatti, la variazione dell’energia delle particelle per urti (g% nel
sistema di riferimento in esame & una grandezza del secondo ordine
rispetto al piccolo angolo di diffusione; percid W e W sarebbero
infinitesimi del terzo o del quarto ordine, mentre tutta la deduzione
dell’integrale degli urti si effettua a meno di infinitesimi del secondo
ordine.
Dalle (50,6-7) abbiamo
Wi = —Wg = —4n (ee')* Lmc*e’ v,
Questo quadriscalare si pud scrivere in forma invariante, osservando
che nel sistema a riposo della particella e abbiamo
e [uw)2—1]2 o

(uu’)= ) (uu’) =T,

dove u* = p*/me, u* = p’*/m’c sono le quadrivelocitd di ambedue
le particelle. Percid

3
Wh= —4n (ee’)® Lmm’c* c—[(;é%_)_—i]—fl-; . (50,8}

Dalle (50,6-7) troviamo che
Whyy = Whiyj = 0, (50,9)

e, essendo relativisticamente invariante la forma di queste uguaglian-
ze, esse sono valide in qualsiasi sistema di riferimento.

L’espressione del quadritensore W#!, wvalida in un sistema di
riferimento arbitrario, deve essere, evidentemente, simmetrica ri-
spetto alle due particelle. La forma generale di questo quadritensore,
dipendente unicamente dai quadrivettori u* e u'* &

Wi = agh + B (uhu! + utu'l) + 8 (ubu'? + usu),
dove @, f, § sono scalari. Definendo questi ultimi con le condizioni
(50,8-9) otteniamo

min’ct (uu')?
Wh =2 (ee')* L mz— {—[(uu')2—1] g* —
— (uhul 4 wtutt) - (uu’) (@Whu't 4 utud)). (50,10)

Infine, considerando la parte spaziale di questo quadritensore

in un sistema di riferimento arbitrario, otteniamo le seguenti espres-
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sioni definitive per le grandezze Bop che figurano nell’integrale
degli urti:

, ! (]— ’/ 2)2 .
Bop=2x (ee')* L - wzy»\;v(i(_ v:'v/cac)s)— e X
r\2 2
(e (1= e B

._-'%,:—v&vé—}— vﬁc\:a (1...—?,—-) (vavé+ v;vﬂ)} . (50,11)

dove
€ v \-1/2 e v'e \~1/2
-V.__ mcﬁ—(i——c-a—) . 7’=W=(1——_c-2—)

sono i coefficienti di Lorentz di entrambi le particelle. E da notare
che malgrado la forma pid complicata (rispetto al caso non rela-
tivistico) il tensore tridimensionale (50,11) verifica, come prima,
le relazioni

Bogvg = Boagvp. (50,12)

Per la stima del logaritmo coulombiano osserviamo che nel
caso relativistico ha luogo la situazione di Born, ze*/hv ~ ze*/hc < 1.
Percid per gli urti ee ed ei abbiamo

L ~ In (pa/k) =~ In (T alkc). (50,13)

Per gli urti ii si deve sostituire T, con T; (se gli ioni sono anch’essi
relativistici) o ricorrere alle espressioni non relativistiche ordinarie.

L’equazione cinetica con l'integrale degli urti coulombiano
ha senso finché la diffusione di Rutherford resta la causa principale
della variazione della quantitd di moto e dell’energia dell’eletirone.
Un processo concorrente si rivela qui la radiazione di ritardo (e anche
1'effetto Compton se nel plasma esiste un numero grande di fotoni).
La sezione (di trasporto) della diffusione di Rutherford ha come
ordine di grandezza

ORuth ~ 32 ( - )2( me )2 L~z ( < )2 (%)zb. (50,14)

mc? e mc?

La sezione dell’emissione di ritardo dei fotoni con energia ko ~ T8

2 2 \2 T, .
c,,t~f_37_( ¢ ) In % (50,15)

med
(si veda IV, (93,17)). Queste sezioni sono comparabili per

Te ~( 137L )112
mct 1n (4137L)
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PROBLEMI

1. Trovare la velocitd di trasmissione dell'energia da elettroni con tempe-
ratura T, > mc? a ioni con temperatura 7; < Mc3.

Soluzione. Fino alla (42,3) restano validi tutti i calcoli eseguiti al § 42. Le
grandezze B&‘g), invece, le ricaviamo dalle (50,4), (50,6) ponendo v* = ¢:

B(aeg = 4netz?L/c.
Come risultato otteniamo

dE; _ dE',_( __&) 4nz2etNiNoL
dt dt Te Mc .

Esprimendo 1’energia degli elettroni ultrarelativistici in funzione della loro
temperatura, secondo E, = 3T, N (si veda il problema del § 44, V), otteniamo

daT, 4nzled Ny L
dt IMcT,

2. Trovare la conduttivitd elettrica di un plasma relativistico di Lorentz.

Soluzione. Dopo aver trascurato gli urti ee ¢ passando al limite per M — oo,
I’andamento della soluzione nel caso relativistico coincide con la soluzione del
problema non relativistico del § 44. Per la correzione alla funzione di distribu-~
zione in un campo elettrico costante (® = 0) riotteniamo

eEv
S =—Tmam

(si veda la (44,5)) con la sola differenza che la frequenza degli urti & definita
ora dalla sezione di diffusione di Rutherford

=—(T.—Ty)

lf_ __4nz%etl

Vei (p) = N wvoy, ngg 5 Um—v’—p’—'

Calcolando la corrente come 1’integrale —e S v8f d3p, otteniamo la conduttivitd
elettrica
PR Cf )
12nze2T L *
Nel caso ultrarelativistico v = ¢, (p?) = 12 (T/c)? in modo che
0 = ¢T,/xze3L.

§ 51. Fluttuazioni in un plasma

La teoria delle fluttuazioni in un plasma & costruita, in via di
principio, come in un gas ordinario (§§ 19, 20). I correlatori tempo-
rali :

(61, (tn ry, Py) 81 (tm | P pz)), (8o (th ry) 8fo (tz» T3, Pa))

(p & il potenziale del campo elettrico; gli indici a, b distinguono il
tipo di particelle), per esempio, verificano, per t = t; — ty > 0,
lo stesso sistema di equazioni, ossia 1’equazione cinetica el equa-
zione di Poisson linearizzate, che la funzione di distribuzione f,
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e il potenziale ¢. Per risolvere questo sistema bisogna conoscere i
correlatori simultanei corrispondenti, che fungana da condizione
iniziale. Ma a differenza del gas di particelle neutre in equilibrio,
nel plasma esiste la correlazione simultanea tra le posizioni di
particelle distinte, che & legata alla loro interaziome coulombiana
e che si estende a grande (~a) distanza. Nel caso d’equilibrio questa
correlazione viene descritta dai correlatori di densita calcolati in V,
§ 79. Nei casi di non equilibrio, invece, la definizione dei correla-
tori simultanei & un problema difficile.

Tuttavia, questa difficoltd si pud superare in forma generale nel
caso di un plasma senza urti. Osserviamo che per un plasma senza
urti il problema delle fluttuazioni nello stato stazionario di non
equilibrio si formula in modo particolarmente naturale, poiché
in questo plasma, qualora non esista un campo esterno, qualsiasi
funzione di distribuzione f, (p) dipendente unicamente dalla quan-
titd di moto delle particelle ¢ una soluzione stazionaria dell’equa-
zione cinetica. Il correlatore delle fluttuazioni rispetto a tale distri-
buzione, cosi come nel caso d’equilibrio, dipendera dalle coordinate
di due punti e da due istanti di tempo soltanto come funzione delle
differenze r =r, —r, e t = t, — t,. L’assenza di urti nel plasma
inoltre significa che vanno considerati istanti ¢ piccoli rispetto a
1/v, dove v & la frequenza efficace degli urti. I1 metodo che sara e-
sposto pil avanti & applicabile proprio in queste condizioni; sin
dall’inizio in esso si suppone l'assenza di urti. Esso & basato sul
calcolo diretto del valore medio dei prodotti delle funzioni esatte
di distribuzicne f, (¢, r, p) fluttuanti ).

Queste funzioni verificano le equazioni

dfq Ofa 0fa 09 dfq __

T TV e e Ty = (61,1)
dove @ & il potenziale esatto del campo elettrico, che soddisfa 1'equa-
zione

Ap=—4n D e, S fod2p. (51,2)
a
Le equazioni (51,1) esprimono l'analogo del teorema di Liouville.
Sottolineiamo che in queste equazioni esatte non si trascurano
ancora gli urti. Le funzioni esatte di distribuzione

fat v p) =2 8[r—r, ()18 [p—p. (8)] (51.3)

(la sommatoria & estesa a tutte le particelle del tipo a) contengono
il moto descritto dalle particelle lungo le traiettorie r = r, (2),
the sono soluzioni esatte delle equazioni di moto del sistema di

1y Questo metodo appartiene a N. Rostoker (1961) e a Ju. L. Klimontovié, -
V. P, Silin (1962).
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particelle interagenti. Le equazioni (51,1) si verificano facilmente,
con la derivazione diretta delle espressioni (51,3), tenuto conto
delle equazioni di moto delle particelle in un campe autocompa-
tibile.

Le equazioni (51,1-2) sono di per sé abbastanza inutili; ricorrere
alle funzioni di distribuzione nella forma (51,3) & lo stesso che se-
guire separatamente ogni particella. Se, invece, si calcola il loro
valore medio su volumi fisicamente infinitesimi 1), si ottengono le
equazioni cinetiche ordinarie. Ponendo f, = f, + 8f,, ¢ = ¢ + 09
e calcolando la media delle equazioni (senza trascurare nullal)
otteniamo

0fa 8fa 09 ofq ___ / 359 06f,
st TYor "% Tr op e\ Tor op >’ (51,4)

Ap=—4n Se, 5 7.d3p. (51,5)

a

11 secondo membro nella (51,4) & 1'integrale degli urti 2).

Sottraendo le (51,4-b) dalle equazioni esatte (51,1-2) otteniamo
le equazioni per le parti fluttuanti delle funzioni di distribuzione
e del potenziale. Inoltre i termini quadratici in 8¢ e 8f, nell’equa-
zione cinetica descrivono 1'influenza degli urti sulle fluttuazioni.
Trascurando questi termini e considerando il caso spazialmente
omogeneo, ponendo cioé

f: = .ﬁz (p), 6 = 0, (51,6)
otteniamo le equazioni
38f4 38f, 8¢ 0fy -
ot +v or %a75r -a_p——o’ (61.7)
ASp=—4n Sle, S 8f.d%p. (51,8)

Queste equazioni consentono di esprimere le funzioni 8f, (¢, r, p),
a un istante ¢ arbitrario, mediante i loro valori all’istante iniziale
£ == 0; ci0 permette di esprimere anche il correlatore

<6fa (t11 Ty, pl) 6fb (tz, 1'2, Pz)) (5119)

mediante il suo valore per t; = ¢, = 0. Questo valore iniziale del
correlatore (indichiamolo con g,; (r; — ry, Py, P2)) € in misura
notevole (si veda pill avanti) una funzione arbitraria. Sottolineiamo

1) QOssia, il che & lo stesso, rispetto alle condizioni iniziali del problema
meccanico esatto, corrispondenti allo stato macroscopico considerato.

2) Torneremo su questa espressione alla fine di questo paragrafo; per il
momento osserviamo che essa corrisponde al secondo membro dell’equazione
(16,7), nel caso in cui l'interazione tra le particelle sia coulombiana.
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immediatamente che esso non rappresenta affatto quel correlatore
simultaneo che ci proponiamo di trovare (assieme con il correlatore
completo non simultaneo). Il punto centrale che garantisce 1’effi-
cienza del metodo proposto & che per una funzione g arbitraria il
correlatore (51,9) calcolato in questo modo si riduce con il tempo
(t;, t, sono dell'ordine di tempo dello smorzamento di Landau)
a una funzione della sola differenza t = ¢, — ¢,, indipendente dalla
scelta di g. Cosi il problema sara risolto: questa funzione limite rap-
presenterd il correlatore non simultaneo cercato, e il suo valore per
t, — t, = O sara il correlatore simultaneo.

Passando alla realizzazione di tale programma, introduciamo le
componenti dello sviluppo di Fourier nelle coordinate e dello svi-
luppo unilaterale di Fourier nel tempo

00

8% () = | = § di-eiGe-0n §f, (¢, 1, p),  (51,10)

e analogamente per ogy. Moltiplicando le equazioni (51,7-8) per
e-i(kr—at) integrando rispetto a df da 0 a oo e rispetto a d°z, otte-
niamo

i (kv — @) 8fti — fegk Z2 8952 = 67k (0, p),
— k2R =4n D e, S Sty dp. (51,11)

a

- Abbiamo gia avuto a che fare con equazioni simili (cfr. le (34,10-11));
da esse ricaviamo

4y 4n 6fax (0, p)
G(Pb;k i —W 2 €q T(-vam)— dap, (51,12)

dove & & la costante dielettrica del plasma con distribuzione

f(p) 1). 11 prodotto di queste due espressioni e il calcolo della media
statistica danno

R4\ 1678
(Opikdati) = ke (0, k) gy (o', k') Ebeaeb 8
a,

S (Gfak ©0,m Gfbk' 0, p')

i(kv—a@)i(K'V —') d3pd3p’. (51,13)

I1 valore medio a numeratore dell’espressione integranda & legato
alla componente di Fourier g,,x (p,, p,) del correlatore « iniziale »

1) Soltanto per semplificare la scrittura delle formule ulteriori, supporremo

che la funzione f (p) sia isotropa in modo che il corrispondente tensore della
costante dielettrica eqp si riduce agli scalari e; e &;.
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gap (ry — 1y, Py, Pg) dalla formula
(8fax (0, p) 8fer (0, p)) = (21)* 8 (k + K') gor (prs Do)

(si veda la (19,13)). Come ogni funzione di correlazione simultanea,
_il correlatore iniziale deve contenere un termine con funzione §,
che esprime i casi in cui una sola particella si trova in elementi coin-
cidenti dello spazio delle fasi

6ab7 (p) 6 (ry, — r) 6 (p; — p,)

(cfr. la (19,6)). L’immagine della trasformazione di Fourier di

questo termine & 8,; f (p) 8 (p, — p,). Quindi nella (51,13) si deve
porre

(6fax (0, P) 8fprr (0, P')) =
= (23'[)3 8 (k + k') [Gabfa (p) 8. (p — p’) + m (p, p,)]’ (51,14)

dove py (p, p’) & una funzione regolare qualsiasi (senza singolarita
per p e p’ reali), ossia la trasformata di Fourier di una funzione
p (ry —ry, py, p,) che tende a zero per |r, —r, | - co.

Sostituito nella (54,13) il termine con questa funzione arbitraria
nella (51,14) da

4(2n)8 8 (k+ k) Uy (p, p') d3p d3p’
ke, (o, k) g; (0, k') 2}) S ikv—o)i(kv—0') * (51’15)

Mostriamo che questa espressione corrisponde nella rappresentazione
temporale a una funzione che si smorza rapidamente al crescere di
tot.

Il passaggio dalla trasformata di Laplace (8¢&i dg@/k-) (si veda
la nota a pag. 170) alla funzione del tempo ¢, e t, = t, - ¢ si realizza
mediante la formula d’inversione

(O (1) Spue (1) = [ e-ioti-10s (Boboih) Toos-,  (51,16)

dove l'integrazione & estesa ai cammini nei piani delle variabili
complesse w e o', che passano sopra tutti i punti singolari dell’e-
spressione integranda. Vediamo quale & l’asintotica dell’espressione:
(51,16) per t,, t, — co. Per determinarla si devono spostare in basso
i contorni d’integrazione finché non « si attaccano » ai punti singo-
lari; cosi, la singolarita nel punto » = o, condurra alla dipendenza
asintotica dell’integrale in do dal tempo nella forma exp (—iw?).
E facile vedere che l’espressione (51,15) ha singolarita soltanto nei
semipiani inferiori di w o @’ (e non sugli assi reali di queste variabili).
e percid I'asintotica dell’integrale (51,16), con la (51,15) in
qualita di (SqHk 69i’k-), contiene solo i termini che si smorzano..

v g
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Consideriamo, ad esempio, 1'integrale in w. Il fattore 1/¢; (@, k)
nella (51,15) ha poli negli zeri della funzione g (w, k), disposti sol-
tanto nel semipiano inferiore di @ !). Della stessa proprieta gode anche

I'integrale in d®p nella (51,15).
@ Infatti, questo integrale ha la forma
@ S ¥ (z) dz

z—@fk—i0 ?

dove z==p, & la proiezione del
vettore p sulla direzione k e, inoltre,
il fattore ¢ (z) (secondo le proprieta
supposte della funzione py (p, p'))
potrebbe avere punti singolari solo
- per valori complessi di z. Un
integrale di questo tipo & stato gia studiato alla fine del § 29 e, come
& stato mostrato, pud avere poli soltanto nel semipiano inferiore di .
In tal modo, la parte che non si smorza del correlatore proviene
unicamente dal contributo del primo termine dell espressione (51,14)
all’integrale (51,13):

Fig. 14

(Sopukdooi) =
__4Cnpsk4k) fo(p) &P
= T e (0, B g (@, k) 2835 (@—kv+i0) (0" +kv4i0) * (51,17)

‘Trasformiamo 1'espressione integranda scrivendo
(@ — kv +i0) (@ +kv+ i0)] 1=

1 ‘ 1 1
T ol +i0 [ ®—kv+4i0 + o' +kv+i0 ]'
Nell'integrazione ulteriore rispetto a @’ nella (51,16), il contributo
che non si smorza per t — oo proviene dal residuo nel polo " =
= —@ — i0, che viene aggirato con il cammino d’integrazione
mostrato nella fig. 14; in questo senso il fattore 1/(w + «') si deve
intendere come —2mid (o + «'). Il significato dei fattori 1/(o = kv)
nella successiva integrazione rispetto a o & definito dalla formula
(29,8), secondo cui
1 1 _
0—kvi 10  o—kv—i0

—2nid (@ —kv)

(questa notazione sottintende che l'integrazione in @ e o' si effet-
tua gia sull’asse reale).

1) Si intende che la distribuzione f (p) corrisponde allo stato stazionario
del plasma in modo che le onde di plasma si smorzano. E evidente che soltanto
in questo caso ha senso 1'impostazione del problema delle fluttuazioni stazio-
narie.
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-08i, per calcolare il correlatore nel limite asintotico dei tempi ¢
grandi, nell'integrale (51,17) si deve eseguire la sostituzione

[(0 — kv + i0) (0" 4 kv + i0)]* —
- —(27)2 8 (0 + @) 8 (0 — kv). (51,18)
Come risultato otteniamo 1) ,
(09Gk dpak) = (2n)* 8 (0 + @) 8 (k + k') (89*)k,  (51,19)

dove

(BP)or= o 2% § To(p) Blo—kv)d'p.  (51.20)

Dalla definizione (51,19) si vede (cfr. la (19,13)) che le grandezze
(69*),x rappresentano la trasformata di Fourier cercata della fun-
zione di correlazione, cioé il correlatore spettrale. In tal modo la
formula (51,20) risolve il problema posto per le fluttuazioni del
potenziale.

Analogamente si definiscono gli -altri correlatori. Cosi, espri-
mendo 8f;¢'x- dalla (51,11) in funzione di §¢§"%-, moltiplicando per
Spuk dalla (51,12) e calcolando il valore medio, otteniamo il cor-
relatore del potenziale e della funzione di distribuzione 2)

ak e
(6'P5fa)mk=m al; (0pPox +

8nleq 7 ,. .
+',;‘2m£,—k)'fa (p)d(0—kv). (51,21)

Ricordiamo chel’ordine in cuisi scrivono 8¢ e 8f, nel simbolo (8987, )ax

& fondamentale: la (51,21) &, per definizione (cfr. V, (122,11)), 1'im-
magine di Fourier del correlatore spazio-temporale .

(8 (¢, r) 8f, (0, 0)).
Se il correlatore & definto come (8f, (¢, r) 8¢ (0, 0)), allora si avra
(8/289)ax = (898fo)-0-x = (698f,)* (51,22)
(cfr. V, (122,13)).

1) A scanso di equivoci ricordiamo che questa non & tutta 1’espressione,
bensi la parte singolare in @ 4- »’, che definisce 1'andamento asintotico del
correlatore. Nell’espressione completa non tutti i termini conterrebbero
8 (0 + ©'), in quanto la corrispondente funzione di ¢;, ¢, dipende dalla diffe-
renza ¢ = I; — t, soltanto asintoticamente, per ¢;, t, grandi. RS

2) Sottolineiamo che esiste la regola di aggiramento inversa nel primo
terminek((o ——hiO al posto di @ - i0). Essa & dovuta al fatto che per @ = —o’

= —k’ si ha

&'y — 0 —i0)<t = —(kv — o + i0)-L
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Infine, il correlatore spettrale delle funzioni di distribuzione &

(6fa6fb)mk = 2n6ab6 (pi - Pz) ?a (pi) 8 (0) - kvi) -
\ €a€h (6@2)0)1( a-fa 0??1
T (@0—kv,+i0) (e —kvy,—i0) ( k ap; ) ( k Ip, ) -

8nZeqep e \ T 8 (@—kvy) o
T TRE {(k aps )fb el (0, k)(m—k\z'1+i0) +

' 0717 3 & (u)—kv )

—r(kﬁ.ﬁ;)f" s’{(w, k)(m——kiz—iO) } (51’23)
Questa & I'immagine di Fourier del correlatore
<6fa. (tv r, pl) afb (01 Oa P2)>'

Se nelle formule (51,20-23) al posto di f, consideriamo le funzioni
maxwelliane foo, Otteniamo i correlatori delle fluttuazioni in un
plasma in equilibrio senza urti.

Consideriamo, ad esempio, le fluttuazioni del potenziale. Per
un plasma maxwelliano si pué rappresentare la parte immaginaria
della costante dielettrica longitudinale nella forma

i (0, =20 S\ et | fou (p) S(0—kv) B (51,24)

(si veda la (30,1); la generalizzazione a pit specie di particelle € evi-
dente). Introducendo questa espressione nella (51,20) otteniamo

8aTe] (o, k)

SY)ex =Gz e, @, 1 * (51,25)

Il correlatore dell'intensitd del campo elettrico longitudinale &
(EaEB)mk = kakﬁ (6(P2)mk° (51»26)

E ovvio che questo risultato si potrebbe ottenere anche dalla
teoria macroscopica generale delle fluttuazioni elettromagnetiche
in equilibrio, esposta in IX, §§ 75-77 1). Secondo questa teoria, il
correlatore spettrale dell’intensita del campo elettrico si esprime
mediante la funzione di Green ritardata con una formula che nel
limite classico (hw < T) si scrive

T
(EoEg)ox= — - Im Dijg (@, k) (51,27)

1) 11 campo autocompatibile nel plasma é una grandezza macroscopica;
percio ad esso & applicabile la teoria macroscopica delle fluttuazioni. Quanto
alla funzione di distribuzione, essa non ¢ una grandezza macroscopica e le sue
fluttuazioni richiedono sempre uno studio cinetico.
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(si veda IX, (76,3) e (77,2)). In un mezzo con dispersione spaziale la
funzione di Green & 1)

R 4nk kok dnnc® kokp
Dap (0, W)=rprria—r (S — % ) + i . (51.28)
La sostituzione della parte longitudinale di questa funzione (il se-
condo termine) nella (51,27) fornisce le espressioni (51,25-26).

Torniamo infine all’equazione (51,4) e mostriamo che I'espres-
sione

adq (t,
NG TR (51,29)

che figura al suo secondo membro, coincide effettivamente con la
nota espressione per 1'integrale degli urti in un plasma. La grandezza
(51,29) si ottiene dalla funzione di correlazione (6o (t, 1) 6f, (0, 0))
derivando rispetto a r e ponendo quindi r = 0. Troviamo cosi

8 ., 3
< l9arq3 6f¢1> = S"k (6(P6fa)mk %ﬂngiak_:
d 37
=~ [ kIm (Sp8fa)orSmmt  (54,30)

(nell’ultima uguaglianza & inclusa la (51,22)). Ma dalla (51,21)
abbiamo (usando le (51,20) e (30,1)) .

of, 8n%e” -
TIm (898 o= { ~ stk Z 000k — 27, ) 2,6 (01— kv,) =
32mte e v = af

= '_kT;'Ta]? % el S k {E%fb_f“a_;{} 8 (0—kv,) @%p, -6 (0—kv,).
Sostituendo questa espressione nella (51,30), riduciamo facilmente
%g /9;,29) alla forma dell’integrale degli urti di Balescu-Lenard
. Dopo tale deduzione pud sembrare strano che per il calcolo del-
! integrale degli urti sia stato sufficiente considerare Ie fluttuazioni
in un plasma senza urti. Cio, tuttavia, & dovuto al fatto che per
gli urti in un plasma sono importanti le componenti di Fourier del
tampo eletirico conk > 1/a > 1/1, il che permette di trascurare gli
urti. La situazione qui & completamente analoga a quella che ha avuto
luogo per la deduzione dell’equazione cinetica di Boltzmann al § 16.
Infatti, I'equazione (16,10) significa esattamente che & stata trascu-
rata l'influenza degli urti sulla funzione di correlazione a coppia.

1) Questa espressione si deduce dalla formula (75,20) in 1X se si divide
quest’ultima nelle componenti trasversale e longitudinale e se si sostituisce e
in queste componenti rispettivamente con g (0, k) e g (0, k).



Capitolo V

PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO

§ 52. Costante dielettrica di un plasma freddo senza urti

Questo capitolo & dedicato allo studio delle proprieta di un plasma
posto in un campo magnetico esterno; esso si dice magneticamente at-
tivo. 11 campo magnetico costringe le particelle a descrivere traiettorie
spiraliformi lungo le linee di forza, esercitando cosi un’influenza pro-
fonda sul comportamento del plasma. I1 campo incide, in particolare,
anche sulle proprietd dielettriche del plasma.

Ricordiamo preliminarmente alcune proprieta generali del ten-
sore della costante dielettrica in presenza di un campo magnetico
con induzione B (si veda VIII, § 101). L'uguaglianza (28,6) & veri-
ficata, cosi come in assenza di campo:

EyB (—(0, ——k; B) = 8;‘5 (w, k; B). (52,1)

Secondo il principio di Onsager, questo tensore ¢ simmetrico se con-
temporaneamente il campo cambia di segno:

£qp (0, k; By = g5, (0, k; —B). (52,2)

Sottolineiamo, tuttavia, che questa proprieta si riferisce unicamente
a un mezzo in equilibrio termodinamico, mentre la proprieta (52,1)
& conseguenza della definizione stessa di eqp ).

Nel caso generale il tensore eqp si pud dividere in due parti:
hermitiana (eqp - €he)/2 e antihermitiana (eqp — £h2)/2. L'ultima
parte definisce la dissipazione dell’energia del campo nel mezzo
(cfr. la (30,3)).

Iniziamo lo studio del plasma magneticamente attivo col caso
" elementare di un plasma « freddo » senza urti. La temperatura di
questo plasma & supposta cosi bhassa da poter trascurare il moto ter-
mico delle particelle (le condizioni necessarie verranno formulate
pit avanti). Non esiste in questa approssimazione dispersione spa-
ziale e la costante dielettrica dipende solo dalla frequenza del campo
elettrico. Non esiste neanche dissipazione, in modo che il tensore

1) La formula (52,2) & scritta immediatamente per un mezzo invariante
rispetto all’inversione spaziale (¢ evidente che un plasma in equilibrio ha questa
proprietd). In tale mezzo gqg SONO funzioni particolari di k. In un mezzo arbi-
trario le relazioni di Onsager hanno la forma

eap (0, ki B) = ega (@, —k; —B). (52,2a)
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gqp © hermitiano, ciod

gap (0; B) = &y (0; B). (52,3)
Assieme all’uguaglianza (52,1) di qui segue che
gqp (0; B) = g4 (—o; B). (52,4)

Dividendo il tensore hermitiano nelle parti reale e immaginaria,
eqp = €qp + igap, in virtl delle (52,2-3) avremo

eep (0; B) = gpe (005 B) = g4p (0; —B),

" 52,5
ggp (0; B) = —&hy (00; B) = —egp (05 —B). ( )

In tal modo, in un mezzo senza dissipazione le g,z sono funzioni
pari del campo e le e;p funzioni dispari.

Supporremo che 1’anisotropia del plasma sia legata soltanto alla
presenza di un campo magnetico costante omogeneo (la cui induzione
all’interno del plasma indichiamo con B,). In questo caso la dipen-
denza lineare generale tra induzione dielettrica ed intensitd di un
campo elettrico monocromatico debole ha la forma '

D =¢,E+ (¢, — &,) b (bE) + ig [Eb], (52,6)

doveb = By/B,e ey, &, g sono funzioni di ® e B,. Questa relazione
in forma tensoriale si scrive come D, = eqpFp, dove

gap = 1005 + (8 — &) babg + igeagyby- | (52,7)

Se la direzione dell’asse z coincide con B,, le componenti di questo
tensore sono
Eyx = Eyy = € gy = €

xx _ vy _LZ zz’ i (52,8)

Ery = —Eyx = ig, By = &y, = 0.
Dalla condizione del carattere hermitiano del tensore (52,7) risulta
che le funzioni e,, e, g sono reali; dalla (52,4) segue che &, e ¢
sono funzioni pari della frequenza e g una funzione dispari. Il prin-
cipio di Onsager si verifica automaticamente con 1’espressione (52,7).
Nei campi deboli il tensore g, va sviluppato nelle potenze intere
del vettore B,. Pertanto per B, — 0 il coefficiente &, tende a un
limite finito, ossia alla costante dielettrica in assenza di un campo
magnetico. La differenza ¢, — gy o B{ e il coefficiente g ~ B,
11 calcolo del tensore &,p nell’approssimazione considerata si pud
effettuare direttamente partendo dalle equazioni del moto delle
particelle nei campi variabile E e costante By, cosi come & stata dedot-
ta la formula (31,9) al § 31. Dunque, per gli elettroni abbiamo

e

m—%‘t’— = ——eE—-E—[vBO]. (52,9)
La velocith v varia con il tempo secondo la stessa legge (e7i®%)
del campo E; trascurando la variazione spaziale di quest’ultimo nella
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regione di moto della particella, dalla (52,9) ricaviamo
OV = — £
oV =— E+ - [vB,].
La soluzione di questa equazione vettoriale algebrica contiene termi-

ni diretti lungo E, be [Eb]; considerando in modo appropriato i coef-
ficienti in questi termini abbiamo

iew o )
v:—maji_—%)—{]:‘.— —2¢ b (Eb) —i<2¢ [Eb]}, (52,10)
dove ® g, = eBy/me. La polarizzazione P e con essa l'induzione D
generate dal moto degli elettroni sono legate alla velocita degli elet-
troni mediante la relazione (29,4):

D—E _ .
o —i=—eN.v.

—ioP= —iw

Si calcola cosi anche il contributo ionico alla polarizzazione e si
sommano tra loro. Come risultato otteniamo

. oz Q2
gy =1— -0}, o—o};’
Q2102
ey =1-————°?0-)—2—-1-, (52,11)
(l)Bng ﬁ)Big?
T eo(—e) o(0—oh,)
Qui
eB zeB, ;
Wpe = m: ’ (.DBi=“"]# (52,12)

sono le cosiddette frequenze di Larmor degli elettroni e degli ioni 1);
i valori di questi parametri sono una caratteristica importante di
un plasma magneticamente attivo (ricordiamo che questa & la fre-
quenza di rotazione di particelle cariche lungo orbite circolari in
un campo magnetico).
1 rapporti
Wp; zm Q; ( zm )1/2

ope — M0 B\

o (52,13)

sono grandezze piccole. Per quanto riguarda il rapporto tra le frequen-
ze Q. e wp, (0 Q; e ©p;) dipendenti da parametri completamente
diversi (dalla densitad del plasma e dal campo B,), esso pud variare
entro limiti molto larghi.

Notiamo che il contributo ionico alla costante dielettrica di un
plasma magneticamente attivo, malgrado la grande massa degli ioni,

1) Si chiamano anche frequenze ciclotroniche o giromagnetiche.
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pud essere commensurabile (per frequenze o sufficientemente piccole)
o persino superiore al contributo elettronico. Per ® — 0 due termini
in g si elidono mutuamente e g.— 0; & facile vederlo osservando che

Qg/(DBe = Qg/(l)Bi (52,14)

poiché il plasma & elettricamente neutro (N, = zN;). Ambedue
i termini in g restano dello stesso ordine di grandezza per © ~ wg;;
si pud trascurare la parte ionica in g per © > wp;. Quanto alla
costante dielettrica trasversale e,, i due termini sono comparabili
soltanto nella regione

® ~ og; (M/m)1? ~ (0g;05)"*
Qui & possibile trascurare il contributo ionico soltanto per
® > (0g;05.)"2 (52,15)

Inf ne, si puod sempre trascurare la parte ionica nella costante die-
lettrica longitudinale e (in cui Q2 e Qf figurano sotto forma di som-
ma). Notiamo in proposito che 1'indipendenza di ¢, da B, & conse-
guenza dell’omogeneitd del campo B in esame: nei campi omogenei
incrociati il campo magnetico non cambia il moto delle particelle
lungo la direzione B,.

Soffermiamoci infine sulle condizioni di applicabilita delle for-
mule dedotte. Applicando al moto delle particelle 1'equazione
(52,9), abbiamo trascurato la variazione spaziale del campo E nella
regione di localizzazione della particella. Le dimensioni di questa
regione nella direzione del campo costante B, sono definite dalla
distanza v;/o percorsa dalla particella che si muove con velocitd ter-
mica media vy durante il periodo di variazione del campo. Nelle
direzioni perpendicolari al campo B, queste dimensioni invece sono
definite, per ® << 0y, dalla grandezza

rp ~ vrlog, (52,16)

ossia dal raggio delle orbite circolari delle particelle, che si muovono
con velocitd vy nel campo magnetico B, (raggio di Larmor delle parti-
celle). Per poter trascurare la variazione spaziale del campo E & ne-
cessario che queste distanze siano piccole rispetto a quelle su cui
varia il campo E (nelle direzioni corrispondenti):

vp lky | 1o €1y, vpky/og <1, (52,17)

dove k, =k e k, sono lecomponenti del vettore d’onda parallela-
mente e perpendicolarmente al campo B,. Queste disuguaglianze
devono essere soddisfatte per le specie di particelle nel plasma.
Inoltre, vedremo pin avanti che la frequenza w non deve essere
troppo vicina a una delle frequenze wg,, ©p; 0 ai loro multipli
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(le condizioni (53,17)). In prossimita di queste frequenze si deve tener
conto della dispersione spaziale anche se sono soddisfatte le condi-
zioni (52,17). Come vedremo al § 55, cid elimina i poli che le espres-
sioni (52,41) hanno per 0? = 0g, 0 w? = of.

§ 53. Funzione di distribuzione in un campo magnetico

Il tensore della costante dielettrica per un plasma magnetica-
mente attivo senza urti si calcola, se si tiene conto della dispersione
spaziale, mediante le funzioni di distribuzione degli elettroni e degli
ioni definite dall’equazione cinetica.

Per fissare le idee, scriveremo tutte le formule per gli elettroni.
Le equazioni cinetiche per un plasma senza urti sono state dedotte
gid al § 27. Per gli elettroni 1’equazione cinetica ha la forma

of af 1 o o
-ﬁ—{-v?r—-—e(E-l—-z-[vB])—é-F—O.j (53,1)
Supponiamo che il plasma si trovi in un campo magnetico omo-

geneo costante B, di grandezza qualsiasi e in un campo elettrico varia-
bile debole in cui

E, B’ coeitkr—on, (53,2)
In questo caso, in virtu delle equazioni di Maxwell, si ha
% B’ = [kE]. (53,3)

Sostituiamo B = B, 4 B’ nella (53,1) e rappresentiamo la fun-
zione di distribuzione nella forma f = f, + 6f, dove f, & la distribu-
zione omogenea e stazionaria, in assenza di un campo variabile;
la piccola aggiunta 6f dipende da ¢ e r secondo la stessa legge (53,2)
per i campi E e B’, cui essa & proporzionale. Separando nell’equazione
i termini di ordine zero e uno del campo debole, otteniamo 1)

o [VByl =0, (53,4)
i (kv—0) 8f —H{[vBol PL=e e {E+ L v (kEN}.  (53.5)

Indichiamo con v,, k, le componenti dei vettori v, k lungo il
campo B, e con vy, k; le componenti nel piano perpendicolare a By;
sia ¢ l'angolo tra v, eil piano k;, Bg(calcolato nella direzione
di rotazione di un cavatappi, avvitato lungo il vettore B,); le varia-
bili v,, v,, @ costituiscono le coordinate cilindriche nello spazio v.

1) Nel plasma freddo non si doveva includere la forza di Lorentz esercitata
da parte del campo debole B’ poiché, trascurando il moto proprio (in assenza
di campo) delle particelle, questa forza & un infinitesimo del secondo ordine.
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L'equazione (53,5) con queste variabili assume la forma
98f __
I
1 af
—e {E—{—K [v [kE]]} S+ (53.6)

Dall’equazione (53,4), invece, risulta che df,/d¢ = 0, vale a dire f,
puod essere una funzione qualsiasi dipendente esclusivamente da p,

e p;

i (kzvz +kJ.U.L cos ¢ _"(0) 6f + Dpe

fo=1o (pzr pL) (53,7)

(questo risultato & evidente a priori per un plasma senza urti, poiché
p: e p, somo variabili, sulle quali il campo magnetico non incide).

" Per rendere piu semplice la scrittura delle formule introduciamo-
le notazioni

kv, — k,v
oc=—%;;9—, p=-at, (53,8)
_._e 0f 1
Qo vy ) =g {E+1v [KE]}. (53,9)

Se f, dipende unicamente dall’energia degli elettroni & = p*/2m,
la derivata df,/0p = v df,/de e il suo prodotto per il secondo termine
tra parentesi si annulla in modo che

e df
Q= o —de-"— vE. (53,10)
Con queste notazioni 1'equazione (53,6) assume la forma
a6 .
S +i(a+peosg) 6= 0 () (53,11)

(omettiamo gli argomenti v,, v, nella funzione Q). La sua soluzicne &
?
8f = e~i(@c+B sen 9) S ei@e’ +B2en 00 (9') dg’,
- b

ossia, dopo la sostituzione della variabile d’integrazione ¢’ = @ — 1,
C-¢
6]: —e-ibseng S eiB sen (v-r)~ionQ ((P — T) dr.
0

La costante C & definita dalla condizione che la {unzione &f sia perio-
dica rispetto a ¢, di periodo 2n. Poiché la funzione integranda (cosi
come il fattore davanti all’integrale) & periodica rispetto a ¢, la
condizione suindicata verrd soddisfatta se i limiti d’integrazione
saranno indipendenti da g; a tal fine bisogna porre € = oo 0 € =

sy

= —oo. La scelta di queste due possibilitd ¢ determinata dalla regola
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di aggiramento di Landau (29,6): si deve integrare per @ — o + i0,
ciod o — a — i0; questo integrale converge soltanto per C = oo ').
Abbiamo infine
‘6f= e—z’ﬁ sen @ S eiB sen (CP—T)—ia'I:Q ((P —‘I.') dt =

0

= fexp{——iat—-%ﬁcos (cp——%) sen -;—} Q(e—T)dt. (53,12)
0

Nel limite B, — 0 questa espressione deve trasformarsi nella
€29,2). Per effettuare il passaggio al limite, osserviamo che per
. > 1 nell’integrale & importante la regione T < 1. Allora sen (¢ —
— 1) A~ sen @ — T cos ¢ e l'integrale assume la forma

00

8f =0 (q) S e-i@+BT dv = Q () Eoexp{—m “V;“’ } d.
0

(0]
0

«Calcolando 1’integrale per @ — o -+ i0 abbiamo

Quwge
e (53,13)

«come dovevasi dimostrare.

Se la frequenza del campo coincide con la frequenza di Larmor
‘0 po 0 ne & multipla, allora si chiama risonanza ciclotronica semplice
-0 multipla (degli elettroni). Per lo studio delle proprieta dielettriche
.di un plasma in prossimitd di queste risonanze ¢ comodo un altro
‘metodo di soluzione dell’equazione (53,11), basato sullo sviluppo
della funzione cercata in serie di Fourier rispetto alla variabile ¢.

Effettuando nella (53,11) la sostituzione

8f = e~ifeeno g (53,14)
.otteniamo per la funzione g 1’equazione
%+iag=e“‘ en9Q (vg, U1y 9)-

Cerchiamone la soluzione sotto forma della serie di Fourier

g== 2 €is9g, (Ugy V1) (53,15)

s=~

1) Questa deduzione dipende dal segno con cui ® figura nell’indice della
potenza. Nel caso degli ioni la carica —e va sostituita con ze in modo che
@Wpe = — ;. Allora per © — o + i0 sarebbe @ — a -+ i0 e per C si dovrebbe
prendere il valore —oo.



PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO 267

e per i coefficienti g, troviamo

g:=Qyli (a+s5), (53,16)
2%
Qa (vz, v.L) = —2-1:?' g ei(ﬂ sen t—sr)Q (vzv Ui, 't) d'l:‘.
0

Lo sviluppo (53,15) garantisce automaticamente la periodicita della
funzione &f rispetto a q.

Notiamo, prima di tutto, che la funzione 0f espressa sotto forma
della serie (53,14-15) consente di formulare immediatamente le condi-
zioni per le quali si pud trascurare la dispersione spaziale. I1 vettore
d’onda entra nei termini della serie mediante i parametri

B=Fkv/og at+s=—(0 —s0y;— k) o .

La costante dielettrica del plasma & definita dalla funzione di distri-
buzione per velocitd v ~ v,. Il vettore d’onda scompare da questa
funzione se

E\v, € o, |o —sop | >k |vy. (53,17)

La prima delle disuguaglianze (53,17) e la seconda con s = 0 coin-
cidono con le condizioni (52,17). Vediamo che, oltre a queste eondi-,
zioni, & necessario ancora che la frequenza ® non sia troppo vicina
a una delle risonanze ciclotroniche.

Nell’intorno delle risonanze ciclotroniche la funzione di distri-
buzione puo essere espressa, per certe condizioni, da un solo termine
della serie di Fourier. E precisamente, deve essere

|k lvp € 00, o —nop | <K wp, (53,18)

dove n & uno dei numeri 0, +1, +2, . .. Si vede facilmente che inol-
tre 1’'n-esimo termine dello sviluppo (53,15) & grande rispetto agli
altri. Infatti,

Qnop
lkevr| -+ |Jo—nop|

8n ~ > Qm

Inentre per s = n sard g, << Q, (poiché |swp — o | > ®p). Limi-
tandoci a questo termine otteniamo per la funzione di distribuzione
degli elettroni

kv
mBeexp[i (ncp—— Q')LB:' sen q))]

6f=Q 7 (o — ?
o n i [k —(0—nwpgy)] (53’19)
k
Qn=-2:t— S exp[—i (nt-— ;:; sen t)]Q(vz, Vs, 7)dr.

Y
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La dipendenza della funzione di distribuzione dall’angolo ¢
& definita esplicitamente da gquesta formula. In particolare, per
n = 0ek, — 0 la distribuzione non dipende in generale da ¢. L’ori-
gine di questa proprietd & evidente dalla condizione o < g, (la
(53,18) con n = 0): la frequenza della rotazione di Larmor é grande
rispetto alla frequenza di variazione del campo, il che conduce alla
funzione di distribuzione « media » rispetto all’angolo di rotazione ?).

§ 54. Costante dieletirica di un plasma mazwelliano magneticamente
attivo

11 contributo elettronico al tensore della costante dielettrica si
calcola in base alla funzione di distribuzione mediante la formula

eap—Oa C -

Pa =——B—4:'—I'—'E—EB=-%' 3 l)aﬁf d3p (04,1)
(e analogamente il contributo ionico con la
sostituzione e — —ze). Per un plasma max-
welliano si pud integrare esplicitamente in
questa espressione rispetto a d®p.

La funzione §f & data dall’integrale
(53,12) e, inoltre, secondo la definizione
(53,10),

Fig. 15 0= — .‘%%:—T- fo- (54,2)

Riscriviamo questo integrale in forma piu compatta introducendo
al posto dei vettorik = (k;, k,) e E = (E;, E;) i vettori

K= (k;c, 2k, ‘sen %) , E=(£,E,), (54,3)

dove k , &il vettore k) ruotato di un angolo %/2 (nel piano perpendi-

colare a By) e E; il vettore E; ruotato di un angolo t. Allora &f
assume la forma

8f = — =

- T&)Be

exp {5 (@ —Kv)} 1o () EV) dna

Oy ]

dove f, (p) & la funzione di distribuzione di Maxwell.
Poniamo questa espressione nella (54,1) e sostituiamo la variabile
d’integrazione p = mv secondo la formula

v =u — iKT/mo ge.

1) Le considerazioni corrispondenti sono state esposte in modo piu partico-
lareggiato per una deduzione analoga al § 1.
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L’integrazione rispetto a d®: & elementare e da

Pt T (Bl (B K) oxp [ —t — KT 0.

(54,4)

Inoltre, in accorde con la definizione (54,3),

K2 = kjt2 4- 4% sen? % .

Riscrivendo 1'espressione (54,4) nelle componenti, troviamo le
componenti del tensore g,g. A tale scopo conveniamo sulla scelta
degli assi coordinati: 1'asse z & diretto lungo B,, I'asse z lungo k, ,
I'asse y lungo [B.k,] (fig. 15). Dopo semplici caleoli otteniamo

1623 . 040
2ap—Sap =G5 — S %qp OXD {“’—Tm——
0
— - Eirbaa?—2k% 1, sen? Shdn  (545)
dove
Ky =C0S T— (k,rg.)*sen?,

. T
%yy =08 T4 (k,rp.)2sent 5

Hpp=1-— (kere)z T3, (54,6)
Rey= —Uyx= —sent-+2(k rg.)?sen t sen? % ’

Aoy =Wz = —k,k, rhev sen 1,

y: = — Uy, = — 2k, r},v sen? —;—

(rpe = vy /wp, & il raggio di Larmor degli elettroni).
da notare che le uguaglianze

Exy = ——Eyxy Exz = €z4, By = —&yy (5477)

sono evidenti a priori. Infatti, per un sistema di coordinate fisso,
in accordo con il principio di Onsager, deve essere eqp (By) =
= £g4 (—B,). Per la scelta convenuta sopra degli assi coordinati
legati alle direzioni B,e k,, le direzioni degli assi y e z diventano
inverse con la sostituzione B, — —B,. Percio su questi assi avremo

Exy (By) = —Eyx (_Bo), €xz (By) = —e&,. (—B,),
gy (By) = &, (—B,). (54,8)

D’altra parte, B, (direzione dell’asse z) & uno pseudovettore e k;,
{Bok, ] (direzioni degli assi z e y) sono vettori propri. Percid, in virta
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dell’invarianza rispetto all’inversione delle coordinate, le componenti
&y, © €y; (Contenenti una sola volta 'indice z) devono essere funziani
dispari di B, e tutte le altre componenti funzioni pari. Da qui
e dalla (54,8) deriva la (54,7).

E da notare che in accordo con le relazioni (54,7) le parti hermi-
tiane e antihermitiane delle diverse componenti Eup = Eop + i€0p
si esprimono in modo diverso attraverso le loro parti reale e immagi-
naria. E precisamente, la divisione in parti hermitiana e antihermi-
tiana € data dalla somma seguente:

Exx 18y  Ex:
(eap) = —ighy &y ieg, |+

s ’
Exz 18y, &z
iel;x sa'cy if«;:: _
+H —exy ity ey |- (54,9)
1Exz — &y & :

Anche se abbiamo effettuato tutti i calcoli per la parte elettronica
della costante dielettrica, formule completamente analoghe sussistono
anche per il contributo ionico. I1 passaggio al caso degli ioni si realiz-
za con la sostituzione Q,, vy, — Q;, Vr;; © go = —® g; € con la sosti-
tuzione contemporanea del limite superiore dell’integrale nella (54,5)
con —oo (si veda la nota a pag. 266). Sostituendo in seguito la varia-
bile d’integrazione T -— -t torniamo alle vecchie espressioni
(94,5-6) con Q;, vr;, ®p; al posto di Q., Upe, ® g, con la sola dif-
ferenza che x%,, e %,, cambiano di segno. In tal modo la regola di
passaggio dal contributo elettronico a quello ionico nella costante die-
lettrica consiste nella sostituzione dei parametri elettronici con ionici
e nel contemporaneo cambiamento di segno delle componenti e,,
e &y

§ 55. Smorzamento di Landau in un plasma magneticamente attivo

I1 moto termico delle particelle in un plasma implica la comparsa
di una parte antihermitiana nel tensore £, 5. 1N un plasma senza urti,
in cui esiste la dissipazione vera e propria dell’energia, questa parte
del tensore & legata allo smorzamento di Landau.

Abbiamo visto al § 30 che il meccanismo dello smorzamento di
Landau ¢é legato alla trasmissione dell’energia da parte del campo
elettromagnetico alle particelle per le quali ® = kv, cio@ per le quali
la proiezione della velocitd v sulla direzione k coincide con la velocita
di fase dell’'onda w@/k. In un plasma magneticamente attivo questa
condizione cambia un po’: devono coincidere le proiezioni della
velocita della particella e della velocita di fase dell’onda sulla dire-
zione del campo costante B:

vk, = o. (65,1)
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Infatti, il moto della particella, perpendicolare a B, segue traiettorie
circolari e non pud essere accompagnato dalla trasmissione sistema-
tica di energia dal campo alla particella. Se su un tratto della traiet-
toria circolare la particella si muove in fase con 1'onda e riceve da
essa energia, sul tratto opposto della traiettoria la particella cedera
la stessa energia al campo.

In un plasma magneticamente attivo esiste, tuttavia, un altro.
meccanismo di dissipazione senza urti legato alla rotazione di Lar-
mor delle particelle. Nel sistema di coordinate che si muove lungo
il campo B, con la particella (con velocitd v,) quest'ultima descrive
un’orbita circolare con frequenza o . Questa particella rappresenta,
dal punto di vista elettrodinamico, un oscillatore, che emette radia~
zione di frequenza o jp (radiazione magnetica di ritardo). Inversa-
mente, essendo collocato in un campo variabile esterno, 1'oscil--
latore assorbe con la stessa frequenza. La frequenza dell’onda elettro--
magnetica nel sistema di coordinate in moto (rispetto al plasma),
modificata dall’effetto Doppler, vale o’ = © — k,v,. Percid all’as~
sorbimento suindicato parteciperanno le particelle per le quali

o —kv, = 0

Se k; = 0, il campo dell’onda & omogeneo nelle direzioni trasver-
sali (rispetto a B,), vale a dire che la forza agente sull’oscillatore non:
dipende dalle sue coordinate. Queste sono le condizioni nelle quali
I'oseillatore assorbe esclusivamente alla sua frequenza o g. Se, invece,
k, 5= 0, la forza agente sull’oscillatore dipende dalle sue coordinate
per cui compare I'assorbimento anche alle frequenze multiple, cioé-
per le condizioni

© — kv, = nog, (55,2)

dove n & un intero qualsiasi (positivo o negativo). Il meccanismo.
di dissipazione descritto si chiama smorzamento ciclotronico di Lan-
dau; a seconda dei valori di n si parla di smorzamento a una risonanza
ciclotronica semplice (n = 4-1) o multipla.

Quindi, uno smorzamento notevole pud avere luogo nelle regioni
di frequenze in cui :

o —nopg s |k vy, =0, +1, +2, ... (55,3)

(il valore n = O corrisponde alla condizione (55,1)). Queste linee
di assorbimento di risonanza esistono sia alle frequenze elettroniche
©®p. che a quelle ioniche o g;.

Dal punto di vista matematico alle condizioni (55,1-2) corrispon-.
dono i poli, che hanno in questi punti i diversi termini dello sviluppo
della funzione di distribuzione in serie di Fourier (53,14-16). Le
parti antihermitiane del tensore gqp Provengono dai residui, per ag-.
giramento di questi poli, nell’integrale (54,1), secondo la regola di
Landau. I1 passaggio al limite By~ 0 ha un carattere matematico.
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originale. Nel campo magnetico i valori « polari » v, (per %, dato)
formano una successione discreta definita dall’equazione (55,2). Via
via che il campo diminuisce i poli si avvicinano e nel limite B, = O
i valori polari v, dipendono non dal numero discreto n, bensi dal
parametro continuo k;v, in accordo con la condizione

o =kv==Fkv, +kyvy

{come & stato mostrato passando dalla (53,12) alla (53,13)).

Per esempio, calcoliamo il tensore della costante dielettrica nella
regione di risonanza ciclotronica semplice degli elettroni (n =1).
Supporremo inoltre che ;

| k. | vpe/o pe K 1, k_LUTe/(D e € 1. L"E‘i' (55,4)

Allora per la funzione di distribuzione si pud ricorrere a un solo
termine della serie di Fourier, ciog all’espressione (53,19) corrispon-
dente al valore n considerato. In questo caso, in virtu della seconda
condizione (55,4), questa funzione di distribuzione pud essere svi-
luppata in potenze di k,. Nel caso n = 1 in questo sviluppo ci si
pud limitare al termine nullo, in accordo con il fatto che 1'assorbi-
mento ciclotronico alla frequenza w 3, non richiede che il campo ester-
no sia disomogeneo sul piano zy.
Scriviamo cosi la funzione di distribuzione nella forma

©pee’?
8 =TTz, — o—wmal (55:9)
dove
21
e
Q= ——ZTT%;' S Eve-it dx.

Dopo aver scritto
Ev=Ew) cost+ Ew, sent + E,

¢ integrato otteniamo
ev
Qi= "'HTLB;fo (Ex—iEy)- (95,6)

Con questa funzione di distribuzione il vettore polarizzazione (54,1)
ha solo le componenti z e y. Dopo l'integrazione in v, dv) do esse
diventano

. . e2N, m \1/2
Pp= —iP,=(BEx—iE) oni— (p) X

oo

mv? L dyy
X S exp (—37 ):z—(m—mae>/kz—i0‘signkz'

-00
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L’integrale di questa forma si esprime mediante la funzione F defi-
nita dalla formula (31,3). Infine troviamo le componenti del tensore
dielettrico 1)

— —_ - QZ Q)'—Q)Be
b =gy — = iegy =t F(wvr.lkzl ), (5.7

ex—1=¢ey,=e,=0.

La parte antihermitiana di questo tensore, che descrive lo smor-
zamento, &

nt/2Q2 (00— @ ge)?
S S — e - Be
B = Eyy = &y = Gy —— TeToms exp{ T } (55,8)

Quanto alla parte hermitiana, nell’intorno del punto w = @ 5, essa
ha la forma
95 (0—0wg,)

’ ? ~
3xx—1=3yy—1=—3xv=— S
2(ovTekz

(55,9

Im"’mBel/UTe lkz, < 1.

Nel punto stesso essa cambia di segno e si annulla. Vediamo qui in
che modo 1'inclusione della dispersione spaziale elimina i poli della
costante dielettrica di un plasma

freddo (52,11): la dipendenza discon- /
tinua, rappresentata dalla curva trat- /
teggiata nella fig. 16, va sostituita

dalla dipendenza continua rappresen-

tata dalla curva in grassetto 2),

Nel limite | £, | — O 1’espressione el
(55,8) si riduce alla funzione &:
. " , nQg
Sxx=8yy=8xy—>7w—6(ﬁ)—(l)[;e) /
(55,10) /
(infatti, per ® — wp, 540, la fun- Fig. 16

zione (55,8) si annulla nel passaggio

al limite; al tempo stesso, I'integrale in de dj questa fun-
zione & uguale a Q% 2@ qualunque sia il valore k,). Questo risul-
tato & completamente chiaro: in assenza di dispersione spaziale (£ —
— 0) la larghezza della linea di assorbimento s; annulla e lo smorza-

1) 11 polo v, = (0 — O o)k, si aggira dal basso o dall’alto a seconda del
segno di k,; questa circostanza implica la comparsa del segno di modulo per #,
nefl’argomento della funzione.

2) L’espressione (55,7) non gode, naturalmente, della proprietd (52,1),
Questa proprietd comparirebbe soltanto se si fosse tenuto conto della linea dij
assorbimento mnell’intorno ® = wp, e anche della linea in prossimitd della
frequenza o = —op,.
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mento resta soltanto se o coincide precisamente con @ g.. Si pud
usare la formula (55,10) al posto della (55,8) nelle espressioni inte-
grali in o.

B da notare che la formula (55,10) pud essere dedotta direttamente
dalle espressioni (52,11) per la costante dielettrica di un plasma freddo
mediante la regola di aggiramento di Landau. Secondo questa regola,
in presenza di un polo nella frequenza quest’ultima va intesa come
o -+ i0. Percid i fattori polari che figurano nelle (52,11) si devono
intendere effettivamente nel senso seguente:

1 - 1 [ 1 1
0P — 0%, 20pe L 0—WpeFi0  Of0ge+i0 ]
e secondo la regola (29,8):

1 - P in
©— 0%, w2 —0h, 20pe

[6 (0-- 0pe) — 8 (0 + 0p)].  (55,11)

Effettuando nelle (52,11) questa sostituzione otteniamo la (55,10).

Per k, = 0 (cio& per k | By) in un plasma magneticamente attivo
non esiste smorzamento di Landau: la velocita delle particelle scom-
pare dalle condizioni (55,1-2) e queste non possono essere soddisfatte
(tranne che o coincida esattamente con qualcheno 5 1). Sottolineiamo
che questa proprietd & legata all’approssimazione non relativistica;
in un plasma relativistico lo smorzamento di Landau (ciclotronico)
pud esistere anche per k, = 0. La frequenza di rotazione attorno alla
direzione B, per una particella relativistica carica di energia & vale

me2 1 v?
©p—— =5 -

(con la precedenfe definizione di ® ). Questo valore deve figurare
a secondo membro della condizione (55,2) al posto di wp. In parti-
colare, per k, = 0 avremo

o=naz)/ 1 — 43 (55,12)

perché questa condizione possa verificarsi ¢ necessario soltanto che
o << no p.

Lo smorzamento di Landau in un plasma relativistico magnetica-
mente attivo pud esistere anche nel limite k — 0 (a differenza non
solo del plasma non relativistico magneticamente attivo, ma anche
di quello relativistico in assenza di campo magnetico). Esso si re-
alizza a causa delle particelle che si trovano in risonanza ciclotronica
semplice con il campo variabile omogeneo (la condizione (55,12)
con n = 1), e, quindi, esiste per frequenze & << ®p (si veda il
problema 2).

1} Nel limite By —-0 lo smorzamento, ovviamente, ricompare a causa
degli elettroni che soddisfano la condizione © = kv =k v,.
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PROBLEMI

1. Trovare il tensore della costante dielettrica di un plasma magnetica-
mente attivo per o < | £, | Ure; 8i suppongono soddisfatte anche le condizioni
53,4).

3 .)Soluzione. Nell’approssimazione di ordine zero rispetto al piccolo parametro
k| vpo/wg, la funzione di distribuzione per questo caso (il termine s = 0 della
serie di Fourier (53,14-15)) &

— ®pe
= T o

dove
; 1 25 E
= f 1 = V2l
Qo= wgpel 2n SEV dt ogeT o
0

Con questa funzione 8f il vettore polarizzazione P ha la sola componente z e di
tutte le componenti del tensore eqp — Oyp & diversa da zero la sola

1= 4re? fo (p) U% d3p
=T ) e

Dopo la sostituzione identica
1 [0
vp= 71— (kv —w) v+ k_z' Uz

I'integrale del primo termine si annulla (integrando rispetto a dp,); il secondo
termine conduce al risultato

= [ () +1]
rz— 1= e - .
= Kvke L7\ Y21k, vre
La parte immaginaria dj questa espressione @&

at/2eQ? ®?
g7 == exp [ ——m—e——
= QT [k, g, OXP ( 25203, )

2. Trovare la parte antihermitiana del tensore della costante dielettrica

l;:er un plasma elettronico magneticamente attivo ultrarelativistico nel limite
— 0.

Soluzione. Nel caso relativistico I'equazione cinetica (53,5) resta la stessa,
ma trasformata nella forma (53,6), la relazione relativistica P = ev/c? (¢ 81’ener-
gia dell’elettrone) al posto di p = mv conduce alla sostituzione di wg, con
© gemc?/e; dopo questa sostituzione restano valide anche tutte le formule sycces-
sive del § 53. Perk = 01lo smorzamento proviene unicamente dalla riso-
nanza ciclotronica semplice; percid nel calcolare 1a parte antihermitiana di eqp &
sufficiente tener conto solo del termine s = 1 nelle (53,14-15). Analogamente
alle (55,5-6) troviamo

8f=—

”

iep Jhczei‘p]‘o .
27¢ (0 — wgemeie) (Ex—iEy).
La funzione fo ultrarelativistica (7 » me?) vale 1)
Nee3
fo= STIET3 e=®7.

-_— > ~ . .. 3 s 3 : 3

!) In questa espressione & scritto con precisione ultrarelativistica il coeffj-
clente di normalizzazione; non sj Puo ancora porre & = ¢p, in quanto si deve
integrare rispetto a p da 0 a oo,
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11 vettore polarizzazione si calcola come

~2 (p2
P= imS € 8f d°py

dove con d%p si deve intendere p? dp do = pe de do/c®. Dopo 1'integrazione in do
e la sostituzione c¢p = (g2 — m%*)Y? si ottiene
| et Q2mc? v (2 — m2ct)3/2 e—¢/T gg
Exx— 1 =Eyy— 1= By = = g7 S e —Gpemcifo 0 *

me2

L".integralg ha parte immaginaria se il polo & = @ g mc? ® giace nella regione
d'integrazione, cioé se @ << wg,. In questo caso troviamo infine

w0203
¢ —g" —g! — nQg0g, (1__ 2 ‘)3/2°xp (_ mc%)Bg)

xx X 5 2
w= "= 120 o5, ol

§ 56. Onde elettromagnetiche in un plasma freddo magneticamente
attivo ‘

Deduciamo 1’equazione generale che definisce la dipendenza della
frequenza dal vettore d’onda (o,come si suole dire, la legge di disper-
sione) per onde monocromatiche libere, che si propagano in un mezzo
con tensore dielettrico arbitrario eqp (©, k).

Per un campo elettromagnetico dipendente dal tempo e dalle
coordinate secondo la legge exp (—iwt -+ ikr) le equazioni di Max-
well (28,2) assumono la forma 1!)

[kE]=<B, [kB]= —=D, (56,1)
kB =0, kD=0. (56,2)
Ponendo la prima delle formule (56,1) nella seconda, otteniamo
& D= — [k [kE]] = Ek*—k (kE),
ossia, nelle componenti, B
E i —kokyEy =25 Do =25 easEp. (56,3)

La condizione di compatibilita di questo sistema di equazioni
lineari omogenee & che sia nullo il determinante

12805 — kg — - £ap | =0 (56,4)

1) Non confondere il campo magnetico variabile dell’onda B con il campo
costante Bl
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Questa & 1'equazione della dispersione cercata ). Per k dato (reale)
essa definisce le frequenze o (k) (in generale, complesse) o, come si
dice, lo spettro delle autooscillazioni del mezzo. Nel caso generale,
in cui esistono dispersione di frequenza e spaziale, I'equazione (56,4)
definisce un’infinitd di rami della funzione (k).

Consideriamo onde elettromagnetiche in un plasma freddo ma-
gneticamente attivo, con il tensore della costante dielettrica dato
dalle formule (52,7) e (51,11)2). Essendo questo tensore hermitiano,
& chiaro a priori che i valori k%% w® definiti dall’equazione (56,4)
sono reali.

Poiché in assenza di dispersione spaziale le ¢,5 dipendono unica-
mente da o, allora 'equazione della dispersione (56,4) & algebrica
rispetto a k. Sviluppando il determinante otteniamo, dopo un sem-
plice calcolo 3)

A(E) i (4)° +c=0, (56,5)
dove
A=% eghoks =g, son?0 ¢ cos?d =e, (56,6)
B=—e, &) (14 cos?0) — (g} — g% sen2 9, (56,7)
C=g; (¢ —g?) ., (56,8)

(6 € I'angolo tra k e B,). Per valori dati di o e 0 I'equazione (56,5)
da due valori di k2, cioé nel plasma possono propagarsi, in generale,
due tipi di onde 4).

Consideriamo dapprima i casi di propagazione delle onde solo
longitudinalmente (§ = 0) e solo trasversalmente (6 = n/2) rispetto
al campo magnetico, che presentano particolaritd specifiche.

Per 6 = 0 le radici dell’equazione di dispersione danno

ke \2 Q2 Q2
(_(0—-) =& £ g=1— ®(@+og) ©OFaog " (56,9)

Dalle equazioni (56,3) si vede facilmente che queste onde sono tra-
sversali (£, = 0) e polarizzate su un cerchio (Ey/E, = Fi). Per o =
= ©p. 0 per © = wp; le espressioni (56,9) diventano infinite e cid

1} Nell’ottica dei cristalli essa si chiama equazione di Fresnel.

%) Le onde elettromagnetiche in un plasma freddo magneticamente attivo
sono state studiate originariamente, trascurando il ruolo degli ioni, da E. V. Ap-
pleton (1928) e da H. Lassen (1927).

%) Per il calcolo & opportune prendere uno dei piani coordinati (il piano az,
ad esempio) passante attraverso By ek .

4) Si suole definire le onde corrispondenti ordinarie e straordinarie. Quest;
termini, tuttavia, non hanno qui lo stesso senso che nell’ottica dei cristalli
monoassiali, cioé nessuna di queste onde si comporta come un'onda in un mezzo
isotropo.
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corrisponde alla risonanza, ossia alla coincidenza della frequenza
e della direzione della rotazione del vettore E con la frequenza e la
direzione della rotazione di Larmor degli elettroni o ioni. Nella fig. 17
& rappresentato, a titolo d’illustrazione, l'’andamento schematico
della grandezza n? = (ck/®)? in funzione di w. Per @ — 0 i valori r?

tendono al valore limite
2 2
N
(qui si & trascurata o p; rispetto a @ pge; Uy verra definita pit avanti
con la formula (56,18)). Alla propagazione di onde che non si smor-
zano corrispondono, ovviamente, solo i tratti delle curve (rappre-
sentati da linee continue) sui

n? | | quali n® >0.
| Per 6 = 0 1'equazione (56,5)
| | & verificata anche per g; =0

| | il che corrisponde alle onde di

| plasma longitudinali ordinarie,
1" '——-——— con frequenza ® =~ Q. indipen-
Wri @ dente da k.
B e | //;o Per 0 = z1/2 ’equazione della
// | / dispersione ha due radici
/ I // ( Ck 2 _
// f -—m—) =&,
. ck \2 g2
Fig. 17 (—w") ———-6_1_—-'—61— . (56,10)

Alla prima corrisponde un’onda con legge di dispersione indipendente
da By: ,
w? =~ c*k? + Q.

Quest’onda & trasversale (E 1 k) e linearmente polarizzata, inoltre
E || B,. Alla seconda radice (56,10) corrisponde un’onda con il campo
E1B,, avente componenti sia longitudinale che trasversale rispetto
a k. Se la frequenza & cosi grande da poter trascurare il contributo
ionico in gqp, €i0€ ®@ 3> (© pe® 5:i)1/? (condizione (52,15)), allora in
quest’onda ?)

ck \2 Qf (@2 —07)
() =t—se—m (56,11)
Nel caso generale di angoli 0 arbitrari (diversi da O o da m/2)
osserviamo, prima di tutto, che per ogni valore esistono frequenze

1y Le oscillazioni del plasma in cui gli ioni sono inessenziali, in generale
si chiamano oscillazioni ad alta frequenza; quelle in cui gli ioni hanno importan-
2a si dicono a bassa frequenza.
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per cui il coefficiente 4 nell’equazione (56,5) si annulla:
Q2402

T Cos?0—

g==¢, sen®0 +-¢; cos?0=1—

& @
—[ o T e |senzo=0.  (56.12)
Se per le frequenze definibili da questa equazione (le cosiddette
frequenze delle risonanze di plasma) & soddisfatta anche la condi-
zione di « lentezza » © < ke, allora in accordo con il § 32 ad esse
corrispondono le autooscillazioni longitudinali del plasma. Al tempo
stesso, ’annullarsi del coefficiente di k* nell’equazione (56,5) quadra-
tica (rispetto a k?) significa che una delle sue radici diventa infinita;
per A — 0 queste radici valgono —C/B e —B/A.

L’equazione (56,12) & cubica rispetto a w2 e ha tre radici reali.
E facile definirle usando la limitatezza dei rapporti Q;/Q.e o p;/® g,.
Due radici si ottengono trascurando il contributo ionico alla (56,12)
e valgono

1 1
of 5 & 5 (R +0h) £ 5 [(Q+ 0h)? —4Qlokecos?0] /2. (56,13)
E necessario, tuttavia, tener conto degli ioni nella regione  ~ © 5;,

in cui si trova la terza radice, per la quale si ottiene facilmente
-I’espressione

02 & 0k (1—z - tgze) (56,14)
(dove si & supposto che Q, > ® p;). Le formule (56,13) e (56,14)

Per o, (8) e w; (B) sono inapplicabili per angoli 6 cost vicini a /2
che cos O € m/M. In questa regione

. s _ sze (92+w%i) 2 nglzBi cos? @ (56 15)
=TTy % ey, - ©6
[

E impossibile trascurare il ruolo degli ioni sia per ws che per @,

Nella fig. 18 & rappresentata schematicamente la dipendenza delle
frequenze w;, w,, w; dall’angolo O ). Le curve ©,(8) e w, (0)
non si intersecano mai. La prima di esse comincia (per 6 = 0) dalla
piu grande delle frequenze Q, e ® 4, e la seconda da quella piu pic-
cola. Per 6 = /2 esse assumono, rispettivamente, i valori

o1y = (Q8 + wk)V? (56,16)

€ w2ip. Le frequenze wip @ wap si chiamano, rispettivamente, fre-
quenze ibride superiore e inferiore. Per Q2 > o. (e, quindi, a priori
Qi > whi) la seconda di esse & wzip = (6 gew 5i)¥2

e

1) E da notare immediatamente che oscillazioni con la frequenza w4 esistono
di fatto solo in un intervallo ristretto di angoli in prossimita di m/2. Nella
resiante regione di angoli queste oscillazioni si smorzano fortemente per 1'as-
sorbimento ciclotronico alla risonanza ionica semplice.
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La posizione delle frequenze w,, ®,, ©;incide notevolmente sulla
disposizione dei diversi rami dello spettro definito dall’equazione
della dispersione (56,5). In quanto equazione quadratica rispetto
a (ck/w)?, essa ha due radici per o e 8 dati. Seguendo (per 6 dato)
la variazione di quesie radici come funzioni di © che diventano infi-
nite, ¢ facile giungere alla fig. 19, nella quale & rappresentato sche-
maticamente 1'andamento di queste funzioni. I punti d’intersezione
delle curve con 1'asse delle ascisse sono definiti dall’equazione c =0,

n?
w
7ith
mux(Qe,a)Bg’ o 1
min(® - W
{ g,wﬁe)
Wz w
wg; 2
g=0 §=1/2
Fig. 18 Fig. 19
ciod da e, = 0 o &% = g% La posizione di questi punti non dipende
dall’angolo ; uno di essi (la radice dell’equazione g = 0) & sempre
o ~ Q.

4
Lo spettro delle autooscillazioni di mm plasma magneticamente
attivo contiene, quindi, in tutto cinque rami. Due di essi (il ramo I
e il ramo II nella fig. 19) raggiungono la regione delle osciliazioni
a bassa frequenza; i valori limite (per o — 0) della velocita di fase
in questi rami sono

oY) _ ugycos 01 ®) Ua
(7{) 1 (AFug/n’ ( k )n— A+ ugy/er)i2? (56,17)
dove
Wpi __ B .
ug=c—4 = (@Nizl)llf ’

(56,18)

questa grandezza si chiama velocita di Van Alphen. Le espressioni
(56,17) si ricavano facilmente dall’equazione (56,5) mediante le
espressioni limite
ud, Q2
E_LN'l—{——Ez—-, gy R ——ox g~0(m).

Per u, < c¢ le velocita di fase (56,17) valgono, rispettivamente,
u, |cos 8 ]eu, Questi valori limite corrispondono alle onde esi-
stenti in un plasma freddo secondo le equazioniordinarie della magne-
toidrodinamica (si veda VIII, § 69). Infatti, lo spettro delle onde
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magnetoidrodinamiche contiene tre rami. [n tutti questi tre rami
la funzione o (k) & lineare, ma in generale dipende da k:

(0/k)% = u% cos2 8,

(/)% = _;_ {ud 4 ud + [(ud 4 ul)?2—4uiud cos?0)3),  (56,19)

(k)= % {ud+ wh — [(ud+ ul)® —4ulu} cos? 0]/},

(us € la velocita del suono calcolata formalmente secondo la compres-
sibilitd adiabatica del mezzo). La velocitd di fase del primo di
questi rami (detti onde di Van Alphen) coincide direttamente con il
valore limite della velocita del primo ramo (56,17). Per passare al
plasma freddo nella seconda formula & necessario porre u; =0
(poiché nel gas u, ~ (T/M)'/?). In questo caso (w/k)v (le onde cor-
rispondenti si chiamano onde magnetoacustiche veloci) coincide con
il valore limite (w/k)11. Per quanto riguarda il terzo ramo, (o/k)L
(si chiama onda magnetoacustica lenta), la sua velocita si annulla per
u; — 0 e percid essa non esiste in un plasma freddo. Notiamo che I’ipo-
tesi sulla temperatura fredda del plasma permette di trascurare la
dispersione termica delle velocita degli ioni e di descriverle idrodina-
micamente anche in assenza di urti. La condizione u, € ¢ consente
di trascurare le correnti di spostamento nelle equazioni della magne-
toidrodinamica.

Nel caso inverso di grandi frequenze le velocita di fase di due
rami (IV e V) tendono ai valori w/k = ¢ corrispondenti alle onde
trasversali ad alta frequenza in un plasma isotropo, come deve essere
in quanto per ® > wp. il campo magnetico & inessenziale.

Soffermiamoci infine sul caso delle onde che si possono avere per
Q. > o p,; la frequenza di risonanza w, ~  z, cos 8. Consideriamo
pertanto la regione di frequenze intermedie (sul ramo II) tra Wy
e w3 & ©p; definita con le disuguaglianze

‘ 0p; K0 KL0g.6050, o< oz, (56,20)
La condizione  >> w 5; permette -di trascurare il contributo ionico
a g e in virtld della condizione w < wp, si avrd
Q

0oge *

(56,21)

Bry =i = —1i

Per le condizioni (56,20) si avrd anche ey;>> g > ¢,.
La soluzione cercata dell’equazione di dispersione si ottiene
in modo pill diretto se quest’ultima si scrive nella forma

| 2ech — ko leyenh — - 8,5] =0, (56,22)

e se nella (56,4) si passa dal tensore g,5 al suo inverso (esprimendo
cioé E nelle equazioni (57,3) in funzione di D). Le componenti del
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tensore inverso sono
.- -1 - - - .
bx;=8yyz -—S_L,-'Igzy 8121=1/,E[]7 8x13= —Swlc'%l/g,

e la pitu grande di esse & ezy. Trascurando le altre componenti (e con-

siderando il piano zz passante per B, e k) otteniamo I’equazione di
dispersione

—w?/c® ikilg

—iktg —ocy 0,
da cui
B 0
o = k22 “’5{ |cos O] = %CNOS‘?{ k2. (56,23)

‘Queste onde si dicono elicoidali ) e sono di origine puramente elet-
tronica.

I1 nome di queste onde & legato al carattere della loro polarizza-
zione. Per una scelta appropriata degli assi coordinati dall’ugua-
glianza kD = 0 (56,2) otteniamo

D,.sen6 4+ D, cos 6 = 0. (06,24)
DPalle equazioni (56,3) scritte nella forma
2 -
[k%ezh — kokye7h] Dp =—5 Do, (56,25)
ricaviamo D, = —i | cos 8 | D,. Nella stessa approssimazione (con-

servando cioé di tutte le g5 la sola €3}) il campo elettrico dell’onda
8i trova interamente nel piano zy perpendicolare a B, E, =
= g;3D g = 0. Le componenti sono

‘ Ex—_—S;z}Dya Ey':&;achx:—E;cz}Dx’
e dalla (56,24) deriva :
E,=1i]cos0|E,. (56,26)
In tal modo, 'onda & polarizzata ellitticamente nel piano perpen-

dicolare a B,; per 8 = n/2 la polarizzazione diventa lineare. Nel
sistema di coordinate Ey{ con l'asse { diretto lungo k abbiamo

E— —iA8% g B — B tg0. (56,27)

cos 0 v’

11 vettore E ruota attorno alla direzione k descrivendo un cono cir-
colare.

Notiamo che 1’espressione (56,21) per e, ha un significato fisico
semplice. Per o g, > o (assieme alla condizione (52,17) k vrc/0 g, =
= k,r 4. < 1 sottintesa ovunque) si pud supporre che il moto degli
elettroni trasversale (rispetto a B,) avvenga nel campo E costante

1) Nelle applicazioni geofisiche si chiamano atmosferiche fischianti.
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e omogeneo. Ma per il moto di una carica nei campi incrociati E e B,
omogenei e costanti la velocitd trasversale media (velocita di deriva
elettrica) &

v, = ¢ [EB,] /B | (56,28)

(siveda II, § 22). A questa velocitd corrisponde precisamente 1'espres-
_sione (56,21). In tal modo, le onde elicoidali sono legate alla deriva
elettrica degli elettroni nel plasma.

§ 57. Influenza del moto termico sulla propagazione delle onde
elettromagnetiche in un plasma magneticamente attivo

Se si tiene conto del moto termico delle particelle, 1’equazione di
dispersione diventa, in generale, trascendente e conduce a un insieme
non numerabile di rami della funzione ® (k). La maggior parte di
queste oscillazioni, tuttavia, si smorza fortemente. Solo in casi ec-
cezionali lo smorzamento & debole e le oscillazioni si possono propa-
gare sotto forma di onde. A questi casi si riferiscono, prima di tutto,
le onde studiate al paragrafo precedente, per le quali il moto termico
{se le condizioni (52,17) e (53,17) sono soddisfatte) conduce soltanto
a piccole correzioni alla legge della dispersione e a un piccolo coef-
ficiente di smorzamento di Landau.

Abbiamo visto, tuttavia, che per le onde in un plasma freddo
esistono regioni di frequenze in cui il rapporto kc/w diventa grande
a piacere (gli intorni delle risonanze di plasma). Ma per k— oo
le condizioni (52,17) sono violate a priori in modo che & necessario
tener conto del moto termico. Mostriamo ora che l'inclusione del
moto termico gia come piccola correzione alla costante dielettrica
elimina la divergenza delle radici dell’equazione di dispersione
e conduce ad alcune proprietd qualitativamente nuove dello spettro
delle oscillazioni del plasma (B. N. Geriman, 1956). In questo caso,
come vedremo, possono ancora essere soddisfatte le condizioni che
garantiscono che lo smorzamento di Landau sia esponenzialmente
piccolo, in modo che & sempre possibile trascurare la parte antiher-
mitiana e,g. Per fissare le idee, tratteremo I’intorno delle risonanze
di plasma ad alta frequenza, dove & sufficiente tener conto del moto
termico dei soli elettroni.

I termini correttivi in e, sono proporzionali a (kvg.)*'). Le
stesse correzioni compariranno anche nei coefficienti 4, B, C del-
Pequazione di dispersione (56,5). Se ci si propone di studiare solo
la radice divergente di questa equazione, ¢ sufficiente tener conto
dei termini correttivi solo nel coefficiente 4, che si annulla (senza
correzioni) nel punto di risonanza.

1) Essi si deduconc dai termini del primo ordine nello sviluppo dell’espres-
sione integranda nella (54,5) in potenze di A3.
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Rappresentiamo questo coefficiente nell'intorno della frequenza
di risonanza (di «;, ad esempio) nella forma

A=a, (0 —0)— 4,, (L )2. (57.1)

0y

I1 secondo termine rappresenta la correzione proveniente dal moto
termico. I coefficienti a, ¢ 4,, vanno considerati nel punto 0 = wy,
in modo che non dipendono piu dalla variabile » (ma dipendono, ov-
viamente, dalla direzione k, cioé dall’angolo 8). Ponendo o = o,
anche nei coefficienti B e C (e indicando questi loro valori con B,
e C,), otteniamo I’equazione di dispersione nell’intorno della frequen-
za di risonanza nella forma
Ve [ ke \277 [ ke \4 ke \2

o 0—o)—dv = (G) (1) 45 (5) + €m0 672

Cerchiamo la radice di questa equazione, che per vy, — 0 si
trasforma in

(_k_c_)z ~ B
© ar (0—a,) ’
ovvero
B}
00y = —— 5, (57,3)

Essendo (kc/w,)® grande in questa soluzione, per trovarla si deve
omettere nella (57,2) il termine C,, non contenente la variabile grande
suindicata. Allora otteniamo la seguente legge della dispersione:

s e S PR

Qui si devono distinguere due casi a seconda del segno di '4,,
(le grandezze a, e B,, invece, sono sempre positive)?).

Nella fig. 20 la legge della dispersione (57,4) per 4;, >0 & rap-
presentata dalla curva continua che interseca 1'asse delle ascisse nel

punto 2)
o] B,
=L ]/ = (57,5)

Per v;, — 0 questo punto scompare a destra all’infinito e si torna
alla curva corrispondente alla legge della dispersione (57,3) per un
plasma freddo (la curva tratteggiata nella fig. 20).

1) La positivitd di B, si vede facilmente dalle espressioni (56,6-7): esclu-
dendo €y mediante la condizione 4 =0, troviamo B_=¢7 tg? 0 - g2 sen% 6 >
> 0. Dali’espressione (56,6) per A e dalle espressioni (52,11) per &, e &, segue

che 84/9w > 0; percid & positivo anche o = (0A/00) = e

2) Notiamo che per questo & il rapporto kvp./@, contiene (vr./c)!/® e percid
# piccolo. Questa & la suddetta condizione di uno smorzamento di Landau piccolo.
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E da notare che l’inclusione del moto termico implica, quindi,
il prolungamento del ramo dello spettro delle oscillazioni alla re-
gione ® > w,. Nel limite di campo esterno nullo & questo ramo a cor-
rispondere alle oscillazioni di plasma longitudinali ordinarie: in
assenza di campo il coefficiente B, = 0, la frequenza w, coincide
con Q. e tutta la curva di dipendenza di © — Q, da A2 si riduce alla
--petta uscente dall’origine delle coordinate, la cui equazione coinci-
de con la (32,9)%).

Se il moto termico viene trascurato, le oscillazioni nelle risonanze
di plasma sono longitudinali. Sottolineiamo che con l'inclusione

m-w, }w"tw
L
///"‘kz //
/ /
/.
/

Fig. 20 Fig. 21

della dispersione spaziale questa proprieta, a rigore, scompare:
la grandezza A = ey pkaka/k? = g; diventa dipendente da & e 1'ugua-
glianza ¢; = 0 (condizione per la longitudinalitd delle oscillazioni)
non € pil compatibile con il legame tra le stesse variabili w, %, 0
definito dall’equazione di dispersione. Come nei punti stessi delle
risonanze di plasma (che in generale perdono la loro distinguibilita)
anche nei loro intorni le onde restano, tuttavia, quasi longitudinali:
essendo piccolo 4 e lenta 'onda (piccolo w/kc), la componente tra-
sversale E® & piccola (secondo la (32,10)) rispetto a E().

Torniamo al caso 4,, << 0. Il carattere della dipendenza di w — w,
da k& per questo caso & rappresentato nella fig. 21. La curva non entra
nella regione @ > w;, piegandosi indietro nel punto di massimo con
le coordinate

=l (2 ) 0—0,= 2T (14,1 B2 (57.6)

CUTe [Azr] are

1) Cid premesso, le onde corrispondenti (in un plasma magneticamente
attivo) al tratto superiore della curva continua nella fig. 20 si chiamano onde
di plasma, a differenza di quelle ordinarie o straordinarie corrispondenti al trat-
to inferiore di questa curva. Sottolineiamo, tuttavia, la convenzionalitd di

uesta terminologia: abbiamo a che fare infatti con un unico ramo dello spettro
gelle oscillazioni, il cui punto di intersezione con }'asse delle ascisse (o = w;)
non ha niente di speciale.
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Per vy, — 0 questo punto si allontana a destra all’infinito, avvicinan-
dosi contemporaneamente all’asse delle ascisse e ritorniamo cosi
alla curva della legge (57,3).

A titolo di ulteriore esempio consideriamo le onde trasversali
in prossimitd della risonanza ciclotronica elettronica che si propa-
gano lungo il campo magnetico. Trascurando il moto termico, la
legge di dispersione di queste onde & data dalla formula (56,9) (con
i segni inferiori), dove nell'intorno del punto ® = wp, si hal)

o
© = Wge (1 —————k2;2 )

(57,7)

(inoltre kc > Q,.) e tutto lo spettro giace per v << ® ge.

Lo studio di queste onde con l’inclusione del moto termico degli
elettroni richiede di costruire un'equazione della dispersione con il
tensore delle costanti dielettriche (55,7) riferite appunto alla regione
della risonanza ciclotronica 2). Sviluppando il determinante (56,4)
(con il vettore k diretto lungo 1’asse z), otteniamo

k22 Q2 0—©pe
o s F (s ) (57.8)

All'esterno della linea dell’assorbimento di risonanza, cioé per
| @ge — ® | > kvy, (ma, ovviamente, come prima | wg, — 0 | <
< o p,) questa relazione assume la forma

k2c2 - 93 +l I/E Qg ex (— ((0—0139)2 )
e ©pe (0~ ©pe) 2 ogekvy, p 2%y, |

Di qui si riottiene la legge della dispersione (57,7) per la parte reale
della frequenza e 1’espressione

v=V Fon i () ew {5 (%) (2)7} @n

per il coefficiente di smorzamento di Landau.

All'ulteriore avvicinarsi di © a ® g,, nella regione | ®wp. — 0 | K
& kvg, il coefficiente di smorzamento cresce diventando comparabile -
con la frequenza stessa w; in questa regione non si pud piu parlare di
propagazione di onde.

1) Per fissare le idee, supponiamo che non soltanto ®p, — ® € ©pg,, Ma
anche Q, > ©p, in modo che si pud trascurare a priori I'unita a secondo membro
della (56,9).

2) Ricordiamo che le formule (55,7) suppongono anche che sia soddisfatta
la condizione (55,4), cioé wg, > kvp
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§ 58. Equazioni idrodinamiche di un plasma magneticamente attivo

Se le dimensioni spaziali caratteristiche Z, in un plasma in moto
sono grandi rispetto alle lunghezze del cammino libero

L>1, (58,1)

allora si pud supporre che, grazie agli urti, in ogni piccola parte del
plasma si stabilisca 1’equilibrio termodinamico, con proprie condi-
zioni locali di temperatura (uguali per elettroni e ioni), di pressione,
ecc. In questi casi il moto del plasma pud essere descritto dalle equa-
zioni idrodinamiche macroscopiche.

Le equazioni della magnetoidrodinamica sono state dedotte in
VIII, §§65, 66, dovesi @supposto, tuttavia, cheicoefficienti cinetici
del mezzo (la viscosita, la conducibilita termica) fossero indipendenti
dal campo magnetico. A tal fine nel plasma devono essere soddisfatte
le condizioni

vi > ® i Ve>> ® ge

(la seconda condizione deriva dalla prima). Queste condizioni diven-
tano spesso troppo rigide, per cui & necessario costruire equazioni
idrodinamiche esenti dalle restrizioni suindicate 1).

L'equazione di continuitad per la densitd della massa p conserva,
ovviamente, la sua forma usuale

2 +divpV =0, (58.2)

dove V @ la velocitd macroscopica. Restano immutate anche Pequa-
zione di Navier-Stokes

o[ G+ (VOIVa ]+

e l'equazione di conservazione dell’energia

5 (B U+ ) =

= —div[pV (74 W) —(@V)+ - [EBl+a],  (58,9)

P
0zq

1. 99,5
e “B]a = - bz (58’3)

dove ogp & il tensore degli sforzi viscosi; (0’V) indica il vettore con
componenti 0,3V g; q & la densita del flusso d’energia che include sia
la parte dissipativa, legata alla conducibilitd termica e ai fenomeni
termoelettrici, sia il trasporto di energia da parte della corrente per
convezione (si veda pit avanti la definizione (58,8)); U e W sono
Penergia interna e la funzione termica del mezzo, riferite all uniti

1) Inoltre, in VIII, §§ 65, 66 nelle equazioni sono stati omessi i termini
che descrivono 1'effetto termoelettrico.
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di massa. Il tensore ocp e il vettore q devono essere espressi in fun-
zione dei gradienti delle grandezze termodinamiche e della velocita;
la forma di queste espressioni dipende appunto dal campo magnetico.

L’equazione (58,3) richiede la seguente osservazione. In essa & in-
clusa la forza esercitata sul plasma da parte del campo magnetico
(I'ultimo termine a secondo membro), ma viene omessa la forza

e(zN, — N,)E

esercitata da parte del campo elettrico. In questo caso I'omissione
¢ giustificata: dalla condizione (58,1) segue che per di piut L > a
e percio il plasma & quasi-neutro, poiché si pud porre zNV; = N,
e nel plasma non esistono cariche non compensate 1).

Alle equazioni (58,2-4) si devono aggiungere le equazioni di Max-
well per il campo elettromagnetico quasi-stazionario (equazioni senza
corrente di spostamento):

totE=—— 22, divB=0, rotB="2j  (58,5)
Ricordiamo che la quasi-stazionarietd del campo significa che la
frequenza di variazione o € piccola nel senso w < ¢/L. In questo caso
il campo elettrico, indotto dal campo magnetico variabile, &¢ E ~
~ oLBlc & B; questa & la regione per cui nella (58,4) bisogna tener
conto della densitd di energia del solo campo magnetico, e non di
quello elettrico. Notiamo anche che I’omissione della corrente di spo-
stamento si trova in accordo con l'ipotesi che il plasma sia quasi-
neutro: dall’ultima delle equazioni (58,5) deriva divi = 0.
Infine, si deve associare un'equazione, che esprima la « legge
generalizzata di Ohm », della forma

E 42 [VB]=F, (58,6)

dove F & una combinazione lineare della corrente j e dei gradienti
delle grandezze termodinamiche. Ricordiamo (si veda VIII, § 63)
che l'origine della combinazione di E e B a primo membro della
{58,6) & legata alla trasformazione di E al passaggio dal sistema a ripo-
50 di un dato elemento di volume del mezzo al sistema di riferimento
in cui questo elemento si muove con la velocita V.

In un plasma quasi-neutro la concentrazione relativa delle sue.
componenti (elettroni e ioni) rappresenta una grandezza invariata
(N./N; = z). Percid solo la temperatura e la pressione sono variabili

1) Questo ragionamento & basato sulla disuguaglianza !> a. Ricordiamo
che ovunque abbiamo a che fare con un plasma completamente ionizzato. Im
un plasma parzialmente ionizzato la disuguaglianza I >> a pud essere non soddi-
sfatta per la diminuzione della lunghezza del cammino libero, grazie agli urti
con atomi neutri, e allora la condizione ! > a va considerata come una condi-
zione supplementare, necessaria per poter trascurare la forza elettrica di volume.
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termodinamiche indipendenti; il problema di esprimere F e q in
funzione dei gradienti di queste grandezze (e della corrente j) coincide
formalmente con lo stesso problema nella teoria degli effetti termo-
galvanomagnetici nei metalli (si veda VIII, § 27)%).

Le relazioni tra j e q, da una parte, e il campo e i gradienti delle
grandezze termodinamiche, dall’altra parte, si scrivono in una forma,
che generalizza le relazioni (44,12-13):

1 9 1 aT
Fot— a: = 0apjp+ %ap Fay ! (58,7)
e . aT
Qo = —'%—]a+ﬁaﬁfﬂ"xa67_;;. (58,8)

Qui p, & il potenziale chimico degli elettroni e i tensori Oups g
Bop dipendono dal campo magnetico B, come da un parametro. La
mancanza del termine —@j a primo membro della (58,8) (cfr. 1a (44,13))
& dovuta al fatto che la grandezza ¢j & inclusa gia nella (58,4) mediante
il vettore di Poynting nella densitid del flusso d’energia. E facile
vederlo trasformando mediante le equazioni de Maxwell (58,5) la
sua divergenza; nel caso stazionario, considerato nel § 44, abbiamo

—div—— [EB] =jE = —div (¢j).

Quindi, il flusso d’energia q nella (58,8) non contiene pii il trasporto
di energia —egp da parte delle particelle.

In virtu del principio di Onsager i coefficienti nelle relazioni
(58,7-8) sono legati mutuamente dalle relazioni

Oap (B) = 0o (—B), %ap (B) = %44 (—B), (58,9)
Bap (B) = Togg (—B). (58,10)

Poiché B & I'unico parametro vettoriale a nostra disposizione, la
dipendenza dei tensori dalla direzione b = B/B pud essere scritta
nella forma generale

Oop (B) = 08,8 + Qabobg + azenpyby (58,11)

(e analogamente per gli altri tensori), dove i coefficienti scalari Oy
Ay, @3 sono funzioni del modulo del campo B. Questa dipendenza sod-
disfa la condizione di simmetria rispetto all’inversione: B, vettore
assiale, e le sue componenti non cambiano di segno per inversione,
come deve essere per le componenti dei tensori propri g, .. . E da
notare che le espressioni della forma (58,11) soddisfano automatica-
mente le relazioni (58,9) e la (58,10) diventa

Bup (B) = Tagg (B). (58,12)
1) Ricordiamo di nuovo che si tratta di plasma completamente ionizzato.

L’esistenza di pill specie di particelle pesanti (ioni diversi, atomi neutri) ri-
chiederebbe di tener conto dei processi di diffusione corrispondenti.
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Nell’applicazione concreta delle espressioni (58,7-8) nella magne-
toidrodinamica & pit comodo esprimere il gradiente del potenziale
chimico in funzione dei gradienti della pressione e della temperatura
mediante le relazioni

1
Vp‘e= —SeVT‘!'-EVPes Hezwe_TSm

dove P, = N,T = Pz/(1 4 z) & la pressione parziale degli elettroni
nel plasma, s, e w, sono 1'entropia e la funzione termica della compo-
nente elettronica del plasma, riferite a una sola particella. Riscri-
viamo infine le relazioni (58,7-8) nella forma vettoriale seguente:

1 1
E+—c'[VB]+;7V':VPe=

= g+ G+ R Bil -y (V1)y + ey (VT)y +° [BVT], (5843)

oy

q+ “Lj=ayTiy+a i+
4+ AT [Bil—xy (VT) ) —xy (V)L + L [BVT],  (58,14)

dove si sono introdotte nuove notazioni per i coefficienti (sono tutti
funzioni di B) e gli indici || e L indicano le componenti longitudinali
e trasversali dei vettori rispetto a B. La definizione del coefficiente
ay nella (58,13) differisce dalla sua definizione nella (58,7) per
P'inclusione in esso della grandezza s./e. 1 coefficienti %2, .#°, &£
descrivono rispettivamente i cosiddetti effetti Hall, Nernst e Leduc-
Righi. Ricordiamo anche che i termini % [Bjl nella (58,13) e &£ [BVT]
nella (58,14) rappresentano gli effetti cinetici senza dissipazione;
essi scompaiono dai prodotti Ej e gV 7 e percio non sono legati all’a-
umento dell’entropia.

Quanto al tensore degli sforzi viscosi ogg, la sua espressione gene-
rale in funzione dei gradienti della velocitd macroscopica € stata gia
dedotta al § 13. Applicandola a un plasma, questa espressione si sem-
plifica un po’, poiché ambedue i coefficienti della viscosita seconda
¢ e {; si annullano. L'annullarsi del coefficiente { & una proprieta
generale di tutti i gas monoatomici, cui si riferisce anche un plasma.
La scomparsa del termine con {; verra spiegata al prossimo paragrafo.

E opportuno raggruppare un po’ gli altri termini nella (13,18)
tenendo presente che in un plasma l'influenza del campo magnetico
sulla viscositd &, in generale, un effetto forte (e non debole come
in un gas neutro); percid non ha senso mettere in risalto il coefficiente
di viscositd ordinario . Rappresentiamo qui 0qg in una forma che
differisce dalla (13,18) solo per la sostituzione del termine contenente
7 con il termine

1 5.
o (36,55 — 8ap) (BysVys — div V), (58,15)
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dove (al posto di h) b = B/B, per l'opportunitd di questa defini-
zione di n, si veda pid avanti la nota a pag. 301.

Se I'asse z & diretto nella direzione b, le componenti del tensore
degli sforzi assumono la forma

' 1 ..
Ox: = — Ty (sz"—'g' div V) -+ m (Vxx - Vyy) + 27\3ny7
1 ..
opy=— 1 (Var— g div V) 1 (Ve — V) =20V

0t =21, (Ve divV), (58,16)
G;cv = 2"]1ny — M3 (Vxx - Vyy)’ ‘
Ore =20V 52+ 27]be:’
Oy =2,V — 21,V 20

§ 59. Coefficienti cinetici di un plasma in un campo magnetico forte

Per il calcolo dei coefficienti cinetici di un plasma magnetica-
mente attivo & necessario, come al solito, cercare le funzioni di distri-
buzione delle particelle nella forma f = f, + &fy, dove &f & una
piccola correzione alla distribuzione d’equilibrio locale, proporzionale
al corrispondente gradiente delle grandezze termodinamiche. Con la
sostituzione di questa espressione nell’equazione cinetica, ad esem-
pio, per gli elettroni
AtV —eEde L vBl e sy, o
poniamo f, = f,, nei primi tre termini a primo membro. Inoltre il
quarto termine si annulla (poiché il vettore df,./p & diretto lungo v).
Percio si deve conservare il termine con &f, e, quindi, troviamo
la seguente espressione per §f,!):

a 0 [7} e K]
e SRR R (9 FULCRE T VAR
dove I & l'integrale degli urti linearizzato.

Notiamo, prima di tutto, che i coefficienti di conducibilita longi-
tudinale elettrica o e termica xy non dipendono in generale da B,
restando uguali ai loro valori in assenza di campo magnetico (ciod o
e % sono scalari ordinari). Infatti, da considerazioni di simmetria,
¢ evidente a priori che per coincidenza delle direzioni dei vettori
E o VT con la direzione di B la funzione di distribuzione 8f non

1) Ricordiamo che, nel calcolare la costante dielettrica del plasma al § 29,
il termine contenente il campo magnetico in questa equazione e stato omesso,
poiché per E e B piccoli esso & un infinitesimo del secondo ordine. Nel problema
qui in esame il campo magnetico B (contrariamente al campo elettrico E) non
& supposto affatto piccolo.
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dipende dall’angolo ¢ di rotazione della velocita trasversale v nel
piano perpendicolare al campo B. Fra laltro,
08f B a¥f
VBl == —7 T
e, di conseguenza, per 4 8j/dp = 0 il campo magnetico scompare in
generale dall’equazione cinetica *).
Per la stessa ragione resta indipendente dal campo magnetico
(e quindi coincide con la viscosita ordinaria n) anche il coefficiente
di viscosita 1,, ciod il coefficiente che definisce gli sforzi viscosi
0ap, quando la velocita V é diretta lungo B (I’asse z) e dipende solo
dalla coordinata z: in questo caso nelle espressioni (58,16) restano
unicamente i termini contenenti

1 ? 1 ’ d
Oxx == Oyy = ""‘2_'o'zz= _”%"flo%

Infine, dovrebbe essere indipendente dal campo il coefficiente I,
che per la distribuzione della velocita suindicata porterebbe al ten-
sore degli sforzi il contributo

O = Oy =5 O =Ly o
Ma poiché in assenza di campo questo effetto in generale non esiste,
quindi §, = O anche se il campo esiste 2), (Sottolineiamo che questa
causa non & dovuta al fatto che il plasma ¢ non relativistico, in modo
che 1'uguaglianza §; = O sarebbe valida anche nel caso relativistico
a differenza del coefficiente { che € non nullo.)

I1 calcolo degli altri coefficienti cinetici si pud effettuare in forma
analitica, nel caso limite di campi magnetici forti in cui (per ogni
specie di particelle) la frequenza di Larmor o 5 > v. In queste condi-
zioni gli urti svolgono il ruolo di piccola correzione 3).

Conduttivita elettrica

Iniziamo dal calcolo dei coefficienti che definiscono la corrente
elettrica nel plasma. E comodo eseguire questi calcoli nel sistema
di riferimento in cui il dato elemento di volume del plasma ¢ a riposo.

1) Sottolineiamo, tuttavia, che questi ragionamenti (e quelli analoghi pid
avanti) suppongono che il processo di diffusione delle particelle non dipenda
dal campo magnetico. A tale scopo & necessario che il campo magnetico soddisfi
la disuguaglianza (59,10); si veda pil avanti.

2) E da notare ancora una volta che tutte queste affermazioni sono legate
alla forma del termine contenente B nell’equazione cinetica (59,2). Esse nonsi rife-
riscono perci¢ a un gas ordinario, le cui molecole hanno un momento magnetico,
mediante il quale (e non mediante la carica delle particelle come nel plasma)
si realizza 1'interazione con il campo magnetico. )

3) 1 coefficienti cinetici di un plasma magneticamente attivo sono stati
calcolati da R. Landshoff (1949), E. S. Fradkin (1951) e S. I. Braginskij (1952).
Il metodo analitico qui esposto appartiene a I. E. Tamm (1951).
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Trascurando le grandezze ~ m/M, si pud ritenere questo sistema
coincidente con il sistema a riposo della componente ionica. La cor-
rente elettrica in questo sistema & puramente elettronica. Percid
si deve risolvere solo I'equazione cinetica per gli elettroni.

11 primo membro dell'equazione cinetica dovrebbe essere trasfor-
mato mediante le equazioni idrodinamiche, cosi come & stato fatto
al § 6 per il gas ordinario. Inoltre la velocita macroscopica nel punto
considerato, nel sistema di riferimento prescelto, & nulla (ma, ovvia~
mente, non le sue derivate) ).

In questo caso (per gli elettroni) non ¢’é bisogno di effettuare
completamente i detti calcoli. Osserviamo, prima di tutto, che in
generale si pud omettere il termine 9 6f./0t. La derivazione rispetto
al tempo conduce alla comparsa di termini con le derivate aTlat,
AP/dt e 3V/dt. Le prime due di queste derivate si esprimono in fun~
zione dello scalare div V (cfr. la (6,16)); ma questi termini, come sap-
piamo gid, nel caso di un gas monoatomico (quale & un plasma) si eli-
dono lo stesso. Quanto alla derivata 9V /é¢, espressa mediante 1'equa-
zione idrodinamica (58,3), essa contiene il fattore 1/p, cioe il fattore
1/M; Vinclusione di questi termini nell’equazione cinetica condur-
rebbe soltanto a correzioni ~m/M, che non ci interessano. In se-
guito, si pud porre E = 0 nella (59,2), poiché & noto a priori che E
pud figurare nella corrente cercata j soltanto sotto forma della somma

1
E+ N, VP.

Infine, poiché non ci proponiamo di calcolare i coefficienti cinetici
« longitudinali » (oy, %y, n,) indipendenti dal campo, si possono
supporre tutte le grandezze termodinamiche del plasma dipendenti
solo dalle coordinate nel piano perpendicolare alla direzione B.
Indicando con VvV, loperatore di derivazione in questo piano, scri-
viamo quindi 1’equazione cinetica nella forma

(VV1) for =2 [vB] S5 1 (810). (59.3)

Questa equazione, a sua volta, si pud risolvere con il metodo
delle approssimazioni successive secondo le potenze di 1/w .. Alla
prima approssimazione (indichiamola con 1'indice (1)) corrisponde
la mancanza assoluta dell’integrale degli urti, cioé l'equazione

a bf» 1
[vh] = (Y1) fue (59.4)
(b = B/B). La soluzione di questa equazione &
8/ = — . (v [BV 1 foel): (59.5)

1y Cid & stato gia supposto di fatto sopra, dove si & usata la coincidenza dej
versi dei vettori df/op e v.
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il che & facile provare per sostituzione diretta. E evidente a priori
che essa consente di calcolare solo i coefficienti cinetici non dissi-
pativi: in assenza di urti non esiste dissipazione d’energia.

La densita della corrente elettrica & data dall’'integrale

j=—e S v 6f, d*p. (59,6)
Sostituendovi la (59,5) seriviamo
i =7 ((bV,](v) V)N, =3 [bV 1 N, (@3,

dove la media si calcola in base alla distribuzione maxwelliana. Ot-
teniamo infine

J=L[bV.P,l, V.Pe=—-(bjw]. (59,7)

Confrontando questa espressione con la definizione del coefficiente
£ nella (58,13) abbiamo

R = —1/N ec. (59,8)

Nell’approssimazione successiva cerchiamo la soluzione dell’equa-
zione (59,3) nella forma 6f, = 8/ + 6/ e per §f:® troviamo 1’equa-
zione

2

b
o, [VB] —5i— = — I (8) = 51 (V[bV 1l o) (59.9)

(¢ impossibile portare fuori 1’operatore vV, dal segno di I, poiché
nell’integrale degli urti linearizzato 1’espressione integranda contiene
nNei) coefficienti grandezze dipendenti dalle coordinate, per esempio
1)
Come & stato convenuto, il campo magnetico & supposto cosi
forte che ® p, > v.. Inoltre, in questo paragrafo, tuttavia suppor-
remo al tempo stesso che

Tge = vTe/(l) Be > Qe (59,10)

(cioé w g € Q,), il che limita la grandezza del campo superior-
mente. Se questa condizione é soddisfatta, il campo quasi non in-
curva le traiettorie degli elettroni (e tanto meno degli ioni) nella
regione degli urti e, quindi, non incide sul processo di urto. In altre
parole, 'operatore / non dipende esplicitamente dal campo. Ma al-
lora, per considerazioni di simmetria, il secondo membro dell’equa-
zione (59,9) deve avere una struttura vettoriale della forma
(v bv.]) ¢ (v?); rispetto alla variabile v questa struttura & identica
a quella del secondo membro della (59,4), dove al posto di v, figura
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[bv,]. Percid la soluzione dell’equazione (59,9) @
) 1 . 1
fozz = - "@:‘ I (V [b_[bv.k]] foe) = '0')_21;' I (VV_Lfoe)' (59711)

Nel calcolare la corrente il contributo non nullo proviene unica-
mente dagli urti ei. Infatti, poiché nelle condizioni considerate gli
urti rappresentano un piccolo effetto, il contributo dagli urti ee
e ei si pud includere separatamente. Gid significa, ad esempio, che il
contributo proveniente dagli urti ee si calcola in base alla distribu-
zions che si ottiene risolvendo l'equazione cinetica, al secondo
membro della quale figura 1'integrale solo di questi urti, come Se
gli elettroni in generale non urtassero con gli ioni. Ma allora I’integrale

S v8fPd?p, con la funzione 8f¢® nella forma (59,11), si annulla poiché,

in virtd della legge della conservazione della quantita di moto, per
urti per una funzione di distribuzione f, arbitraria abbiamo

S v St, fed?p =0

(cfr. il § 5).
Quindi, nel calcolare la corrente elettrica si deve intendere nella

(59,11%) il simbolo I come integrale degli urti elettrone-ione. Inol-
tre,

I (W1fee) = —Vei (V) (V1) foer (59,12)
dove [secondo la (44,3)
4rze*NeLe
Vei (V) = _ﬂfr%;:’_é_ .

Il contributo alla corrente dalla distribuzione (59,11-12) vale

eN 471 ZnzeSLoN P
j(2)= 3(“231 Vi (vzvei(v» = Vg,,g/zzemaB: £Ve T:/z . (59’13)
Per calcolare i coefficienti cinetici cercati si deve sostituire la
corrente i, = i <+ i nell’uguaglianza (58,13)
i .
e}Ve V_I.Pe‘_—'— %—"“' L%B [b]l] +a_LV_|_T + N°B [bV_LT], (59,14)

che definisce questi coefficienti. Ponendo dapprima vT =0 e ri-
unendo i termini dell’ordine di 1/w p,, troviamo che

iV, + AB bj®] =0,

13y Cfr. la formula {44,1). Ricordiamo che 'espressione di questa forma per
St f & valida se gli urti avvengono con particelle che si possono supporre fisse
e se 8f ha la forma (vA) g (v), dove A & un vettore costante. Nel caso considerato
I’operatore vettoriale V, svolge il ruolo di A.
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da cui
o, = SMLeN, (59,15)

212mvy;
dove v,; (senza indicare 1’argomento) significa
4nzetLo N,
Vei = Vei (Ure) = Wﬁ/gi . (59,16)

La grandezza (59,15) & dello stesso ordine della conduttivita (43,8)
in assenza di campo, con cui nel caso in esame coincide anche oy.

Analogamente, ponendo nella (59,14) VP, = 0 e riunendo di
nuovo i termini ~1/w 5., otteniamo :

#B [bj®] + 4B [bVT] =0,

da cui
_ Vei _ 3cNg & ;
N =~y mewl, . 20, BT (59.17)

Quanto al coefficiente o, , esso compare soltanto nell’approssima-
zione successiva rispetto a 1/wjp. e vale (per z = 1)

a; = 0,36 (voi/o o) (59,18)

Conducibilita termica elettronica

11 flusso di calore nel plasma & composto di una parte elettronica
e di una jonica; consideriamo dapprima la parte elettronica.
Il flusso di calore elettronico si calcola come integrale:

Ge=3 S vy 8f, d3p. (59,19)
In prima approssimazione rispetto a 1/w p., sostituendovi la (59,5),
troviamo
GV = — 50— ((BVLI(Y) V0B No= — 2 [bV. ] N (o¥),

20 Be

da cui

AP = — o bV, ] P,T = — Y joo _ Sebe

2eB

(bv.T],  (59,20)

dove w, = 5T/2 ¢ la funzione termica elettronica riferita a un elet-

trone. Confrontando con la definizione del coefficiente £ nella (58,14)
otteniamo

S5¢N,T

Le= __2e_Be2_' (59,21)

Nell’approssimazione successiva 1’integrale (59,19) deve essere

calcolato con la funzione di distribuzione (59,11). Tuttavia, al flt}sso

di calore danno un contributo sia gli urti ei che quelli ee. Nel primo
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caso ricorriamo di nuovo alle espressioni (59,11-12) e troviamo
mN

qgﬁ) - 6m%i V L (vévei (U)),
. da cui
) 4V 21 ze¢N,L p
Yoz o 2V ST 26 Vel e
gl = 3 oy A" i b (59,22)

Per ricavare da qui la parte corrispondente del coefficiente di
conducibilita termica %, si deve, tuttavia, tener conto anche della
condizione j = j® 4 j® = 0 poiché, in accordo con la (58,14),
%, © definito in base al flusso di calore in assenza di corrente. Con
Paiuto delle formule (59,7) e (59,43) troviamo che tale condizione
implica la seguente relazione tra i gradienti della pressione e della
temperatura:

A o tNevVer
B [bV_P,] Vﬁmm%e Vi

(nei calcoli trascuriamo ovunque i termini di ordine superiore rispet-
to a 1/w p,). Calcolando mediante questa relazione la somma g
+ q¥¥, abbiamo

. 13 N Tve;
weD) = 2 e Vel 59,23)
le  gyam mo}, ( )

Questa formula ha un significato fisico semplice. Il coefficiente
di conducibilita termica come ordine di grandezza deve valere x, ~
~ €Dy, dove C, ~ N, & il calore specifico degli elettroni nell’unitd
di volume e D) il coefficiente di diffusione degli elettroni in dire-
zione trasversale al campo magnetico. Questo coefficiente & stimato,
a sua volta, come ((Az)?)/8t, dove ((Az)?) & il quadrato medio dello
Spostamento durante il tempo 8¢. Nel campo magnetico lo sposta-
mento in direzione perpendicolare si produce soltanto per urti,
quando I’elettrone si sposta a una distanza~r g,. Percid D, ~ v,
da cui si ottiene la (59,23).

Consideriamo il contributo proveniente dagli urti ee. I calcoli
in questo caso sono pil complicati e ne diamo solo le linee generali.

Nella funzione (59,11) con I si deve ora intendere 1'integrale degli
urti di Landau linearizzato

I, .0f, = — divpslee),
dove
wgp— wow a8’ 0fte
8g2)=2ﬂeALeS aﬂwa it {foe 6pée +6fe 6}::% -
’ 66]‘ ’ af e 3’ X
— foe Tppe— be 2t ya&p (59,24)
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(w = v — v'). L’integrale (59,19) con questa funzione di distribu-
zione, dopo integrazione per parti, diventa

1
=g [ 2 (s . (5929

Il coefficiente in questa formula & scritto in modo tale che con &,
nella (59,24) si deve ora intendere la funziome (VV.) foe- Inoltre,
& sufficiente applicare la derivazione Vv, solo alla temperatura T
nell’esponente della funzione maxwelliana f,,:

3
(VV1) Toe = foe %‘ (vviT);

i termini, provenienti dalla derivazione del fattore davanti all’espo-
nente, si elidono a vicenda !).
Dopo un calcolo semplice, anche se abbastanza lungo, I'integrale
(59,25) si riduce alla forma —x$ VT, dove?)
nLee4‘

: V)2 ' ’
e = e § (w24 LT 1 Yo (9) oo (9) dPp 020

qui W =v —v’, V= (v + v')/2 e i puntini di sospensione tra
parentesi graffe indicano i termini che contengono le potenze dispari
di WV e si annullano per integrazione. Osservando che

(=]

my? mw? )
b

foe (P) foe (p') oo exp ( — T — 5

e integrando rispetto a d°p d®p’, otteniamo infine
g p a’p

2 N Tv
(e€) — e ‘ee
W == T (59,26)
dove
4et N L
'Vee == —;lilz_j‘a?—z-s . (59 ,27)

Quindi, tutto il contributo elettronico alla conducibilita termica
trasversale vale

: (1+32). (59,28)

Conducibilita termica ionica

Notiamo prima di tutto che la condizione per poter applicare
Tapprossimazione considerata per gli urti ii, o p; > Vis ¢ piu forte
di quella per gli elettroni. Poiché vy ~ v, (m/M)/* e @p;~

1) Questa circostanza & evidente a priori come conseguenza della proprietd
generale indicata al § 6: 1'integrale degli urti di particelle identiche si annulla
per funzione della forma vf,.

2) 1] gradiente della pressione non compare qui, e percid non ¢'é bisogno di
escluderlo” mediante la condizione j = 0.
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~ wpem/M, allora da ©p; > v;; segue la disuguaglianza o 5, >
> vee (M/m)'/?, che & piu forte della disuguaglianza ® gz, > v,,;
quanto alla condizione rp; > a, essa si verifica a priori essendo pitt
debole della (59,10) -

L’equazione cinetica per gli ioni & analoga all’equazione (59,2):

a R a3 d 8f;
-%-t-v—aﬁ_ﬁ +zeETf;§ = — 2 [vB] Tpf—-i-l(afi). (59,29)

Tuttavia, se trasformiamo il primo membro, la situazione differisce
dal caso elettronico. Ponendovi

N M
fo= (2:rtTJl})3/2 exp {—'Ey—" (v— V)z} ’

dobbiamo ora derivare V rispetto a ¢ (e dopo porre nuovamente, in
forza del sistema di riferimento in esame, V = 0). Per V = 0 ab-
biamo, in accordo con I'equazione idrodinamica del moto,

av 1 1 ..
T VP+-‘; (iBl,

dove la pressione ¢ P = P, + P, e la densitd p = N;M. In seguito
I'equazione cinetica assume la forma

vufu—y v (VLP— 5 11Bl) = —£ (vB) S 4 181, (59,30)

dove nuovamente (come nella (59,3)) abbiamo posto E = 0 e scritto
V. al posto di ¥V ).

Risolviamo 1'equazione (59,30) con il metodo delle approssima-
zioni successive rispetto a 1/wg;. In prima approssimazione, analoga-
mente alla (59,5), otteniamo

i =m—1- (v [b, Vifo— 1\{:’} ViP+ cjfr?T “B]]) g

Bi

Ma in questa approssimazione, secondo la (59,7), abbiamo VP, =
= [iBl/c in modo che

8 = o (v[b Vatu— v, ]) (59,31)

Questa funzione di distribuzione, ovviamente, non fornisce un
contributo alla corrente S 8fi¥ vd®p = 0, come deve essere nel sistema
di riferimento, in cui la componente ionica del plasma si trova a ripo-

1) Nel caso elettronico il secondo termine a primo membro conterrebbe al
posto di M/p il fattore m/p = m/MN; che si potrebbe trascurare.
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so. Per il flusso di calore, invece, troviamo

ap =2 {vevéfrasp =

M t 5¢P;
= Bog; [b’ Vi (N @) — —(?T—Z' V.P; J = 'Ez%B_ (BvT],
da cui
5¢N;T z
Li=pr = — (59,32)

Per il calcolo del flusso di calore nell’approssimazione successiva
sono fondamentali solo gli urti ii, in quanto gli urti ie danno un con-
tributo di ~ (m/M)Y/2 volte inferiore a causa della piccola variazione
della quantitd di moto degli ioni per urti con un elettrone. I calcoli
corrispondenti sono completamente analoghi a quelli eseguiti sopra
per gli urti ee !). La parte ionica della conducibilita termica si ot-
tiene percid dalla (59,26) sostituendovi le grandezze eletironiche con
quelle ioniche:

?JViT‘Vii 4M284LiNi
XSS wmay, T 4T MR (59,33)

Dal confronto tra le (59,33) e (59,23) risulta che (per z ~ 1) %1 ; ~
~ %, o (M/m)¥2, Quindi, in campi cosi grandi che o 5; > v;;, la con-
ducibilitd termica trasversale in pratica & interamente ionica. La
conducibilita termica elettronica & comparabile con quella ionica al-
lorché o z; ~ (m/M)* v;; (per il confronto si deve tener conto che
in questi campi si pud trascurare 1'influenza del campo magnetico
su x;). Per campi ancora piu piccoli il contributo jonico a ) diventa
inessenziale; se in questo Caso ® ge 3> Vee, allora x, & definito dalla
formula (59,28).

Viscosita

La quantitd di moto di un plasma in moto & concentrata soprat-
tutto negli ioni e percid la viscositd & definita dalla funzione di di-
stribuzione ionica. Inolire, poiché gli urti di uno ione con gli elettroni
ne cambiano poco la quantitd di moto ionico, nell’equazione cine-
__tica si devono includere solo gli urti ione-ione.

I1 primo membro dell’equazione cinetica (59,29) si trasforma cosi
come abbiamo fatto ai §§ 6, 8 e assume la forma ivi indicata 2).

1y 1] termine contenente VP;, che distingue la (59,31) dalla (59,5}, in questo

caso & inessenziale: questa parte della funziome di distribuzione & =0 vfy; e
annulla 1'integrale degli wrti; cfr. la nota a pag. 298.

2) In questo caso si deve tener conto che la pressione del plasma é P =
= (N;+ N T=N; (14 2) T e il calore specifico riferito a uno ione vale

3+ z)/2.
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Quindi, I'equazione cinetica del problema della viscositd si scrive

M 1 . xy a2 8f;
7 Vo0 (Vap— 5 8up div V) for = — 57 [VBI ZL+ 1y (81). (59,34)

La soluzione di questa equazione si deve cercare nella forma
A

8fy= 2 gn (v?) ViBv,0s, (59,35)
n=0

dove V{3’ sono combinazioni lineari delle componenti del tensore
Veup, che figurano nell’espressione per il tensore degli sforzi viscosi

%
IEPIENG (59,36)

secondo le definizioni (13,18) e (58,15). Ricordiamo che tutte le com-

binazioni Vg = 0. Il tensore degli sforzi si calcola come 1'integrale

— i = | Mv.vestiap.

Ponendovi la (59,35), calcolando la media sulle direzioni v secondo
la formula

4
Valplyls) = —%— (8apbvs + 8uvOps + Beadpy)

o confrontando con la (59,36), otteniamo

——L 5 vig, (1?) dip. (59,37)

Le equazioni che definiscono le funzioni g, si ottengono sosti-
tuendo la (59,35) nella (59,34) e uguagliando i coefficienti dei tensori
uguali Vg3 nei due membri dell’equazione. Omettendo i particolari
;li questi calcoli abbastanza complicati, ne diamo subito i risultati
inali.

I coefficienti di viscositad non nulli n; e 1, compaiono gia nel caso
in cui trascuriamo 1'integrale degli urti e percid sono proporzionali
a 1/w p;. I coefficienti n; e n,, invece, compaiono soltanto nell’ap-
prossimazione successiva, cioeé tenendo conto degli urti, e percid
sono proporzionali a 1/wh; !):

271/ (ze)t L; N3

M _ =M N.T
W= = Somirey, ' T2 T Tep s 003)

Notiamo per concludere che tutte le espressioni dedotte in questo
paragrafo per i coefficienti cinetici « trasversali » hanno senso anche

1) L'opportunitd di definire il coefficiente di viscositd v, per un plasma
magneticamente attivo, secondo la (58,15), & legata al fatto che tutti gli altri
coefficienti n tendono allora a zero per B — co.
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per condizioni pid deboli della condizione generale (58,1). E facile
vedere che la correzione alla funzione di distribuzione diventa pic-
cola gia se le dimensioni caratteristiche del problema sono grandi
solo rispetto al raggio di Larmor r; delle particelle corrispondenti,
il che garantisce 1’applicabilitd delle suddette espressioni. Questa
condizione & sufficiente anche per 1’applicabilita delle stesse equazioni
idrodinamiche se i gradienti della pressione e della temperatura sono
ovunque trasversali rispetto alla direzione del campo magnetico.

Nei nostri ragionamenti abbiamo supposto sempre il plasma
con temperature elettronica e ionica uguali. Ma per una grande dif-
ferenza tra la massa elettronica e ionica spesso si verificano le condi-
zioni « di doppia temperatura ». In questo caso anche & possibile
formulare un sistema di equazioni di tipo idrodinamico e calcolare
i coefficienti cinetici che figurano in esse ?).

PROBLEMA

Un plasma, disomogeneo nella direzione dell’asse z, & trattenuto da un
campo magnetico diretto lungo 1’asse z. Per la condizione wp, > v,; determi-
nare la distribuzione della densitd e del campo magnetico nel plasma, suppo-
nendo assegnata la distribuzione della temperatura (I. E. Tamm, 1951).

Soluzione. I gradienti della temperatura T e della pressione P sono diretti,
per ipotesi, lungo 1’asse z. Lungo lo stesso asse & diretto anche il campo elettri-
co E, che compare per la disomogeneitd del plasma, e che & potenziale nel caso
stazionario. Che il plasma & trattenuto significa che nella direzione x non esisto-
no moto del plasma e corrente elettrica: ¥V, = 0, j, = 0.

Proiettando, in accordo con quanto detto, le equazioni (58,13) sull’asse y
e usando 1’equazione di Maxwell rot B = 4nj/c, otteniamo

c dB ar
- Ut P
Ponendo in questa formula I’espressione (59,17) per §°g, abbiamo

d B2 3 ar
N R e )
Il campo magnetico « viene spinto fuori » dalle regioni pidi calde del plasma.
Proiettando 1’equazione (58,3) sull’asse z e trascurando i termini viscosi, che

forniscono un contributo infinitesimo di ordine superiore rispetto a 1/B, tro-
viamo la seconda equazione

d 1.
rry (Pe+Pi)-‘=? iyB,
che mediante la stessa equazione di Maxwell si riduce alla forma (per z = 1)

2
2N,.T -} %— = costante. 2)

. by Questg argomento & esposto nell’articolo di S. I. Braginskij, Fenomeni
di trasporto in un plasma, nella raccolta « Problemi della teoria del plasma »,
fasc. 1, Atomizdat, 1963 (ed. russa).
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All'equazione (1) si pud conferire una forma pid comoda escludendo dalle (1)
e (2) il campo magnetico. Dopo integrazione troviamo
N,TY4 = costante, @)

Le formule (2) e (3) risolvono il problema posto. La distribuzione della tempera-
tura, invece, & definita dall’equazione della conducibilitd termica.

§ 60. Approssimazioné di deriva

Al paragrafo precedente nello studiare i coefficienti cinetici di
un plasma in un campo magnetico forte abbiamo usato 1'integrale
degli urti di Landau, il che presupponeva soddisfatta la disugua-
glianza r g, > a (59,10). Mostriamo ora come si pud fare a meno di
questa restrizione, cio& ottenere formule applicabili al caso di campi
cosi forti che per gli elettroni & soddisfatta la disuguaglianza inversa

rBe << a. (6071)

In questo caso & comodo ricorrere a un’approssimazione speciale,
cosiddetta di deriva, che si realizza gia nella stessa equazione cinetica
e non soltanto nella sua soluzione. Questa approssimazione & valida
se i campi magnetico ed elettrico variano in modo sufficientemente
lento nello spazio e nel tempo. E precisamente, la frequenza del
campo ® ¢ la frequenza efficace degli urti v devono essere piccole
rispetto alla frequenza di Larmor, mentre la distanza caratteristica,
alla quale variano i campi (indichiamola con 1/k), deve essere grande
rispetto al raggio di Larmor. Queste condizioni devono essere sod-
disfatte per ogni tipo di particelle cui si applica ’approssimazione
di deriva. Pili avanti in questo paragrafo scriveremo tutte le formule,
per fissare le idee, per gli elettroni (le formule analoghe per gli ioni
si ottengono, come sempre, con le sostituzioni e — —ze, wg, —
—> —® g m—> M). Quindi, saranno supposte soddisfatte le condi-
zioni :

W, Ve; K @pe 1k >rpg,. (60,2)

I1 metodo considerato & basato sulla soluzione approssimata delle
equazioni di moto delle particelle cariche nei campi E (¢, r) e B (¢, r),
che tiene conto che essi variano lentamente in funzioni di £ e r.
Il moto delle particelle in questi campi & 1'insieme di una rotazione
rapidamente variabile (di frequenza w g.) lungo le« circonferenze di
Larmor » e dello spostamento variabile lentamente dei centri di queste
circonferenze (o, come si dice, dei centri conduttori delle orbite).
Il metodo di soluzione consiste nel separare la componente del moto
rapidamente variabile e oscillante e nel calcolare il valore medio
rispetto a questa componente.

Rappresentiamo il raggio vettore e la velocitd dell’elettrone
nella forma ~

r=R@#)+5(), v=V+8& V=R, (60,3)
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dove R @ il raggio vettore del centro conduttore dell’orbita e § il
raggio vettore dell’elettrone oscillante rispetto al centro conduttore .
Nell’approssimazione zero, trascurando completamente la dipendenza
spaziale e temporale del campo e gli urti, abbiamo semplicemente
a che fare con il moto nei campi incrociati costanti e omogenei E e B.
Come & noto (si veda II, §22), il vettore § in questo caso giace rigo-
rosamente in un piano perpendicolare al campo B e ruota in questo
piano con velocita angolare costante w 5, = eB/me, restando costante
in modulo. Il raggio della circonferenza | § | & legato alla velocita

costante | § | = v, dalla relazione | { | = v;/w 5,; in forma vetto-
riale la relazione tra § e § si scrive

b= —o bE], (60,4)

dove b = B/B. Il centro dell’orbita si muove con la velocita
' R=V0=v0"b+wo,

‘dove vy @ la velocitd del moto uniformemente accelerato nella dire-
zione del campo magnetico, che soddisfa 1'equazione

mvyy = —ebE, (60,5)

wo=R, =+ [Eb] (60,6)

& la velocitd di spostamento nel piano perpendicolare a B (velocita
di deriva elettrica) ®).

Nel seguito ci limiteremo a questa approssimazione e trascureremo
i termini legati alla non costanza dei campi E e B, considerando cioé
questi campi costanti. Ci0 premesso, ometteremo gli indici O in tutte
le grandezze.

L'essenza dell’approssimazione di deriva consiste nel passare
nell’equazione cinetica alle grandezze variabili lentamente R, v,

vy = | § |. Queste grandezze nel loro insieme costituiscono cinque
variabili indipendenti, da cui dipende la funzione di distribuzione.
L’elemento del volume di fase nelle nuove variabili ha la forma

&% d®p = d®R-2num® dvy-v,dv; = 2um® &R dvy dJ, | (60,7)

dove si & introdotta una grandezza che sard comoda in seguito,
J =v1/2 (60,8)

1) Non confondere la notazione V in questo paragrafo con la velocitd macro-
scopica indicata con V al § 59!

2) Si & supposto, ovviamente, che E/B <« 1 in modo che w < ¢ e si possono
trascurare gli effetti relativistici.
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(per la verifica della relazione (60,7) si deve ricordare che nell’ap-
prossimazione considerata i campi si possono ritenere costanti).

Esprimiamo nelle nuove variabili la densitad di corrente degli
elettroni. Per un elettrone la densitd di corrente & —evd (r — r,),
dove r sono le coordinate correnti di un punto dello spazio e r, le

coordinate del punto in cui si trova l'elettrone. Ponendo v = V + §
er, = R + §, scriviamo

—evd (r —r1,) &~ —e (V+ §) [8 (t — R) — &Ve (r — R)L.

Calcoliamo il valore medio di questa espressione rispetto all’angolo
di rotazione, mediante la relazione evidente

© 5e (Lo 05]) = (Eale) =5 V4 Sapy

dove o, P sono gli indici vettoriali bidimensionali (nel piano perpen-
dicolare al campo magnetico). Otteniamo cosi

— eV (r—R) + 2L [hy,) 6 (r —R).
Moltiplicando questa espressione per la funzione di distribuzione
degli elettroni f, e integrando rispetto a d°%p = 2am?® dvy dJ, ot-
teniamo la densitd di corrente nello spazio R 1):

jo=—e 5 Viodsp—2C rot (bS Jf.dp). (60,9)

Il primo termine in questa espressione corrisponde al trasporto
di cariche assieme alle piccole circonferenze di Larmor, il secondo
tiene conto della rotazione delle particelle lungo queste circonfe-
renze ). Il significato fisico di questo secondo termine & semplice:
se lo scriviamo nella forma ¢ rot M, il vettore

M=—22 | frap (60,10)

rappresentera la magnetizzazione del plasma legata alla rotazione
delle cariche. I1 momento magnetico (60,10) non dipende dal segno
delle cariche ed & diretto in direzione opposta al campo magnetico,
cioé corrisponde a diamagnetismo.

1) Nel secondo termine si integra per parti per cui 1'operatore V. si sposta

di bf,.
23 Osserviame che questo valore medio della densita di cariche —ed (r — r,)

conduce all’espressione ordinaria —e | f, d®p; i termini correttivi legati alla

rotazione delle particelle comparirebbero soltanto includendo gli infinitesimi
del secondo ordine (cioé le derivate seconde rispetto alle coordinate).
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Trasformiamo 1'equazione cinetica nelle nuove variabili. Poiché
la funzione di distribuzione f, & riferita allo stesso elemento dello spa-
zio delle fasi di prima (trasformato soltanto nella forma (60,7)),
I'equazione cinetica ha sempre la forma df./dt = St f, oppure, svi-
luppando il primo membro nelle nuove variabili,

a , fe e |
G+ i 5 [Bb] p-=St e (60,11)

Qui sono state introdotte notazioni evidenti per le proiezioni dei vet-

tori e sono state usate le uguaglianze (60,5-6). 11 termine v, & assente
in questa approssimazione im quanto v, per deriva non varia.

Passiamo alla scrittura dell'integrale degli urti nelle variabili
di deriva ). Notiamo prima di tutto che I’atto d’urto in queste va-
riabili consiste nella variazione « istantanea » delle velocita v e v,
e delle componenti del raggio vettore R; del centro della piccola cir-
conferenza, perpendicolari al campo magnetico (quanto alla compo-
nente R parallela, essa praticamente coincide con la coordinata cor-
rispondente della particella stessa e non cambia per urte).

Gli urti si producono solo tra particelle che passano 1'una vicino
all’altra a distanze d’impatto p non superiori al raggio di scherma-
tura a, cioé p << a. Se p & piccolo rispetto ai raggi di Larmor delle
particelle collidenti, il campo magnetico in generale non incide sulla
diffusione, in quanto a queste distanze il campo non piega in modo
notevole le traiettorie delle particelle. La descrizione di questi urti
in termini delle variabili di deriva non € in generale naturale. Percid
T'uso dell’integrale degli urti in queste variabili & opportuno solo
nell’ipotesi che almeno per una delle particelle collidenti rp < a.

Per 'interazione coulombiana delle particelle sia in presenza di
un campo magnetico, che in sua assenza, sono fondamentali gli urti
lontani e, corrispondentemente, le piccole variazioni di tutte le varia-
bili. Percid la deduzione dell’integrale degli urti nello spazio p
eseguita al § 41, resta valida anche per I'integrale degli urti nello
spazio delle variabili Ry = (X, Y), vy, J (I'asse z é diretto lungo
il campo magnetico), se ora, al posto delle componenti della quantita
di moto, introduciamo le quattro variabili g, {X, Y, vy, J} inten-
dendo con Ag,, Ag,, . . . le variazioni di queste grandezze in seguito
a urti.

L’integrale degli urti si riduce sempre alla forma

Stf=_2_?i&=__+_____7;_ (60,12)

1 L'integrale degli urti nelle variabili di deriva & stato dedotto da
E. M. Lifsits (1937) per il gas elettronico e generalizzato per il plasma da
S. T. Beljaev (1955).
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(il flusso s; ha, per definizione, componenti solo nel piano perpendi-
colare a B). E fondamentale che 1'elemento di volume nello spazio
delle variabili g5 si riduca semplicemente al prodotto dei loro dif-
ferenziali; percio I'integrale degli urti ha la forma della divergenza
ordinaria. La deduzione eseguita al § 41 non richiede che alcune
piceole modifiche. Prima di tutto, nella scrittura della (44,2) si
e gia tenuto conto che, in virtld della conservazione della quantita
di moto, Ap= q = —Ap’. Per le variabili di deriva considerate
questa relazione, ovviamente, non esiste. Ripetendo la deduzione
senza questa ipotesi troviamo (per urti tra elettroni e ioni, ad esem-

pio)

&
(ed) __ 1 af af
K —El 5 S {(AgehAgez) figge T (AgerBan) fo 52t } dpy,  (60,13)

dove d°p; = 2nM?®dJ; dvy, Agy & la variazione delle grandezze g, in
seguito all'urto e le parentesi angolari esprimono il valore medio
rispetto agli urti.

Nel dedurre la (60,13) & stata usata anche la possibilita di permu-
tare nell'integrale degli urti gli stati iniziale e finale, e dopo cid
diventa evidente la riduzione dei termini lineari in Agy; inoltre,
cié permette di integrare su tutto lo spazio g. Al § 44 questa tra-
sformazione & stata realizzata in forza della simmetria rispetto
all’inversione del tempo, che lega la probabilita degli urti diretto
e inverso. In presenza di un campo magnetico questa simmetria ha
luogo solo se si inverte la direzione del campo B, cosi che essa lega
in effetti le probabilita di urto in campi diversi. Tuttavia, come
vedremo piu avanti, nel caso considerato la simmetria rispetto all’in-
versione del tempo si ristabilisce con un’integrazione rispetto ai para-
metri d’impatto. '

Infine, nella (60,43) si & tenuto conto che la diffusione reciproca
delle « piccole circonferenze » si produce soltanto se essi passano
I'uno vicino all’altro a distanze non superiori al raggio di scherma-
tura ¢. Supponendo che la distribuzione varii poco a queste distanze,
abbiamo posto approssimativamente f; (R;, Vins Ji) = fi (R, vy,
/i) e integrato rispetto a d°R;. Come risultato nella (60,13) & ri-
masta solo 1'integrazione rispetto a d®p; e la media rispetto agli
urti include in sé 1'integrazione rispetto alle posizioni R;. Piu
avanti, nei casi concreti, questa media verrd espressa in funzione
della corrispondente sezione di diffusione. Per il momento notiamo
soltanto che i valori medi (AR;AJ), (AR, Av;) sono nulli. Cid
risulta dal fatto che i prodotti AXAJ, AYAJ (e gli stessi prodotti
con Av; al posto di AJ) formano un vettore nel piano zy. Poiché
per le piccole circonferenze di Larmor non esistono in questo piano.
direzioni prefissate, il vettore suindicato si annulla nel calcolare il
valore medio. ' '
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. L’integrale degli urti nelle variabili di deriva ha la seguente
importante proprietd: aggiunta all’equazione cinetica, ess0 camhia
I'espressione per il flusso di particelle (nello spazio ordinariol)
mediante la funzione di distribuzione. Per vederlo, scriviamo 1’equa-
zione cinetica nella forma:

0fe  B(Vf) , @ ;% gn_ 05y Ospy 055, ;
SRt e O = — g gy, 3y (6014)

(in seguito alla supposta costanza di E e B si pud portare V sotto il
segno di derivata). Integrando questa equazione rispetto a dép
otteniamo

e | dive | (Vietsea) #p=0, No={fdsp (6015)

(omettiamo per brevitd 1'indice e per Ie variabili elettroniche);
N, & la densita spaziale del numero di piccole circonferenze e 1’espres-
sione sotto il segno divg rappresenta, quindi, la loro densitd di

flusso. Vediamo che all’espressione ordinaria 5 Vf.d3p si aggiunge

ancora il termine Sse L d3p, legato agli urti. Questo termine rappre-

senta difatti il flusso di diffusione nella direzione trasversale al campo
magnetico. Per questa descrizione (a differenza della descrizione
ordinaria della diffusione) esso entra direttamente nell’equazione
cinetica.

Nel ricorrere a queste espressioni si deve, ovviamente, tener pre-
sente che 1a densita di corrente elettrica & legata al flusso delle parti-
celle proprie e non delle circonferenze. Il flusso di particelle diffe-
risce, secondo la (60,9), dal flusso di piccole circonferenze per il ter-
mine con il rotore, che descrive la magnetizzazione. Percio 1’espres-
sione definitiva per la densitd di corrente degli elettroni ha la forma

jo=—e | V1.dtp— 5 rot (b [ to7dop) — [ esesasp. (60,16)

L’espressione (60,13) acquista significato reale soltanto dopo il
calcolo dei valori medi che figurano in essa. Mostriamo come si ot-
tiene cid sull’esempio dell’integrale elettronico per gli urti elettrone-
ione. -
I calcoli si fanno in modo diverso nelle due regioni di valori dei
parametri d’impatto p definiti dalle disuguaglianze

I) pKLrpe M) rege<poka (60,17)

Osserviamo che le integrazioni rispetto al parametro p avranno carat-
tere logaritmico, come si verifica di solito nella diffusione coulom-
biana. Con precisione logaritmica si puo fare a meno della distin-
zione tra le disuguaglianze forti (>) e deboli (=). Percio le regioni
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(60,17) coprono in effetti tutto 1'intervallo di variazione del para-
metro d’impatto p (in accordo con la (60,1) si & supposto, ovvia-
mente, che rp, < a). Per l'esistenza della regione I & necessario
anche che sia

T Be > Pmin = ze2/muvk., (60,18) -

- dove Pmin € la distanza d’impatto, alla quale 1'angolo di diffusione
diventa ~1 (consideriamo qui unicamente il caso quasi-classico
é/hvgp, > 1).

Supporremo al tempo stesso che r z; > a. Allora per tutti i para-
metri d'impatto p << a l'influenza del campo magnetico sul moto
degli ioni (nel processo d’urto) & inessenziale, in quanto la traietto-
ria dello ione viene incurvata poco dal campo alle distanze ~p.
Inoltre si pud trascurare (nel limite m/M — 0) la risposta degli ioni,
ponendo cioé uguale a zero la variazione di tutte le variabili Ry,
vy, J che li caratterizzano !). Allora nella (60,13) scompare il se-
condo termine tra parentesi graffe in modo che la componente elet-
trone-ione della corrente elettronica assume la forma

ed N; eiy 0
7 = — ZL(AX,AX ) >3}%}., (60,19)

Le grandezze (AX,AX p) formano un tensore spaziale, trasversale
alla direzione del campo. Rappresentiamolo nella forma

(AX AXg) =3 (AR, )?) (o — boby), (60,20)

che esprime questa trasversaliti in modo esplicito. Quanto al flus-
so (60,19), esso si scrive come

S — __Jz_i (AR )B)eDy, f,, (60,21)

dove V, = Vg — b (bVg) & I'operatore di derivazione nelle di-
rezioni trasversali a b.

Le espressioni analoghe della (60,19) per i « flussi di velocita »
sono

; N . ,
sff? = — =L {((Avn)z)‘e” g—f-”- +(AyyAg)en —%—} ’

i
60,22)
e iy Ofe ( ’
| = — Zt L avAgyen a—,f; +((anpen et
In equilibrio, ciod per la distribuzione maxwelliana
v?
fo=rcostante-exp { — % (T” + J) } , : (60,23)

1) E impossibile fare cid se esistono parametri d’'impatto ]ier iquali a»
2>'p > rp;. Per questi urti lo ione va alla deriva nel campo dell’elettrone e la
sua grande massa non si manifesta.
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T'integrale degli urti deve annullarsi. Ponendo la (60,23) nelle (60,22)
e uguagliando a zero i flussi, troviamo

(Avy ATYED = — vy ((Avy)2)eD = — :7 (AT)REH,  (60,24)

Calcoliamo dapprima il contributo proveniente dalla regione I.
Si pud supporre in questa regione che il campo magnetico in gene-
rale non incida sulla diffusione, poiché a queste distanze non si in-
curva molto né la traiettoria dello ione né quella dell’elettrone. In
questo caso come variabile naturale per la descrizione degli urti si
prende la quantitd di moto ordinaria dell’elettrone p, in funzione
della quale si devono esprimere le variabili di deriva. Secondo le
(60,3-4), (60,8) abbiamo

1 Py Py
r=R— e bpils wy=— - J=337.

Tenendo conto che le coordinate della particella r (a differenza delle
coordinate del centro dell’orbita R!) non variano per l'urto, rica-
viamo

1 q 1
AR, =———[bq.], Avy=-L, AJ=—:p,q;, (60,25)

mo

dove q & una piccola variazione della quantita di moto p.
Denotando con l'indice I il contributo dalla categoria di urti
considerata, scriviamo ora

(33 1 \
(AR = [ (AR, )Pvdo =g Y divdo,  (60,26)

2
e

dove do & la sezione di diffusione dell’elettrone sullo ione fisso. Pren-
dendo questa sezione dalla (41,6) e integrando, otteniamo

((ARJ.)z)(Iei)= 8mzletLy 1--cos , (60,27)

miey v 2

dove 6 é I'angolo traveb, e
mrBev%.G mv’}e

Li=In (60,28)

ze? ze20 e

il logaritmo coulombiano « tagliato » superiormente alle distanze
d’impatto p ~ rg. (la frontiera superiore della regione I). Infine,
esprimendo questo risultato nelle variabili di deriva troviamo

i 2 vE+J
(AR B = 8z Ie;'c'LI (vﬁﬁ-z")s/" , (60,29)
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Un calcolo analogo da

i Smz2ed], Ju,
Auygd)f0 = — =1 (vh+2|})3/"

(60,30)

e le due grandezze rimanenti sono definite dalla (60,24).

Consideriamo ora la regione II. Qui sono naturali le variabili di
deriva e 1'urto viene descritto come deviazione di deriva della pic-
cola circonferenza in volo nella direzione b (1’asse z) nel campo cou-
lombiano dello ione fisso. Per deriva la velocitd v, e, quindi, J
non cambia; in forza della legge di conservazione dell’energia per
diffusione su uno ione pesante, ¢id conduce, a sua volta, alla con-
servazione di v,. Percio la regione II non da contributo alle gran-
dezze (60,24).

I1 contributo alla {{AR,)?), invece, si calcola come

(AR = [ (ARL)2 vy 1do= [ (ARL? vy [, (60.31)

dove p & il valore del raggio vettore del centro della piccola circon-
ferenza R, prima dell’urto. La variazione di R, per la circonferenza in
volo nel campo magnetico omogeneo e costante B e nel campo elet-
trico costante E = ezR/R?® (il campo dello ione) é data dall’equazione
della deriva

R, zec bR
=7 B =7 m s (60,32)

(si veda la (60,6)). In prima approssimazione si pud porre a secondo
membro di questa equazione R, ~ g, R = v ¢. La variazione totale
di R, in seguito a urto si ottiene integrando la (60,32) rispetto a ¢
da —oo a o e vale

__ 2zec {bp]
AR, = BlogT o (60,33)
Ponel.ldo.questa espressione nella (60,31) e integrando (con precisione
logaritmica corrispondente alla frontiera della regione II) troviamo

(ei) 8nz2e2c?
(AR )HYT = _ﬁ:”_'_ll_ s Liz=1n -;%e-. (60,34)
In generale, i contributi (60,29) e (60,34) hanno lo stesso ordine

di grandezza
N; ((ARL)?) ~ vgiThe,

dove v,; & la frequenza media degli urti elettrone-ione. La partico-
larita del contributo (60,34) & che esso diventa infinito per vy — 0
indipendentemente dal valore v,. Il significato fisico di questa di-
vergenza o il seguente: per piccola velocitd v, la piccola circonfe-
renza resta a lungo nel campo dello ione e la deriva, nel frattempo,
lo porta a grande distanza.
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In realtd, ovviamente, la formula (60,34) diventa inapplicabile
per piccole vy per diversi motivi: 1) se rp; > a, allora per | vy | K
& vy durante 'urto lo ione pud allontanarst dall'eleltrone; quosto
meccanismo « taglia » la divergenza per | vy | ~ vy;; 2) nella dedu-
zione della formula si & supposto comunque che | AR, | < p; 3) la
piccola circonferenza pud allontanarsi dallo ione considerato a causa
della deriva nel campo di altre particelle (urto triplo).

Le formule scritte risolvono il problema della costruzione del-
'equazione cinetica nell’approssimazione di deriva. Essa, in parti-
colare, consente di trovare i coefficienti cinetici del plasma in prima
approssimazione non nulla rispetto a 1/B (si veda il problema 1).

Infine, resta da spiegare in che modo 1'integrazione rispetto a d’p
ristabilisca formalmente la simmetria rispetto all’inversione del
tempo, cosa che abbiamo gia sfruttato nella scrittura della (60,13).
La violazione di questa simmetria si manifesta nel cambiamento di
segno della deviazione AR; nella (60,33) quando cambia il verso di
B. Tuttavia, si pud ristabilire il vecchio segno mediante la sostitu-
zione della variabile d’integrazione p — —p, in modo che il cambia-
mento di segno di B in questa approssimazione non si pud manife-
stare (nella regione I, invece, il campo magnetico in generale non
influisce sulla diffusione). '

PROBLEMI

1. Determinare nell’approssimazione di deriva il coefficiente:di Hall &
e la conduttivitd trasversale ¢, di un plasma (S. T. Beljaev, 1955).

Soluzione. Consideriamo il plasma con un gradiente della densita elettronica
(in assenza di campo elettrico e di gradiente della temperatura), supponiamo
maxwelliana la funzione di distribuzione f, nelle (60,16) e (606,21) e troviamo

. T
j=-5 [bYN]+eD,V, Ne,
inoltre, il coefficiente di diffusione trasversale &

N; =
=L @,

dove il trattino orizzontale significa valore medio rispetto alla distribuzione
maxwelliana degli elettroni. Confrontando con 1'espressione generale (58,13),
troviamo in prima approssimazione rispetto a 1/B la vecchia espressione (59,8)
per %. Nell’approssimazione successiva abbiamo

o, = T/e2N #2B*D,. )

Nella regione I1I (si veda la (60,17)) consideriamo {(AR | )®) definito dalla (60,34).
Con precisione logaritmica otteniamo

(-]
e, 1/2 muv? dv m \1/2
= W L4 It | | R UTe
I v" l ( 2nT ) S exp ( 2T ) l v“ I ~2 ( 271T ) 111 Pmin .

- 00
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dove v & definito con uno dei meccanismi indicati alla fine del paragrafo.
Ponendo, ad esempio, vpin ~ vy; otteniamo infine

11_ (2um)1/3 2%2c2N; . M a
D= TIRE? In — In—rm; . . 2y

Analogamente, considerando ((AR,)?) definito dalla (60,27), ottemiamo il
contributo della regione I al coefficiente di diffusione

3
1 4 (2um)l/ 222Ny mvd,
Dy=—=35p" 0 ons @)

Se supponiamo che sia soddisfatta la disuguaglianza (59,10) inversa della
(60,1), allora la regione II non esiste e il logaritmo nella (3) va sostituito con il
suo valore coulombiano ordinario (41,10). In questo caso la sostituzione della (3)
nella (1) conduce alla formula (59,15) per 64.

2. Determinare il coefficiente di diffusione trasversale D, per urti tra elet-
troni e atomi neutri.

. Soluzione. Poiché il carattere dell’interazione dell’elettrone con gli atomi
é di breve durata, esiste solo la resione I in cui con a si deve intendere la di-
mensione dell’atomo !). Resta valida anche la formula (60,26). Tuttavia, ora si
deve sostituire in essa la sezione di diffusione dell’elettrone su un atomo neutro.
Dopo 1’integrazione sugli angoli la grandezza D, si esprime in funzione della
sezione di trasporto o; di questa diffusione
= Neg AR %) == Na 583G,
Dy =7 @R =5 71

(Vg éla Siensité del numero di atomi). Per la sezione g, indipendente dalla velo-
cita dell’elettrone otteniamo, dopo aver calcolato il valore medio secondo la
distribuzione maxwelliana,
__ 2 (37_‘_)3/2 N0
tUsyalm Whe

1) Si pud dubitare che I'integrale degli urti (60,12) sia applicabile alla
diffusione su un potenziale di corto raggio, che si produce, ovviamente, per
angoli dell’ordine di grandezza dell’unita. Si vede facilmente, tuttavia, che nel
problema in esame si richiede soltanto che le variazioni della posizione del cen~
tro dell’orbita siano piccole, AR, ~ rp,, rispetto alle distanze caratteristiche
alle quali varia la concentrazione degli elettroni, il che corrisponde alla condi-
‘ziiting 5d91 applicabilitd dell’equazione della diffusione trasversale (cfr. la fine

e B



Capitolo VI

TEORIA DELLE INSTABILITA

§ 61. Instabilita di fascio

In accordo con i risultati del § 34, I'ampiezza di una perturba-
zione con vettore d’onda k in un mezzo omogeneo infinito si comporta
asintoticamente per { — oo come

e=io ()¢ (61,1)
dove o (k) & la frequenza delle onde che si propagano nel mezzo.

In particolare, per le onde longitudinali in un plasma le frequenze
o (k) sono radici dell’equazione 1)

g (0, k) = 0. (61,2)
Le frequenze o (k) sono in generale complesse. Se la parte im-
maginaria Im @ = —y << 0, la perturbazione si smorza con il tem-

po. Se, invece, in un certo intervallo di valori k abbiamo y << 0,
queste perturbazioni crescono, vale a dire che il mezzo & instabile
rispetto alle oscillazioni in questo intervallo di lunghezze d'onda;
la grandezza |y | si chiama in questo caso incremento dell’instabi-
lita. Sottolineiamo subito che parlando della crescita « illimitata »
della perturbazione (secondo la legge exp (| y | £)), qui e piu avanti
intendiamo sempre il comportamento solo nell’approssimazione
lineare; in realtd, ovviamente, la crescita & limitata dagli effetti
non lineari.

In un plasma senza urti la parte immaginaria della frequenza &
dovuta allo smorzamento di Landau. Dal punto di vista termodina-
mico lo stato d’equilibrio del plasma, corrispondendo al massimo
assoluto dell’entropia, € stabile rispetto a qualsiasi perturbazione.
Tuttavia, & stato gia detto al § 30 che per distribuzioni di non equi-
librio, nel plasma all’assorbimento dell’energia delle oscillazioni
pud subentrare il loro rafforzamento. Cio si manifesta nella comparsa—
di una regione di valori delle variabili indipendenti k ¢ w (@ > 0)
in cui la parte immaginaria della costante dielettrica & negativa:
g (o, k) << 0. Sottolineiamo perd che la presenza di queste re-
gioni di per sé non implica ancora necessariamente 1'instabilita del
plasma (comunque nell’approssimazione lineare). In questa regione

1) Ricordiamo che nel caso di plasma anisotroso questa equazione di disper-
sione si riferisce alle onde « lente » quasi-longitudinali; si veda il § 32,
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deve anche cadere difatti uno dei rami dello spettro delle oscillazioni
di plasma.

Un esempio caratteristico di instabilitd & rappresentato da un
fascio diretto di elettroni che passano per un plasma immobile
(A. I. Achiezer, Ja. B. Fajnberg, 1949; D. Bohm, E. P. Gross, 1949).
I1 fascio & supposto elettronicamente compensato: la somma delle
densitd elettroniche delle cariche nel plasma e nel fascio & uguale alla
densita ionica delle cariche del plasma. Il sistema & omogeneo e il-
limitato, cio@ il fascio (cosi come il plasma immobile) riempie tutto
lo spazio e la sua velocitd diretta V & ovunque la stessa. Riterremo
non relativistica la velocita V.

Supponiamo dapprima che il fascio e il plasma siano freddi,
cioé che si possa trascurare il moto termico delle loro particelle; la
condizione necessaria a tale scopo verrd precisata piu avanti.

Nella regione di frequenze delle oscillazioni elettroniche la co-
stante dielettrica longitudinale del sistema plasma-fascio ha la forma

02 Q2
& (@ k)—1=—G — g

(61,3)

I1 primo termine a secondo membro corrisponde al plasma immobile,
Q, = (4ne®N,./m)'/? & la corrispondente frequenza elettronica del
plasma. Il secondo termine & dovuto agli elettroni del fascio. Nel
sistema di riferimento K’, che si muove assieme al fascio, il con-
tributo dei suoi elettroni a & — 1 & uguale a —(Q./0’)%, dove o’
¢ la frequenza delle oscillazioni in questo sistema e Q) = (4ne®N./m)V/3
(Ne @ la densita degli elettroni del fascio). Passando al sistema di
riferimento iniziale X, la frequenza w’ diviene

o = o —kV (61,4)

e si riottiene 1'espressione (61,3) 1).
Riterremo piccola la densitd del fascio nel senso che

N' <N, (61,5)

in modo che anche Q. <« Q,. Allora la presenza del fascio non fa
altro che cambiare un po’ il ramo fondamentale dello spettro delle
oscillazioni longitudinali del plasma, ossia la radice dell’equazione
di dispersione & = 0 per cui &~ Q.. Ma accanto a questo ramo ne
compare un altro nuovo, legato alla presenza del fascio, del quale
ora ci occuperemo.

1) E facile ottenere la legge di trasformazione della frequenza trasformando
il fattore di fase dell’onda. I raggio vettore di un punto nel sistema K’ é ¢’ =
= r — Vi, Percid

kr —ot=k* — (0 =kV) t = kr* — 'L,
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Affinché il termine con il piccolo numeratore Q. resti nell’equa-
zione della dispersione
Q2 Qg2 1
s ’ (61,6)

(o—kv)3E

deve essere piccolo anche il denominatore. Percid cerchiamo la solu-

» 3 2] .
zione nella forma o = kV - 8 con § piccolo. Allora l'equazione
diventa

o, o .
(kV) + =1 (61,7)

da cui
PR . — (61,8)

[1—(Qe/kV)2}H2?

dove la condizione § <« kV impone che | kV | sia non troppo vicino
a Q,. L’ipotesi di plasma freddo implica che sia soddisfatta la con-
dizione kvr. < o, che in questo caso significa quindi che deve es-
sere vpe & V, ciod la velocita del fascio e grande rispetto alla velo-
citd termica degli elettroni nel plasma.

Se (kV)? > Q2, allora le due radici (61,8) sono reali e le oscil-
lazioni non crescono. Se invece

(kV)* << Q2 (61,9)

i due valori § sono immaginari; quello, in cui Im @ = Im é >0,

corrisponde a oscillazioni crescenti. In tal modo, il sistema & insta-

bile rispetto alle oscillazioni con valori kV sufficientemente piccoli.
Un’altra situazione viene a crearsi includendo il moto termico

degli elettroni nel plasma. Nel caso generale, al posto della (61,3)

avremo

Qg2

& (0, k) =2 (© k) —g=izp

(61,10)

dove &{PV si riferisce al plasma senza fascio. Risolvendo l'equazione
g1 = 0 allo stesso modo, troviamo che

D¢

T o (61,11)

0=+

Ma in virtd dello smorzamento di Landau la funzione ¢%” ha
sempre la parte immaginaria (per k qualsiasi). Quindi § sara sempre
complessa e, inoltre, in virtd del doppio segno nella (61,41) per uno
dei rami delle oscillazioni sarda Im § >0, vale a dire che queste
oscillazioni sono instabili. Passando a V grandi, corrispondenti al
caso suindicato di plasma freddo, la parte Im ¢; legata allo smorza-
mento di Landau diventa esponenzialmente piccola e si ritorna quindi
alla (61,8). S o
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Nelle considerazioni esposte & stata trascurata la dispersione
termica delle velocita degli elettroni nel fascio. Ciod & giustificato se
la grandezza di questa dispersione &

tre & | 8 /K. (61,12)

PROBLEMI

1. Determinare la frontiera di instabilita di un fascio in un plasma freddo
da parte dei valori kV vicini a Q,. .

Soluzione. Per piccoli valori della differenza (kV)2 — Q2 la precisione del-
1’equazione (61,7) & insufficiente, Conservando nell’equazione e, = 0 (con g
definito dalla (61,3)) anche il termine di ordine successivo rispetto a 8, otteniamo

Q 9% 208  2kV—Q,) 28
R ') LR 137 Ky "0

Introducendo le grandezze & e T in base alle relazioni

riscriviamo 1’equazione nella forma

B =1 Q)
(per fissare le idee, supponiamo kV vicino a +Q, e non a —Q,). Tutte e tre le
radici dell'equazione (1) sono reali per T > 3-2-%3, il che defeinisce la regione
di stabilitd. Due di queste radici corrispondono a due radici dell’equazione
(61,7) e la terza corrisponde per Q, =~ kV alla frequenza delle oscillazioni del
plasma immobile vicina a queste radici.

2, Studiare la stabilitd delle onde ionico-acustiche in un plasma a doppia
temperatura (T, > T;), in cuila componente elettronica si muove relativamente
alla componente ionica con velocita macroseopica V e inoltre V < vy,

Soluzione. Per la condizione V < vy, il moto diretto degli elettroni incide

poco sulla legge di dispersione delle onde ionico-acustiche, che & sempre data
dalla formula (33,4):

_(i)__(zTe 1/2 1
Eo\TH ) (1T KPad)ifE »

Lo smorzamento (la componente elettronica) si ottiene dalla (33,6) mediante la
sostituzione (61,4):

v=(v—o) ()2,

i (2)
La condizione di instabilith 8 kV > w; essa impone comunque che sia V > o/k.
In prossimita della frontiera di instabilitd il fattore kV — @ nella (2) & piccolo

e allora pud risultare necessario includere in y anche la parte ionica dello smor-
zamento, piccola nelle condizioni ordinarie.

§ 62. Instabilita assoluta e convettiva

La presenza nell’equazione della dispersione di radici nel semi-
Piano superiore di  significa che la perturbazione piccola iniziale
sotto forma di onda piana cresce, ciod il sistema & instabile rispetto
a questa perturbazione. In realtd, perd, ogni perturbazione iniziale
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rappresenta un « pacchetto d'onde » di dimensioni finite nello spazio
e le onde piane non sono altro che alcune delle sue componenti di
Fourier. Col passare del tempo il pacchetto « si smussa » e la sua
ampiezza (nel sistema instabile) cresce. Al tempo stesso, tuttavia,
come ogni pacchetto d’onde, esso si sposterd nello spazio. Qui si
possono verificare due casi.

Primo, malgrado lo spostamento del pacchetto d’onde, la pertur-
bazione cresce infinitamente in ogni punto dello spazio; questa in-
stabilita si dice assoluta. Secondo, il pacchetto si sposta cosi rapi-
damente che in ogni punto prefissato dello spazio la perturbazione
tende a zero per I-— co; questa instabilitd si dice convettiva.

Sottolineiamo subito che questa distinzione & relativa nel senso
che il carattere dell’instabilita & sempre definito rispetto a questo
o quel sistema di riferimento e il passaggio da un sistema ad un altro
pud modificare questo carattere: 1'instabilitd convettiva in un certo
sistema diventa assoluta nel sistema che si muove « con il pacchetto
d’onde » e I'instabilitd assoluta si trasforma in convettiva in un
sistema che «si allontana » in modo sufficientemente rapido dal
pacchetto.

Tuttavia, questa circostanza non priva di significato fisico la
distinzione tra i due tipi di instabilitd. Nelle impostazioni reali del
problema esiste sempre un sistema di riferimento prefissato dal
punto di vista sperimentale, rispetto al quale si deve considerare 1'in-
stabilita. La possibilitd di studiare un sistema fisico infinitamente
esteso non esclude il fatto che questo sistema ha in realtd delle fron-
tiere (le pareti, ad esempio) che servono come « sistema di riferi-
mento di laboratorio ». Per di piu, la limitatezza effettiva del sistema
pud far si che per I'instabilita convettiva la perturbazione, in gene-
rale, non fara in tempo a svilupparsi prima che il pacchetto d’onde
« sia portato via » all'esterno della frontiera del sistema (il fluire
di un liquido in un tubo, ad esempio).

La teoria esposta pid avanti, che consente di stabilire il criterio
di distinzione tra i due tipi d’instabilitd, ha un carattere molto
generale '). Si tratta di un qualsiasi sistema omogeneo e infinito
(almeno in una direzione, l'asse z). Percid non concretizziamo qui
la natura del mezzo e la perturbazione in esso, indicando quest’ul-
tima con ¢ (¢, r). Inoltre, ci limitiamo al caso di un pacchetto d’onde
unidimensionale. Se il sistema & tridimensionale, ¢id vuol dire che
la perturbazione considerata & della forma

Yt 1) =P (L z) et By+ha
con k,, k, dati.

Py

1) Questo criterio & stato stabilito originariamente da P. 4. Sturrock
(1958). La formulazione data pil avanti del criterio appartiene a R. J. Briggs
(1964), che seguiremo infatti ai §§ 62-64.
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Rappresentiamo  (f, x) sotto forma dello sviluppo unilaterale
di Fourier rispetto al tempo da ¢ = 0 (I'istante in cui compare la
perturbazione) a ¢ = oco. Indichiamo con ¢ (w, z) la componente
di questo sviluppo:

(0, 2)= S«p (t, ) elot di. (62,1)
0

Nel seguito dovremo considerare le perturbazioni crescenti pert — co.
Supporremo (come difatti avviene) che questa crescita si verifichi
non piu rapidamente di una legge esponenziale exp (o,t). Allora si pud
fare convergente 1'integrale (62,1), considerando w come variabile
complessa con Im @ = ¢ >0, In questa regione ¢ (w, z), come
funzione della variabile complessa ®, non ha singolaritad. Nella re-
gione Im © << ¢,, invece, la funzione ¢ (0, z) si deve intendere
come prolungamento analitico; & ovvio che qui essa ha delle sin-
golarita.

L’espressione inversa per la funzione VP (¢, z), in funzione della
sua immagine di Fourier, ha la forma

0o +i0
b= [ ewoiga, 52 (62,2
—oo“+ia

dove 0 > ¢,, in modo che il cammino d’integrazione nella (62,2)
(lo chiameremo w-contorno) passa nel semipiano superiore di
Sopra tutti i punti singolari della funzione ¢ (o, z).

Sviluppiamo la funzione ¢ (@, z) come integrale di Fourier ri-
spetto alla coordinata z:

9 (o 2)= | yapetrs 2= (62.3)

(per brevitd omettiamo 1'indice di k.).
La funzione ¥ si ottiene in ogni caso concreto risolvendo le-
« equazioni del moto » linearizzate del sistema in esame e ha la forma.

=k, (62,4)

dove gy & definita dalla perturbazione iniziale e la funzione A (0, k)
& caratteristica per il sistema in quanto tale (cosi, per un plasma
Y« equazione del moto » & I’equazione cinetica, la funzione A (@, k)
risulta essere la costante dielettrica longitudinale del plasma e gy
si esprime in funzione della componente di Fourier della perturba-
zione iniziale mediante la formula (34,12)).

Supporremo che g, come funzione delle variabili complesse &
e k, non abbia singolaritd per valori finiti di esse, che sia ciod una
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funzione intera 1). Allora tutti i punti singolari s coincidono con

le singolarita del fattore 1/A (w, k). L'uguaglianza
Ao, k) =0 ' (62,5)

rappresenta l'equazione di dispersione del sistema; le sue radici
® (k) determinano le frequenze delle oscillazioni con valori dati
(reali) del vettore d’onda k. Come abbiamo visto al § 34, sono queste
frequenze a definire la legge asintotica (per ¢ —- oo) di variazione
nel tempo della componente di Fourier della perturbazione con k
dato:

,q)k (t) oo e—im (R) t — e-im' (RYt+ % (B)L

Se si parte da questa legge, la ricerca della legge asintotica di va-
riazione della perturbazione in un punto dato dello spazio richiede-
rebbe di studiare 1l'integrale

P (t, z) ~o S -0 ()t go" ) giAT g, (62.6)

In presenza di instabilitd, quando in una regione di valori % ab-
biamo ®” (k) >0, uno dei fattori nell’espressione integranda cresce
infinitamente per t — oo e l'altro diventa una funzione oscillante
in modo infinitamente rapido; queste tendenze opposte rendono diffi-
cile la stima dell’integrale.

Torniamo invece all’espressione (62,2) per ¢ (t, z), prima del-
I'integrazione rispetto a . Spostiamo il contorno ® in basso fino
ad « attaccarlo » al primo punto singolare della funzione ¢ (o, x)
(il pit alto, cioé con @” piti grande); questo punto si trovi per = o,
(come risultera dal seguito, . non dipende da z). E evidente che il
valore asintotico dell’integrale @ definito dall’intorno di questo
stesso punto in modo che

P (t, z) oo e7iot = exp (—iwgt + wet). (62,7)

Se ws >0, la perturbazione cresce in ogni punto fisso z, vale a dire
che l'instabilitd & assoluta. Se invece w, << 0, la perturbazione nei
punti fissi tende a zero, in altre parole, I'instabilita & convettiva.
Quindi, il criterio cercato si riduce alla definizione di ..

La funzione ¢ (o, z) & definita dall'integrale (62,3) con ¥R
dalla (62,4):

R ine dk

Poiché g, per ipotesi, ¢ una funzione intera di k, le singolarita del-
I’espressione integranda (come funzione di % complessa) giacciono

1) A tal fine & necessario comungque che il pacchetto d’onde iniziale decresca
in modo sufficientemente rapido nelio spazio (pit rapidamente di exp (—a | z ).
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nei punti singolari del fattore 1/A (w, k). Di solito si tratta di poli,
cioé delle radici k (o) dell’equazione (62,5). ~
Supponiamo che per un determinato valore di @ (un punto sul
contorno ) con parte immaginaria ®” = ¢ sufficientemente grande
(positiva) i punti singolari giacciano nel piano %, come & rappresen-
tato nella fig. 22: alcuni punti nel semipiano superiore, gli altri in
quello inferiore. In questo caso il cammino d’integrazione rispetto
a k (contorno k) nella (62,8) passa lungo 1’asse reale. Facciamo variare

© 1,0 0@
: \\ @c ‘ \\ c\@g
. ) EA /
¢
a) - b) e)

Fig, 22

ora w, diminuendo gradualmente w”. I punti singolari si sposteranno
(nel piano k) e per alcuni valori di » possono raggiungere 1'asse re-
ale?). Questi valori di ® non sono ancora punti singolari per la fun-
zione ¢ (w, k): nulla impedisce di spostare il contorno % in modo tale
da allontanarlo dall’intorno dei punti singolari intersecanti 1'asse
reale (come & mostrato nella fig. 22, b). La singolarita dell’integrale
compare tuttavia se due punti singolari, che si spostano, si avvici-
nano stringendo il cammino d’integrazione e, quindi, eliminano la
possibilita di spostarlo lontano dal loro intorno (fig. 22, c).

In tal modo il valore di w, che definisce il carattere dell’insta-
bilita, si sceglie tra quelli tali che le due radici % (w) dell’equazione
di dispersione si fondono. Inoltre si considerano soltanto i casi di
fusione, in cui le due radici convergono da parti opposte del con-
torno %; in altre parole, per w” — co queste radici devono giacere
da parti opposte dell’asse reale. Notiamo in proposito che i valori
®. sono definiti unicamente dalle proprieta della funzione 1/A (o, k),
e percio ¢ evidente la loro indipendenza da z.

In seguito a fusione di due radici semplici dell’equazione com-
pare una radice multipla (del secondo ordine). In prossimita di
questa radice 1'equazione di dispersione ha la forma

Ao, k) & (0 — o) (-g%)c+%(k_kc)2(§%)c=o, (62,9)

1) Nel caso di un mezzo instabile il punto singolare deve comparire sull’asse
reale & (almeno in una regione di valori @') gid per w” > 0, poiché esistono evi-

dentemente radici dell’equazione A (w, k) = 0 tali che la parte immaginaria
0" > 0, per k reale.
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in modo che k — k., oo +(w — 0.)¥%1'). Notiamo che nel punto
® = w, la funzione ® (k) soddisfa la condizione
do
=0 (62,10)
vale a dire che @, & un punto di sella della funzione analitica @ (k).
L'integrale (62,8) calcolato nell'intorno del punto k = k¢, a
meno di un fattore costante, ha la forma
i 62,11
(P(m’x)&]/u)——o)c, (62,11)
per @ = . la funzione ¢ (®, z) ha un polo da radice. Quanto al-
I'integrale (62,2) calcolato ora nell’intorno del punto ® = . come
funzione di ¢ e z, esso ha la forma

P (t @) o 1—/‘7 e=iOct~R® (62,12)

(poiché questa espressione asintotica é ottenuta per { — oo e x fis-
sato, essa & valida soltanto per | kz | <€ | @t |).

Sebbene la fusione delle radici dell’equazione di dispersione sia
la fonte fondamentale di comparsa delle singolaritd per la funzione
¢ (w, z) (di solito essa determina il carattere dell’instabilita), ri-
cordiamo un altro tipo di singolaritd che compare alla frequenza,
alla quale la radice dell’equazione di dispersione |k |— oo ?2).
La parte immaginaria di questa frequenza o, e difatti sempre negativa
e percid non pud condurre a priori all’instabilitd assoluta (la positi-
vitd di o} in questo caso significherebbe 1’instabilitd del sistema ri-
spetto alle oscillazioni con lunghezza d’onda infinitamente piccola).
Tratteremo questo caso piu avanti (si veda la (63,10)).

Come & stato gia sottolineato, I'instabilita convettiva in unsiste-
ma di riferimento (quello del laboratorio) pud diventare assoluta
in un altro sistema. Proponiamoci di trovare la velocita V del siste-
ma di riferimento, in cui I'instabilitd sia assoluta con incremento
massimo.

I1 passaggio dal sistema di laboratorio al sistema di riferimento,
che si muove con velocitd V, si realizza con la sostituzione © —-

1) In alcuni casi pud aver luogo la fusione di un numero piu grande di radi-
¢i, con la comparsa di una radice di ordine superiore. Questi casi, in generale,
possono perd corrispondere soltanto a valori speciali dei parametri del sistema
in quanto impongono restrizioni supplementari ai punti @, kg nello sviluppo
di A (w, k) si devono annullare anche altri coefficienti (oltre a (8 A/3k)e).

2) Questa radice conduce a un punto sostanzialmente singolare della fun-
zione @ (o, z). Cosi, se| k| tende all’infinito secondo la legge k-7 = C (0—a,),

il contributo all’integrale (62,8) proveniente dall’intorno della singolarita vale

260, 2 oo ox { = ogm ) -
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— @ — kV in tutte le formule. Come abbiamo visto sopra, il valore
@, corrisponde al caso in cui al diminuire di ©” sul contorno o si
fondono due poli della funzione 1/A (®, k) nel piano %; inoltre, questi
poli devono raggiungere il punfo di fusione partendo da parti opposte
dell’asse reale, e percido uno di essi deve intersecare preliminarmente
questo asse. Indichiamo con ®max il valore massimo (indipendente
da V!) di o” per k reali. Poiché wz (¥, V) € minore a priori di quel
valore di " per cui il polo ha intersecato 1’asse reale, abbiamo quindi
o (%, V) < @max per tuttii V. Cid vuol dire che il pin grande valo-
re o si ottiene se la fusione dei poli avviene sull’asse reale nel punto
di massimo di ©” (k). Sostituendo nella (62,10) o (k) con o (k) — kV
e separando le parti immaginaria e reale dell’uguaglianza (per k
reali), troviamo le due equazioni

d ”
= =0, (62,13)

V.—.—.%, , (62,14)

Quindi, I'incremento piu grande dell’instabilitd & definito dal
valore massimo di ©” (k) come funzione di % reale. Quanto alla velo-
citd del sistema di riferimento in cui si verifica questa instabilita,
essa € definita dal valore corrispondente della derivata de’/dk.
E naturale considerare questo valore di V come definizione della ve-
locita di gruppo del pacchetto d’onde in un mezzo convettivamente
instabile.

§ 63. Amplificazione e impenetrabilita

Abbiamo considerato finora problemi di stabilitd, in cui si svi-
luppava nel tempo una perturbazione data nello spazio all’istante
iniziale. Lo sviluppo di Fourier di questa perturbazione contiens
le componenti con valori reali dei vettori d’onda k, mentre la loro
dipendenza temporale & definita dalle frequenze @ (k), ossia dalle
radici complesse dell’equazione di dispersione.

E possibile perd un'altra impostazione del problema della sta-
hilita: il problema in cui figura una perturbazione creata in una re-
gione dello spazio secondo una legge temporale data. Lo sviluppo di
Fourier di questa perturbazione contiene componenti con frequenze
reali @, la cui propagazione nello spazio & definita dai vettori d’onda
k (®), che si ottengono risolvendo questa volta 1l'equazione di di-
spersione rispetto a k. Cio premesso, risultano complessi i vettori,
anziché le frequenze (come al paragrafo precedente, abbiamo a che
fare con un problema unidimensionale e percid scriviamo k= k,
al posto del vettore k). :

La complessitd dei vettori d’onda pud avere significati diversi.
In alcuni casi essa pud significare semplicemente che le onde corri- -
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spondenti non possono propagarsi nel mezzo considerato (impenetra-
Bilita). In altri casi, invece, la complessita di & puo significare ampli-
ficazione- delle onde che si propagano da una sorgente da parte:del
mezzo. Sottolineiamo immediatamente che il segno di Im % non, puod
servire a priori come criterio di distinzione tra queste due possibilita:
le onde possono propagarsi in ambedue le direzioni dell’asse z e il
cambiamento della direzione di propagazione equivale al cambia-
mento del segno di k. : S o

Fisicamente & evidente che soltanto un mezzo instabile puo.go-
dere di proprieta amplificatrici. Quindi & chiaro, per esempio, che
per le onde elettromagnetiche trasversali in un plasma, che ubbidi-
scono alla legge di dispersione o®=QZ 4 c*? (si veda il problema 1
del § 32) per frequenze o << Q, (quando k (w) & immaginario) ha
luogo I'impenetrabilita; infatti, la funzione o (k) definita da questa
equazione ¢ reale per tutti i k reali in modo che il sistema & stabile
a priori.

Per un'impostazione esatta del problema, consideriamo una sor-
gente puntiforme rispetto alla coordinata z (detta anche segnale)
che si inserisce all'istante t = 0, creando cosi una perturbazione
monocromatica 1§ (di frequenza ,), ossia la risposta del sistema al
segnale. Quindi, !'intensitd della sorgente & -

gt z) =0 per £<0, ey
g (t, z) = costante-8 (z) e~i%t per t>0. V77

Qui non concretizziamo la natura fisica né della perturbazione %,.
«#né dell’intensita della sorgente g. Quel che piu importa & che le com-
ponenti ok della perturbazione siano definite rispetto alla sua sor-
“# gente con un'espressione della forma e
; \th = ga)k/A ((—07 k)- (63’2)
-~ Questa espressione si deduce da un « equazione del moto» lineariz-
. zata disomogenea del sistema, in cui g (¢, z) funge da « secondo mem-
~"bro » (cosi come la (62,4) era la soluzione di un'equazione omogenea
con la condizionme iniziale data dalla funzione g (0, x)). Per la
sorgente (63,1) abbiamo ?)

costante (63,3)_

Sk = To—0g) *
La funzione ¢ (£, z) si trova in seguito con la formula d’inversione

oo4-i0 _iet

(t, z) = costante S @ (v, z) ﬁz—;_m %ﬂ‘-’)—, (63.,4)
- 00410 .
@ (0 2)= S Z‘(% dk. (63,5)

- ooy s
-1y Calcolando gep bisogna ricordare che nella formula della trasformazione
inversa si integra su un contorno in cui Im @ > 0; percid ¢t 5 0 per t = co.
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Questa espressione garantisce automaticamente 1'uguaglianza 1 (t,
z) = 0 per ¢ << 0, in accordo con 1'ipotesi del problema: la pertur-
bazione proviene soltanto dalla sorgente che si inserisce all’istante
t=0.

Ora il problema & di trovare 1'espressione asintotica di ¥ (, z)
lontano dalla sorgente (] z | — oo) in regime stazionario, cioé dopo
che & trascorso molto tempo dall’inserimento della sorgente (¢ — o).
Se in questo regime la perturbazione tende a zero per z — —==co,
siamo in presenza di impenetrabilitd. Se, invece, la perturbazione
cresce almeno da un lato della sorgente, si ha amplificazione. E evi-
dente che in ambedue questi casi si puo parlare soltanto di un sistema
convettivamente instabile (o stabile). Per instabilitd assoluta la
perturbazione cresce infinitamente con il tempo in tutti i punti dello
spazio, in modo che & impossibile in generale ottenere un regime sta-
zionario.

-Passando alla ricerca dell’asintotica richiesta, notiamo prima
di tutto che il passaggio asintotice ¢ — oo deve essere realizzato pri-
ma del passaggio |z | - oo: poiché la perturbazione in un tempo
finito non pud propagarsi all'infinito, il passaggio |z | = oo per ¢
finito annulla 4.

Come al § 62, per ottenere 1'espressione asintotica quando ¢ — oo,
spostiamo in basso il cammino d’integrazione rispetto a w nella
(63,4). Le proprieta analitiche della funzione ® (w, z) sono le stesse
della funzione ¢ (w, z) al § 62. Poiché il sistema & supposto sol-
tanto convettivamente instabile, allora @ (w, z) non ha singolarita
nel semipiano superiore di o e il polo @ = w, sull’asse reale sara
il punto singolare pilt alto dell’espressione integranda nella (63,4).
Percio 1'asintotica per ¢-— co &

P (2, z) o e7iot D (@, ). (63,6)

Per trovare 1’asintotica della funzione @ (w,, z) per |z | > oo,
si deve ora spostare il cammino d’integrazione rispetto a % in alto
(per z >0) o in basso (per z << 0) finché esso non si attaccherd al
polo dell’espressione integranda nella (63,5) (la radice dell’equazione
A (g, k) = 0).

Indichiamo con k4 (®) e £_ () i poli che per Im ©® — oo si tro-
vano rispettivamente nei semipiani 4 superiore e inferiore. Al dimi-
nuire di Im © i poli si spostano e, per © = w, reale, possono re-
stare nel « proprio » semipiano o finire in un altro semipiano. Nel
primo caso il cammino d’integrazione in @ (w,, z) resta sull’asse
reale (come nella fig. 22, a), e nel secondo si deforma, come nella
fig. 22, b, aggirando i poli k4 (wg) e k- (w,) (i punti 4 e C) « fuggiti »
nel semipiano estraneo. In ambedue i casi spostandosi in alto o in
basso il contorno « si attacca » ai poli k4 o k_, rispettivamente. L'e-
spressione asintotica della funzione v (¢, £} per x — 4+ oo & definita
dal contributo proveniente dal pil basso dei poli % (w,), e per
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z— —oo dal pil alto dei poli k. (w,); in altre parole, questo & il
polo piu vicino all’asse reale (se tutti i poli di una data categoria
restano nel « proprio » semipiano) o il polo pit lontano dall’asse
reale tra quelli passati al semipiano « estraneo ». Con questi valori
di k. e k. avremo

P (t, x) oo exp {ik+ (o) * — iwgt} per z >0,

(63,7)
P (¢, z) oo exp {ik. (w,) z — iwgt} per z <<O.
Nel caso di un sistema stabile tutti i poli restano per w = ©, nei
« propri » semipiani; infatti, per ’assenza di rami delle oscillazioni
con Im o (k) >0 (per k reali), il polo % (w) potrebbe intersecare 1'as-
se reale soltanto per Im o << 0. Percid nella (63,7) abbiamo

Im k+ ((’)0) >0’ Im k. ((00) < 03

in modo che le onde si smorzano da entrambi i lati della sorgente.

Nel caso di instabilitd convettiva i poli %k (w) compaiono sul-
I’asse reale gia per Im @ > 0. Percio esistono a priori poli &, o k.
finiti per w = w, nel semipiano « estraneo », per i quali, ciog,
Im %, (0) <0 o Imk_ (wy) >0. La presenza di un tale polo
k. (0,) conduce all’amplificazione dell'onda a destra dalla sor-
gente e la presenza del polo k. (w,) all’amplificazione a sinistra dalla
sorgemnte.

Riassumendo le considerazioni esposte, possiamo formulare il
seguente criterio di distinzione tra i casi di impenetrabilitd e di am-
plificazione delle onde emesse da una sorgente di frequenza w, in un
sistema convettivamente instabile.

Un'onda con valore complesso % (w,), per o, reale, viene ampli-
ficata se la funzione Im % (w) cambia di segno al variare di Im o
da 40 a 0 (per Re ® = w, dato); se invece Im % (®) non cambia
di segno si verifica il caso di impenetrabilita.

E da notare che 1'origine di questo criterio é legata alle ipotesi di
causalitd. Infatti, per un inserimento della sorgente rapido a piacere,
la perturbazione deve comunque smorzarsi per £ — 4-oco, semplice-
mente perché in un tempo finito essa non puo propagarsi a distanza
infinita. D’altra parte, un inserimento « rapide a piacere » si pud
realizzare secondo la legge e~i®! con Im @ — -oo. Percioé & chiaro
che onde amplificabili (per o reale) da questo o quel lato della sor-
gente devono smorzarsi dallo stesso lato per Im @ — oo, da cui nasce
il criterio suindicato.

I risultati ottenuti hanno anche un altro aspetto, permettendo di
definire la direzione di propagazione dell’onda in un mezzo con as-
sorbimento o amplificazione. In un mezzo trasparente (quando cio¢ @
e k sono reali) il problema della direzione fisica della propagazione
si risolve mediante la direzione del vettore velocita di gruppo. In
particolare, nel caso unidimensionale un'onda con valore positivo
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della derivata dw/dk si muove nella direzione positiva dell’asse z,
e con valore negativo, nella direzione opposta. In un mezzo con assor-
bimento o amplificazione, invece, si pud affermare che nella dire-
zione positiva si propagano le onde del gruppo %, e nella direzione
negativa quelle del gruppo k_. Nel caso di w e k reali questa formu-
lazione generale coincide con quella precedente. Infatti, piccole
variazioni di o e % sono legate mutuamente dalla relazione

o)
Ok = Forar -
Di qui si vede che se in @ compare la parte immaginaria Im © >0,
allora % si sposta nel semipiano superiore per dw/dk >0 e nel semi-
piano inferiore nel caso contrario.

A titolo di un semplice esempic di applicazione dei criteri otte-
nuti in questo e nei paragrafi precedenti, consideriamo I'instabilita
di un fascio freddo di elettroni in un plasma freddo, di cui si é parlato
al § 61. L’equazione di dispersione di questo sistema &

Q3 Qr
0? +(m— kV)E 1 (63.8)

(si veda la (61,6); per le onde che si propagano nella direzione del
fascio kV = kV). Le radici k& (w) di questa equazione per | ® | — oo
hanno la forma 1)

k= (0% Q). (63,9)

Per Im o — oo entrambe le radici giacciono nello stesso semipiano
(superiore), cioé le due radici sono della categoria k. (»). Di conse-
guenza, esse non possono, spostandosi (al diminuire di Im o), re-
stringere il contorno £ in modo che 'instabilitd sia convettiva. L anda-
mento asintotico della perturbazione creata all’istante iniziale @
definita dalla frequenza o = Q,, nell'intorno della quale le radici
dell’equazione (63,8) tendono all’infinito secondo la legge

Q2
k2= m . (63,10)

Quindi, per ¢ — oo della perturbazione restano solo le onde di plasma
non smorzantisi.

Per valori reali di v << Q, 1'equazione (63,8) ha due radici com-
plesse coniugate % (w). La radice in cui Im % (w) << 0 & finita nel
semipiano inferiore da quello superiore. In tal modo, al propagarsi
delle onde da una sorgente con frequenza w, << Q,, avviene la loro

amplificazione nella direzione z > 0, cioé « in basso lungo la corren-
te » del fascio.

1) E da notare che la (63,9) coincide con I'equazione di dispersione del
fascio di per sé, come se il plasma immobile non esistesse per niente.
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§ 64. Instabilita per legame debole di due rami dello spetiro
delle oscillazioni

Applichiamo il metodo generale sviluppato ai §§ 62, 63 allo
studio dell’instabilitd che compare grazie all’« interazione » tra
oscillazioni con valori vicini di w e %, appartenenti a due rami dello
spettro delle oscillazioni di un sistema non dissipativo; con tale
sistema si intende 1’assenza sia di dissipazione vera e propria sia dello
smorzamento di Landau.

Se i due rami, ® = o, (k) e © = w, (k), fossero completamente
indipendenti, cio significherebbe che 1'equazione di dispersione si
divide in due fattori:

lo — o, (k)] [0 — o, (k)] = 0. (64,1)

Nell’intorno del punto di intersezione di questi rami le funzioni
o, (k) e w, (k) avrebbero nel caso generale la forma

0, (k) = wy + vy (k — ko),
0y (k) = 0y + vy (B — k),

dove vy, v, sono delle costanti e w, e &, i valori (reali!) di @ e % nel
punto d’intersezione.

Questo caso, tuttavia, in generale & irreale. Il legame tra i due
rami potrebbe rigorosamente mancare, nel caso migliore, per certi
valori specifici dei parametri del sistema, ma comparirebbe gia per
una loro piccola variazione !). Per riflettere la situazione reale, &
necessario percid tener conto dell’esistenza di un legame debole tra
i rami. Esso si manifesta nella sostituzione dello zero a secondo mem-
bro dell’equazione (64,1) con un valore piccolo e. Allora 1'equazione
di dispersione nell’intorno di questo punto assume la forma

[o — wg—v; (b — ko)l [0 ~ @p — v, ( —ky)] = e. (64,3)

La sua soluzione rispetto a o &

© (k) — @ = 5 {(vy +3) (k — ko) = [(k — ko)? 0y — D)2+ 4e]2), (64,4)

(64,2)

e rispetto a k,
1 o -
= Sow, {(vy +v3) (0 — ) = [(0—0g)? (v, —,)? + devn] 72} (64,5)

1) Fanno eccezione i casi in cui non esiste interazione in virtd delle condi-
zioni di simmetria, per esempio, se un ramo si riferisce alle onde longitudinali
e I'altro a quelle trasversali in un mezzo isotropo. Poiché in un mezzo isotropo
una corrente longitudinale non pud indurre un campo trasversale e viceversa,

ueste onde non interagiscono reciprocamente. La situazione & analoga a quella
che si verifica nella meccanica quantistica per intersezione di termini di diversa
simmetria (si veda III, § 79).
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Fig. 23

L’esistenza del legame tra i rami sposta il punto della loro inter-
sezione nella regione complessa. Le dipendenze di ® (k) per @ e k
reali hanno carattere diverso a seconda del segno della costante &
e del segno relativo delle costanti vy e v,. Queste dipendenze sono
rappresentate nella fig. 23 per i casi seguenti:

A) e >0, vv, >0, B) e >0, v, <0,
Ce<0, nw, >0, D) e<0, wv,<DO.

Consideriamo uno dopo I’'altro questi casi.

A) Qui le funzioni o (k) sono reali per tutti i % (reali), in modo
che il sistema & stabile. Le funzioni k& (0) sono anch’esse reali per
tutti gli @, in modo che le onde si propagano senza amplificazione
per qualunque o.

B) Le funzioni o (k) sono reali per tutti i %, in modo che il siste-
ma ¢ stabile. Le funzioni % (w), invece, sono complesse nella regione
di frequenze

(64,6)

(0 — )2 < 4] v, | (64,7)

(vy—vp)? °

Essendo il sistema stabile, in questa regione si ha impenetrabilita.
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C) Per .
. 2 lef
(k= Jeo)* < (vr—vy)? (64,8)
fe funzioni @ (k) sono complesse e, inoltre, per una di esse Im w (k) >
=~ 0, cioé si ha instabilitd. Questa instabilitd & convettiva; infatti,
per | ® | — oo, le radici & () hanno la forma

E~ olv, k=~ olv, (64,9)

e per Im @ — oo tutte e due giacciono in un medesimo semipiano 4.
Sia v, v, >0; allora il semipiano & quello superiore e le radici sono
della categoria k4 (w). Per o reali, invece, le radici &k (w) nella re-
gione (64,7) formano una coppia di grandezze complesse coniugate.
La radice, per la quale Im % (@) << 0, ¢ passata dal semipiano supe-
riore a quello inferiore. Di conseguenza, nella banda di frequenze
(64,7) si ha amplificazione delle onde che si propagano nella dire-
zione z >0.

Per questo caso & anche facile trovare la « velocita di gruppo »
delle onde, definita dalla (62,14), ossia la velocita del sistema di
riferimento in cui si ha instabilitd assoluta con incremento mas-
simo. Derivando l'equazione (64,3) rispetto a &k e sostituendovi
dw/dk = V in accordo con le (62,13-14), abbiamo

V—uv, ©—w,— vy (k—ky)
V—v, =~ 0—©y—v,(k—ke) * (64,10)

Poiché il primo membro di questa uguaglianza é reale, deve essere
reale (per w complesso) anche il secondo membro. Da questa condi-

zione ricaviamo k& = k, e, in seguito, dalla (64,10) troviamo la ve-
locita

Ve v;—;-vg , '(64,11)
e dalla (64.3) V’incremento massimo corrispondente
(Im (.O)max = l [ |1’2. (64,12)

D) Le funzioni k£ (w) sono reali per tutti gli o (reali), ma le fun-
zioni @ (k) sono complesse nella regione (64,8) in modo che il sistema
¢ instabile. Per precisare il carattere di questa instabilitd osser-
viamo che, in accordo con la (64,9) (per segni distinti di v; e v,), le
radici & (o) per Im @ — oo giacciono in semipiani diversi. Queste

due radici hanno il punto di fusione nel semipiano superiore di ®
per

m=wc=a)o+2i——]—/—£—‘£—. (64,13)

{vi—ve |
Cio vuol dire che l'instabilitd & assoluta con incremento Im ..
Per v, = —v,, che corrisponde al quadro della perturbazione nel

sistema di riferimento in moto con la velocitd (64,11), 1'incremento
raggiunge il valore massimo (64,12).
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PROBLEMA

Precisare il carattere dell’instabilitd delle onde elettromagnetiche trasversa-
li « lente » (w/k < c) a bassa frequenza (@ ~ ©p;), che si propagano nella dire-
zione di un campo magnetico costante in un plasma freddo magneticamente
attivo; lungo la stessa direzione nel plasma si muove un fascio freddo di elettro-
ni di piccola densita.

Soluzione. Per costruire 1'equazione di dispersione, dapprima la scriviamo
includendovi solo gli elettroni del fascio nel sistema di riferimento, in cui il
fascio & a riposo. Secondo la (56,9) abbiamo in questo sistema

Q20
o +wge’
dove Q. 8 1a frequenza di plasma corrispondente alla densita del fascio. Tornando
al sistema di laboratorio, in cui il fascio si muove con la velocitd V (lungo la

k22— 2= —

@ w
o . O /
) wge
K a\l
k
~@pe :
Fig. 24 Fig. 25

quale & diretto 1’asse z), bisogna sostituire ® — @ — kV a secondo membro del-
1'uguaglianza. Quanto alla differenza %%2 — 2, essa & invariante rispetto al
cambiamento del sistema di riferimento. Aggiungendo ora nel sistema di labora-
torio i termini legati agli elettroni e agli ioni del plasma, otteniamo

QL (0—kV)  oQZ Q%

k2t — 2= — —
o—kV £ w0y ©®+wg, OFog"®

Trascurando (in accordo con 1'ipotesi del problema) o rispetto a ¢k e a wp,
e osservando anche che Q%@ 5, = Q¥ ©p;, riduciamo 1’equazione di dispersione
alla forma _

[k2 2 S A PR Q3 (0— kV) (1)

02— i | (0 —kV & @pge)= — o—kV).
wpi (01 F m)J Be) ¢

11 primo fattore a primo membro corrisponde al ramo « fondamentale » dello
spettro delle oscillazioni e il secondo al ramo del fascio; il secondo membro
descrive 1'« interazione » tra questi rami.

Per i segni superiori nella (1), le leggi di dispersione dei due rami indipen-
denti sono rappresentate dalle curve continue nella fig. 24 (come sempre, & suf-
ficiente considerare solo i rami con ® > 0). Nell’intorno del punto @, %, della
loro intersezione lo sviluppo dell’equazione (1) ha la forma

o —
%41

ket | kmlig— 2 | [0 —@g—V (k— ko)l = Q30 e
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con il coefficiente positivo v, (come segue chiaramente dalla pendenza delle
curve nella fig. 24). 11 confronto con la (64,3) mostra che si verifica il caso C,
ossia 'instabilitd convettiva (nella fig. 24 il tratteggio rappresenta 1’andamento
dei rami dello spettro tenuto conto dell'interazione). .

I grafici analoghi, per i segpi inferiori nella (1), sono rappresentati nella
fig. 25. Nell'intorno del punto d’interseziome 1’equazione di dispersione ha la
forma

O— 0
U

2hoet [ k—hot Jl0—00—7 (k— k)= — %05,

dove di nuovo v, > 0. Ora si verifica il caso D, ossia 1'instabilitd assoluta (la
seconda intersezione, che si ha in questo caso, si verifica, come si vede dalla
figura, per ® >* @g,, il che contraddice le ipotesi del problema).

§ 65. Instabilita di sistemi finiti

Tutta la teoria esposta ai §§ 61-63 si riferiva a mezzi omogenei
e infinitamente estesi almeno in una direzione (I’asse z). La sua
applicazione a sistemi reali limitati significa trascurare gli effetti
dovuti alla riflessione delle onde da parte della frontiera; in altre
parole, questa teoria ¢ limitata a tempi dell’ordine di grandezza del
tempo di propagazione della perturbazione lungo 1’estensione del
sistema.

Consideriamo ora il problema della stabilitd nella situazione
opposta, in cui & importante che il sistema sia finito e che lo spettro
delle sue autooscillazioni sia definito dalle condizioni al contorno
ai suoi estremi (ci limitiamo sempre al caso unidimensionale; indi-
chiamo con L la lunghezza del sistema lungo 1’asse z). Lo spettro di
frequenze di un sistema finito & discreto e, se almeno una delle fre-
quenze ha parte immaginaria positiva, il sistema & instabile. La
distinzione tra i casi di instabilitd assoluta e convettiva non ha senso.

In tal modo, il problema della stabilitd di un sistema finito &
equivalente a quello della ricerca dello spettro delle sue frequenze
caratteristiche (complesse). L’equazione di dispersione che definisce
queste frequenze puo essere stabilita in forma generale per un sistema
di dimensioni finite, ma sufficientemente grandi L: Im |k |-L >1
(A. G. Kulikovskij, 1966).

Sia k (o) la soluzione dell’equazione di dispersione del mezzo
illimitato; dividiamo di nuovo i rami di questa funzione polidroma
nelle due categorie, k4 (0) e k- (@), definite al § 63. Le autooscilla-
zioni di un sistema finito si possono considerare come risultato della
sovrapposizione delle onde che corrono, riflesse dalle sue due fron-
tiere (in un mezzo senza assorbimento e amplificazione sarebbero le
onde stazionarie ordinarie). In generale, la riflessione é accompagnata
dalla mutua trasformazione delle onde che appartengono a rami di-
stinti dello spettro. Percid un’onda di frequenza data & una sovrap-
posizione di tutti i rami. Ma lontano dalle frontiere il contributo fon-
damentale a ogni onda proviene unicamente da uno dei termini
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della sovrapposizione. Cosi, per un’'onda che si propaga dalla fron-
tiera sinistra, z = 0 (fig. 26), nella direzione pesitiva dell’'asse z
I'espressione asintotica, lontano da questa frontiera, si scrive

P = aexp {i [ky (0) z — wtl}, (65,1)
dove come k, (®) va preso il ramo di questa categoria per il quale
Im %k, (w) ha (per @ reale dato) il valore algebricamente piu pic-
colo 1). '

Dopo riflessione da parte della frontiera destra (z = L) I'onda
si propaga a sinistra e, a distanze sufficientemente grandi da questa
frontiera, ha la forma asintotica ,
P = R,a exp {ik+ (o) L} exp {i [k_ (0) X ’

X(z — L) — wotl}, (65,2) J %
dove k_ (@) @& il ramo di questa cate- 1 k- % z
=0 x=

ke

goria per il quale Im k_ (w) ha il valore
algebricamente pitt grande. Il coeffi-
ciente R, dipende dalla legge di trasfor-
mazione delle onde su una data fron- Fig. 26
tiera concreta.

Infine, dopo la seconda riflessione, questa volta da parte della
frontiera sinistra, si ottiene di nuovo un’onda che si propaga a destra:

¥ = R,Ryact ®B+—h) L gihaz-ot) (65,3)

Poiché ¢ (¢, x) & una funzione monodroma, I’espressione (65,3) deve
coincidere con la (65,1). Di qui ricaviamo 1'uguaglianza

B,R, exp {i k4 (0) — k- (0)] L} = 1. (65,4)

Essa definisce lo spettro delle frequenze o di un sistema finito, cioé
ne €& l'equazione di dispersione.

Calcolando il modulo di entrambi i membri di questa equazione
abbiamo

| R\Ry | exp {—Im (ky — k) L} = 1. (65,5)

Per [, — oo il fattore esponenziale tende a 0 0 a oo (a seconda del segno
della differenza Im (k. — k_)). Percid per sistemi sufficientemente
lunghi 1'uguaglianza (65,5) & possibile solo se

Im [k; (0) — k. (0)] = 0. (65,6)

Quindi, in questo caso l’equazione di dispersione si riduce a una
forma che dipende unicamente dalle proprietd del mezzo di per sé

1) Cioé il valore pit piccolo positivo se tutti gli Im &, (@) > 0, o il valore
negativo pit grande in modulo se esistono rami per i quali Im %, (®) << 0.
Nel primo caso la (65,1) & 1'onda che si smorza (con la distanza z) meno rapida-
mente, e nel secondo caso 1'onda che si amplifica pil rapidamente.
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e non dipende dal carattere concreto delle condizioni sulle due fron-
tiere. L'equazione (65,6) definisce una curva nel piano o; su questa
curva giacciono le frequenze caratteristiche discrete, molto vicine
T'una all’altra (per grandi L). Se questa curva appartiene almeno in
parte al semipiano superiore, il sistema € instabile. Siccome questa
instabilitah & condizionata dalle proprietd del sistema nel suo in-
sieme, essa si chiama globale.

Facciamo ancora qualche osservazione sul legame che esiste tra
I'instabilita globale di un sistema finito e 1'instabilitd del mezzo
infinito. E facile vedere, prima di tutto, che in presenza dell’insta-
bilita globale il sistema infinito & instabile a priori: esistono valori
reali k tali che Im o (k) > 0. Infatti, per definizione delle funzioni
k. (0) e k_ (o), i valori per Im @ — oo giacciono in semipiani di-
stinti di k. La condizione (65,6), invece, significa che al diminuire di
Im o i punti k4, (w) e k_ (o) possono finire in un medesimo semi-
piano, inoltre (nel caso dell’instabilita globale), cio si verifica gia
per Im @ >0. Quindi, ancora prima (cioé per Im @ > 0) almeno
uno di questi punti interseca 1’asse reale, come volevasi dimostrare.

L’inverso & valido, tuttavia, soltanto per l’instabilitd assoluta
(ma non convettiva) del mezze infinito: la presenza dell'instabilita
assoluta & sufficiente perché esista anche I'instabilitd globale del
sistema finito. Infatti, la condizione di instabilita assoluta consiste
nell’esistenza di un punto di ramificazione della funzione % (w) per
Im © >0, quando i rami che si fondono appartengono alle categorie
k. e k_; in questo punto viene soddisfatta a priori anche la condi-
zione (65,6).

Quanto a un mezzo convettivamente instabile, in presenza di
frontiere esso pud essere sia instabile che stabile.



Capitolo VII

DIELETTRICI

§ 66. Interazione tra fononi

La natura fisica dei fenomeni cinetici nei gas (conducibilitd ter-
mica, conduttivitd elettrica) consiste nei processi di trasporto re-
alizzati dal moto termico delle particelle del gas; nei fenomeni cine-
tici che si verificano nei solidi sono le quasi-particellea svolgere il
ruolo delle particelle. Passando allo studio di questi fenomeni,
cominceremo dalla conducibilita termica dei dielettrici non magne-
tici. Il quadro relativamente semplice di questo fenomeno, rispetto
ai processi cinetici in altri tipi di solidi, & dovuto al fatto che vi figu-
rano quasi-particelle di una sola specie, ossia foroni.

Ricordiamo (si veda V, § 72) che la rappresentazione dei fononi
liberi compare in seguito alla quantizzazione del moto oscillatorio
degli atomi nel reticolo cristallino nell’approssimazione armonica,
cioé tenendo conto solo dei termini quadratici (rispetto agli sposta-
menti degli atomi) nell’operatore di Hamilton. Quanto ai diversi
processi di interazione tra fononi, essi compaiono se si includono i
termini infinitesimi di ordine successivo, ovvero termini non armo-
nici del terzo ordine e di ordine superiore rispetto agli spostamenti ?),

I primi termini non armonici, ciod quelli cubici, nell’energia
classica del reticolo hanno la forma

1 18483
H® = T z Aay” (0 —n3, ny—n5) Upg (n,) Uy g (ny) U,y (ng). (66,1)
(ns)

Qui U; (n) sono i vettori spostamento degli atomi nel reticolo; o,
B. v gli indici vettoriali che assumono i valori , Y, 3; 8y, Sg, S5 1 DU-
meri atomici nella cella elementare; n;, n,, ny « vettori » numerici
interi che definiscono la posizione della cella nel reticolo; il simbolo
(ns) sotto il segno di somma significa che la sommatoria & estesa a
tutti gli n e a tutti gli s; per I’omogeneita del cristallo, le funzioni A
dipendono unicamente dalle distanze reciproche n; — Nz e N, — ng
tra le celle e non dalle loro posizioni assolute nel reticolo.
L’operatore di Hamilton della seconda quantizzazione si ottiene
grazie alla sostituzione nella (66,1) dei vettori spostamento con gli

1) La necessita di tener conto della non armonicita delle oscillazioni degli
atomi nel reticolo per lo studio della conducibilita termica dei cristalli & stata
indicata originariamente da P. Debye (1914) e da M. Born (1914).
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operatori U, (n), espressi in funzione degli operatori di creazione cig

e di annichilazione Ekg dei fononi della specie g (cioé del ramo dello

spettro fononico) con quasi-quantitd di moto k, mediante la formula

Us (n) =

= [2M S w0 (R)] 2 {orgel® (k) €5 + Chpel®” (k) e ™), (66,2)
gk

dove _#” & il numero di celle nel reticolo, M la massa atomica totale
nella cella, e® (k) i vettori polarizzazione dei fononi, w, (k) I'energia

di un fonone della specie g ). Con la sostituzione compaiono ter-

mini contenenti gli operatori ¢ e ¢* nelle diverse combinazioni triple.
Questi termini descrivono i processi cui partecipano tre fononi.

I prodotti della forma c*c*c sono la disintegrazione di un fonone in
due e i prodotti della forma c*cc sono la fusione di due fononi colli-
denti in uno solo (i termini ccc e ¢*c*¢* corrispondono a processi in-
terdetti dalla legge di conservazione dell'energia).

Scriviamo, ad esempio, i termini corrispondenti alla disintegra-

zione del fonone (k,g,) in due fononi: (k,g,) e (ksg;). Passando nella
(66,1) dalla sommatoria su n,, n,, nyalla sommatoria su ¥; = n, — ng,
Vy = M, — N3, N, scriviamo questi termini nella forma

A A A

A + ot
_ H&ai)smtegr =Q -/1/'3/20(::12;:@3)1/2 Z exp {i (k, - kz - ka) rn.}’ (6673)

dove
Q= (2M)~3/2 g) AGEy® (V1 V) ejqepely exp {i (kyry, — kory,)}, (66,4)

~ -

6= cklgl’ (01 = mgl (kl)’ et = egfl) (k1)7 e

Nella (66,3) figura un fattore esponenziale dipendente dalla posi-
zione assoluta n; della cella nel reticolo. La sommatoria di questo
fattore su tutti gli n; da ¢ se k, — k, — k, coincide con qualche
periodo del reticolo inverso b, o zero in caso contrario. Percid

'y (3 - zlgg'zg

Hdlsmtegr'—g"'—fyz (‘01(02‘1)3)1/2 ’ (66,5)
inoltre, le quasi-quantitd di moto dei fononi soddisfano la legge di
conservazione

k; =k, + k; + b. (66,6)

- 1) In questo capitolo usiamo il sistema di unitd in cui % = 1. In questo
sistema le dimensioni della quantitd di moto e del vettore d’onda coincidono,
-cosl come le dimensioni dell’energia e della frequenza.
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La condizione (66,6) si deve considerare come un’equazione che
definisce il valore, diciamo, di k, rispetto ai valori dati k, e k,.
Inoltre bisogna prendere i valori k, e k, all’interno di una sola cella
elementare del reticolo inverso (contenente tutti i valori fisicamente
diversi della quasi-quantita di moto) e osservare che k; appartenga
anch’esso a questa cella. L'ultima condizione definisce il valore ne-
cessario b nella (66,6), in modo univoco. Infatti, se per k,, k,, b
assegnati il vettore k; si trova nella cella elementare, qualsiasi va-
riazione di b farebbe uscire a priori k; da questa cella. I processi (la
disintegrazione del fonone nel caso in esame), per i quali la legge di
conservazione della quasi-quantitd di moto contiene un vettore b
non nullo, si chiamano processi umklapp '), a differenza dei processi
normali con b = 0. Bisogna dire che la distinzione tra queste due
categorie di processi &, in un certo senso, convenzionale: ogni pro-
Cesso concreto pud essere normale o umklapp a seconda della cella
fondamentale considerata. E fondamentale, tuttavia, che con nes-
suna scelta sia possibile annullare contemporaneamente b per tutti
i processi possibili. E opportuno scegliere la cella fondamentale del
reticolo inverso in modo tale che il punto k = 0 (lunghezza d’onda
infinita) si trovi al suo centro; cié verra supposto ovunque piu avanti.
Con questa scelta a tutti i fononi a bassa frequenza corrispondono
valori piccoli della quasi-quantitd di moto (k < 1/d, d & la costante
del reticolo) e tutti i processi, cui partecipano solo i fononi a bassa
frequenza, sono normali 2). I grandi valori della quasi-quantita di
moto (& ~ 1/d) corrisponderanno ai fononi ad onde corte, con grande
energia (dell’'ordine di grandezza della temperatura di Debye 0).

Torniamo al processo di disintegrazione del fonone. Secondo ie
regole generali della meccanica quantistica (si veda III, (43,1)) la
probabilitd di una disintegrazione, per cui la quasi-quantita di moto
di uno dei due nuovi fononi apparsi giace nell'intervallo Bk, &
data dal quadrato dell’elemento corrispondente di matrice dell’ope-
ratore di perturbazione (66,5), in base alla formula

AW =25 | (N,—1, Ny+-1, Ny 1 | H® | N, Ny N3y |2 X
743k,

X 8 (0 — @y — ;) @

(66,7)
dove N; = Nz, Ny, N, sono i numeri di riempimento dei fononi
nello stato iniziale del cristallo. Gli elementi di matrice degli ope-
ratori fononici di creazione e di annichilazione sono dati dalle for-
mule

(N—1|e|Ny=(N|¢*|N—1)=VF. (66,8)

1) Secondo la terminologia tedesca.
%) Se, ad esempio, consideriamo una cella fondamentale tale che il punto
= {} appartenga a uno dei suoi vertici, alle piccole frequenze corrisponderanno
anche gli intorni degli altri vertici, in prossimita dei quali k non & pil piccolo.
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Come risultato otteniamo la probabilitd di disintegrazione nella
forma

d3k,
(23 °

AW =wN, (N,+1) (N3+1) 8 (0, — 0;— @3) (66.9)

dove
w=1 (g2Kz» &:Ks} £:1Ky) =2 Q]2 (66,10)

D0,

@ = 9'/4" &il volume della cella del reticolo cristallino). In tal
modo la probabilithd dei processi & proporzionale al numero N, di
fononi iniziali nello stato iniziale del cristallo e anche ai numeri di
fononi finali (W, -~ 1 e N3 + 1) nello stato finale del cristallo.
L'ultima proprietad & legata alla statistica di Bose, cui ubbidiscono
i fononi e, in generale, € caratteristica per tutti i processi cui parte-
cipano dei bosoni ).

I1 processo inverso della disintegrazione & la « fusione » di due
fononi k, e kg in un fonone k,. E facile stabilire che i termini respon-
sabili di questo processo nell’operatore di Hamilton differiscono dalla
(66,5) per la sostituzione del prodotto di operatori ¢ al numeratore

A A A

con clcyc, e per la sostituzione di Q con Q*. Percio la probabilita di
questo processo & data da una formula che differisce dalla (66,9)
solo per i fattori N:
3.

AW = NN (Ny+1) 8 (0,— 03— ©;) ‘(%5}% (66,11)
Le funzioni w, invece, sono identiche qui e nella (66,9). L’ultima
circostanza corrisponde alla regola generale: nell’approssimazione
di Born (la prima approssimazione della teoria delle perturbazioni)
le probabilitd degli atti di diffusione elementari diretto e inverso
sono uguali (si veda III, § 126).

Tra i vari rami dello spettro fononico ne esistono sempre tre
acustici, nei quali 1'energia tende a zero per k — 0; per i fononi acu-
stici a onda lunga (k piccoli) la dipendenza o (k) € lineare. Per lo
studio ulteriore sara fondamentale il comportamento della funzione w
(66,10) per questi fononi.

Si pud precisare tale comportamento osservando la proprietad dei
coefficienti A nell'operatore di Hamilton (66,1), che esprime il
fatto che un semplice spostamento del cristallo come un tutt’uno
non ne cambia I'energia, a prescindere dalla sua eventuale defor-
mazione. Cio vuol dire che 1’energia H® non deve cambiare se sosti-
tuiamo in essa uno qualsiasi dei fattori Us (n) con U + a, il vettore

1) La funzione di distribuzione dei fononi N, (o N (k)) sard definita come
rumeri di riempimento degli stati quantistici, con diversi valori della quasi-
quantitd di moto k. Il numero di stati per un elemento d® dello spazio k e
&k/(2n)%, in modo che la distribuzione, riferita a d°, vale N,/(2x)3.
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a indipendente da m, s. A tal fine & necessario che si abbia

> A (ny, ny, ny) =0, (66,12)

nysy
dove la sommatoria & estesa almeno a una coppia di variabili m,s,.
Dei tre fononi che partecipano al processo possono essere acustici
a onda lunga uno solo o tutti e tre (con due di tali fononi e il terzo
a onda corta non si possono verificare le leggi di conservazione della
quantitd di moto e dell’energia). Per un fonone acustico nel limite
k — 0 i vettori polarizzazione e, (k) tendono a una costante indi-
pendente da s, in quanto tutti gli atomi nella cella oscillano insieme;
i fattori exp (ikrn), invece, tendono a 1. In virti della proprieta
(66,12) la grandezza Q (66,4), di conseguenza, tende a zero e per k
piccoli & proporzionale a & o (il che & lo stesso per un fonone acustico)

- a 0. Come risultato troviamo che

w e ky (66,13)
se uno dei fononi & a onda lunga, ossia _
w o kykok, (66,14)

Se tutti e tre i fononi sono a onda lunga.

Al risultato (66,13-14) si pud arrivare anche in modo intuitivo,
ricordando che i fononi acustici a onda lunga corrispondono alle
onde acustiche macroscopiche, che si possono studiare con la teoria
macroscopica dell’elasticitd. In questa teoria I'energia di un cri-
stallo deformato si esprime in funzione del tensore di deformazione

110U, , 9Up
Usp=+ (-a—xﬂ—*i-,,—%-) ) (66,15)

dove U (r) & il vettore spostamento macroscopico dei punti del mezzo
elastico. Sono le componenti di questo tensore a rappresentare le
piccole grandezze rispetto alle quali si sviluppa 1'energia elastica.
Per la seconda quantizzazione il vettore U va sostituito con 1'ope-

"ratore U analogo a quelio (66,2). La derivazione di U rispetto alle

A

coordinate per la costruzione degli operatori U, , da il fattore sup-
plementare % che conduce alle leggi (66,13-14).

§ 67. Equazione cinetica per i fononi in un dielettrico

In un eristallo solido i fononi formano un gas rarefatto e, quindi,
I'equazione cinetica per essi si costruisce cosi come per un gas ordi-
nario.

Sia N = Ng (¢, r, k) la funzione dj distribuzione dei fononi
della g-esima specie. Le equazioni cinetiche (per ogni specie}fono-
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nica) si scrivono -nella forma

aN N
S Fugr =StV (67.1)

dove u = dw/0k @& la velocita dei fononi.

La situazione, tuttavia, differisce sostanzialmente da quella
nei gas ordinari, per il fatto che gli urti nel gas fononico non con-
servano, in generale, né il numero di fononi (in quanto si verificano
processi umklapp), né la loro quasi-quantita di moto totale. L'unica
legge di conservazione resta la legge di conservazione dell’energia,
che & espressa dalla relazione

a3k
2 S@StN-W:(). (67,2)
g

Moltiplicando 1'equazione (67,1) per ®, integrando rispetto a a3
e sommando su g, otteniamo la legge di conservazione dell’energia
nella forma

—%-{—divq:——o, (67,3)

dove la densitd dell'energia termica E del cristallo e la densitd del
suo flusso q sono definite dalle espressioni naturali

&k a3k
E=3 | oN g5 q= [ ouV 5. (67.4)
g g

L’integrale degli urti nella (67,1) deve, in teoria, tener conto di tutti
i processi che si possono verificare in seguito all'interazione dei fo-
noni della specie g con tutti gli altri fononi. In realtd, tuttavia, il
contributo principale all'integrale proviene dai processi a tre fo-
noni studiati al paragrafo precedente. I processi cui partecipa un
numero di fononi pidt grande sono dovuti ai termini successivi dello
sviluppo dell’operatore di Hamilton in potenze degli spostamenti
degli atomi; questi termini decrescono rapidamente all’aumentare
dell’ordine. La causa della diminuzione risiede nel fatto che & piccolo
~ il rapporto tra I’ampiezza delle oscillazioni § e la costante del re-
ticolo d; nei cristalli solidi esso resta piccolo per tutte le temperature
fino a quella di fusione !). Per una stima grossolana si puo partire
dalla relazione classica Mw2E? ~ T'; stimando il valore caratteristico
della frequenza come o ~ u/d?), troviamo

(E/d)® ~ TIMu* K 1. (67,5)

1) Fa eccezione il « cristallo quantistico», ciod V'elio solido.

2) Nelle stime intenderemo con u la velocitd del suono benché, ovviamente,
questa identificazione possa avere significato letterale soltanto per i fononi
acustici a onda lunga.
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Come sempre, I’integrale degli urti & la differenza tra il numero
di processi (nell’unitd di tempo), che implicano la comparsa di
fononi in un dato stato (gk), e il numero di processi che fanno usci-
re fononi da questo stato. Tenendo conto solo dei processi a tre
fononi abbiamo

VStN=S{—;- > w (ks ks k) 8 (0 — @, — 0y) X
8182

X (N +1) NNy — N (N, 41) (N - 1)] &

2wk ks k) 8 (03— 0 —6,) X
&8s
a3,

XN+ N+ ) Na— NN (Vs - 1)1} 55, (67.6)
dove Ny = Ng (k)), o; = wg (k,), ... 11 primo termine tra
parentesi graffe corrisponde ai processi diretto o inverso

(k) == (g:k1) + (g:2k,), ky = k — k;, — b; (67,7)

il fattore 1/2 in questo termine significa che, data l’identitd dei
fononi, si devono sommare solo su meta degli stati finali. Il secondo
termine corrisponde ai processi

(gsks) == (gk) +- (8:ky), k; =k + k; + b; (67,8)

in questo termine non ¢’& bisogno del fattore 1/2 in quanto uno dei
due fononi di disintegrazione & dato. Sottolineiamo che nell’espres-
sione integranda della (67,6) i prodotti tripli NN,N, e NN,N; si
eliminano.

L’integrale degli urti & annullato identicamente dalla distribu-
zione d’equilibrio dei fononi, ossia dalla distribuzione di Planck

Ny = (e@IT _ 1)1, (67,9)

Per l'integrale (67,6) cid si dimostra facilmente con una verifica
diretta: il prodotto dei fattori da

No(Nos+1) (Nog+1) = (No+ 1) NoyN g exp 21822=0 67 10

e in virta della legge di conservazione dell’energia il fattore espo-
nenziale a secondo membro si trasforma in 1.

Se non esistessero processi umklapp, si conserverebbe non solo
I'energia totale ma anche la quasi-quantita di moto totale dei fononi.
Allora sarebbe d’equilibrio non soltanto la distribuzione (67,9),
ma anche le funzioni

No=[exp 2KV _ 4 ™ (67,11)
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corrispondenti al moto traslatorio (di deriva) del gas fononico come
un tutt’uno, con velocitd arbitraria V rispetto al reticolo. Questa
affermazione corrisponde ai principi generali della statistica. La
sua validitd si prova anche direttamente: con le funzioni (67,11)
come .V, a secondo membro dell’uguaglianza (67,10) comparird an-
cora un fattore

exp — (k_‘;l —k,)

che si riduce all’unita per processi normali, quando k = k; + k,.

Ma la distribuzione della forma (67,11) conduce, evidentemente,

- a un flusso di energia q non nullo. In tal modo, in assenza di processi
umklapp, nel cristallo sarebbe possibile 1’esistenza di un flusso
di calore, pur con una temperatura costante lungo tutto il corpo;
in altre parole, il cristallo avrebbe conducibilitd termica infinita.
Una conducibilitd termica finita compare soltanto in seguito ai
processi umklapp 1).

Per il calcolo della conducibilita termica si deve scrivere 1’equa-
zione cinetica per il cristallo con la temperatura lentamente varia-
bile lungo il suo volume. Come al solito, cerchiamo la distribuzione
fononica nella forma '

N (r, k) = Ny (k) + 8N (r, k), (67,12)
dove 8V & una piccola correzione alla funzione d’equilibrio. Allora
Pequazione cinetica assume la forma

(wvr) e =1 (6N), (67,13)

dove I (8N) & l'integrale degli urti linearizzato.
Le funzioni 8V devono soddisfare anche la condizione supple-
mentare

8N 2 0 67,14
S fesn k=0, (67,14)
g
la quale significa che le funzioni di distribuzione perturbate devono
condurre allo stesso valore per la densita dell’energia nel reticolo
delle funzioni d’equilibrio. Come & stato detto al § 6, con questa
condizione si stabilisce il senso della definizione di temperatura in
un corpo non in equilibrio. Quanto alle altre condizioni imposte
alle 6V al § 6, esse mancano nel caso di gas fononico (a differenza
del gas ordinario). Il numero di particelle in un gas fononico non &,

) 1) La teoria quantistica della conducibilitd termica dei dielettrici, basata

sull’equazione cinetica per i fononi, & stata costruita da R. Peierls (1929). E sta-
tollgi a indicare il ruolo dei processi umklapp per i fenomeni cinetici nei
solidi.
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in generale, una grandezza data, bensi viene stabilita dalla tempe-
ratura. La quantitad di moto totale effettiva (non la quasi-quantita
di moto!) dei fononi nel cristallo & automaticamente nulla; in caso
contrario vi sarebbe una corrente del solido, il che & impossibile
a priori per un reticolo cristallino perfetto (senza difetti). Ogni atomo
del reticolo compie solo un moto finito, ossia un’oscillazione nel-
Iintorno dei vertici del reticolo; la quantitd di moto media di que-
 Sto movimento & identicamente nulla. Quindi, il flusso di fononi
(legato al flusso di energia) in un cristallo solido non & accompagnato
da trasporto di massa ?).

Scriviamo in forma esplicita 1'integrale degli urti linearizzato
(67,6). In questo caso & opportuno introdurre al posto delle 6V le
nuove funzioni incognite y secondo la definizione

. aN Ny (No+1
ON=— 200y TolMedl) (67,15)
La linearizzazione si rende piu semplice se osserviamo che
N N, b
8 v =~ 1N, T (67,16)

Scriviamo 1’espressione tra parentesi quadre (nel primo integrale
della (67,6), ad esempio) nella forma

N, N N
N +1) (Vi) Vo - ) [ 5 i — 5 -
Nei fattori che precedono I'espressione tra parentesi si pud porre
direttamente N = N,. La differenza tra parentesi quadre da

1 N
T Wt Xt xe—%),

dove si & tenuto conto dell'uguaglianza
No Noo — Ny
Nop+1 N1 1-+N,

In tal modo, I'integrale degli urti si riduce alla forma

SthI(x)=—71,— S {% 2 w(ky, ko K) Vo (Noy+1) (Ngp+1) X
8182

X8 (0, + 0y —0) (Y +x2— %) + 2 w (ks kg3 ko) NoNoy (Nog+1) X

183

dsk
X8(@+0;—0)) (te—1u—0} Th-  (67.17)

1) A differenza di un fluido dove la quantita di moto del fonone & una quan-
tita di moto propria e il flusso fononico & legato al trasporto di massa. Il moto
degli atomi in un fluido & infinito: in un tempo sufficiente ogni atomo pud
raggiungere qualsiasi punto del volume.
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Sottolineiamo che la funzione y (k) entra nell’espressione integranda
sotto forma di semplici somme dei suoi valori per diversi k (cosi
come abbiamo visto nell’integrale degli urti classico nei gas (6,4-5)).

Alla soluzione dell’equazione (67,13) si pud sempre aggiungere la
soluzione dell’equazione omogenea

1 = costante-w (67,18)

che annulla identicamente 1'integrale (67,17), in virtu della conser-
vazione dell’energia in seguito a urto. Come & stato detto al § 6,
questa soluzione « parassita » corrisponde semplicemente alla varia-
zione della temperatura di una piccola costante e si elimina con
I'impostazione della condizione supplementare (67,14).

L’altra soluzione « parassita »

x = kéV (67,19)

(6V é la costante), corrispondente a una piccola variazione della
velocita del moto del gas fononico come un tutt’uno (cfr. la (6,6)),
& eliminata gid dall’esistenza di processi umklapp, che violano la
conservazione della quasi-quantita di moto fononica totale.

§ 68. Conducibilita termica dei dielettrici.
Alte temperature

L’equazione (67,13) consente di determinare immediatamente
la dipendenza dalla temperatura del coefficiente di conducibilita
termica di un dielettrico per temperature grandi rispetto alla tem-
peratura di Debye © ~ u/d (hu/d in unitd ordinarie).

I1 valore massimo dell’energia dei fononi su tutti i rami del loro
spettro & dell’ordine di grandezza di ©. Percid per T >> © le energie
di tutti i fononi sono in generale @ < 7, inoltre, per la loro massa
fondamentale ® ~ ©. In questo caso la distribuzione d’equilibrio
(67,9) si riduce a

N, ~ Tlo > 1. (68,1)

Nell'integrale degli urti (67,17) la temperatura & espressa nella
forma del fattore I'%; la funzione w, considerata per le frequenze
® ~ O, non incide sulla dipendenza dell'integrale dalla tempera-
tura. A primo membro dell’equazione (67,13) la derivata N /6T ~
~ 1/w non contiene la temperatura. Di qui concludiamo che

VT ON VT
e g, N=——rtyco—,
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e percio il flusso termico & 1Y)

d3k vT
q’-'—'z 5(ou6NWc\>—§,—,
g

Quindi, il coefficiente di conducibilitd termica & inversamente
proporzionale alla temperatura

%o /T, T>0 (68,2)

(nella teoria classica questo risultato & stato ottenuto da P. Debye).
In un cristallo anisotropo le direzioni q ¢ VI non coincidono in gene-
rale, per cui il coefficiente di conducibilitd termica non & uno sca-
lare, bensi un tensore di secondo rango; parliamo della sua dipen-
denza dalla temperatura a prescindere da questa circostanza.

Stimiamo la lunghezza del cammino libero dei fononi nella re-
gione di temperature considerata. In accordo con la relazione cinetica
elementare dei gas (7,10) abbiamo » ~ Cul, dove C & il calore spe-
cifico (riferito all'unitd di volume), v la velocitd media dei porta-
tori di energia e / la lunghezza del loro cammino libero. Il calore spe-
cifico di un cristallo alle alte temperature & costante; & costante an-
che la velocitd dei fononi, che si pud stimare come la velocitd del
suono u. Allora vediamo che la lunghezza del cammino I ~ 1/7.
La lunghezza I dovrebbe essere dell'ordine di grandezza della co-
stante del reticolo d, a temperature cosl alte che 1’ampiezza delle
oscillazioni degli atomi sia anch'essa ~d. In accordo con la stima
(67,5) questa temperatura ~Mu? e troviamo cosi le seguenti stime
per la lunghezza del cammino libero e la frequenza efficace degli
urti v ~ u/l:

L ~ Mu?d/T, v~ T/Mud. (68,3)

Di qui si vede che in effetti I > d per tutte le temperature inferiori
al punto di fusione.

Nelle considerazioni esposte abbiamo supposto infatti che il mec-
canismo a tre fononi della resistenza termica del reticolo cristallino
in esame sia efficace per tutti i fononi. I flussi di energia portata da
gruppi diversi di fononi sono additivi, in modo che i loro contributi
al coefficiente di conducibilitd termica sono anch’essi additivi. Se
questo meccanismo fosse insufficiente almeno per un gruppo di fo-
noni, sarebbe anche insufficiente, in generale, per garantire una con-

1) L’annullamento di q in equilibrio & evidente a priori e formalmente deri-
va dall’annullarsi dell’integrale in d% per essere dispari I’espressione integranda
come funzione di k: la frequenza o (k), e con essa N, (®), sono funzioni pari
di k, e la velocitd u = dw/dk & una funzione dispari. Ricordiamo (si veda V,
§ 69) che la paritd della funzione w (k) & legata alla simmetria rispetto all’inver-
sione del tempo e si verifica qualunque sia la simmetria del reticolo cristallino.
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ducibilitd termica finita. Cid premesso, i fononi acustici a onda lunga
richiedono un esame particolare.

Consideriamo anzitutto i processi cui partecipano solo i fononi
acustici a onda lunga, con piccole quasi-quantita di moto di grandez-
2a comparabile (indicheremo queste gquasi-quantitd di moto con le
lettere § e gli indici corrispondenti). Valutiamo I’integrale degli urti
(67,47) per tali processi nel senso della sua dipendenza da f.In questo
caso, in accordo con la (66,14), la funzione w ~ ff,f, ~ f3. I fattori
N, ~ T/e ~ 1/f. Si integra nello spazio & sul volume ~1f3, ma la
funzione delta separa all’interno di questo volume soltanto una su-
perficie di area ~f2. Troviamo cosi 1'integrale degli urti

I (x) oo Py 0 [N

(nell’ultima espressione si tiene conto che secondo la definizione
(67,15) 6N o %/f*). Questo risultato si pud formulare in termini
della frequenza efficace degli wurti:

: v (f) = J4 (68,4)
A primo membro dell’equazione cinetica (67,13), invece, il fattore u
non dipende (per i fononi acustici) da f e N/t oo 1/f. Perciod
» SN oo 1/fv.
11 contributo dei fononi a onda lunga al flusso di energia q @

dato dall’integrale (67,4) calcolato sul volume ~f%. Ma questo inte-
grale

da3f da3f
SmuSN A 5 o (68,5)
diverge, per f piccoli, come 1/f. Quindi, i processi a tre fononi, cui
partecipano solo fononi acustici a onda lunga implicherebbero una
conducibilitd termica infinita; per garantire una resistenza termica
finita & necessario che questi fononi urtino contro fononi a onda corta
(I. Ja. Pomerancuk, 1941).

Supponiamo che un fonone a onda corta, con quasi-quantitd di
moto k., si disintegri in un fonone acustico a onda lunga f e in un
fonone a onda corta k — f — b appartenente allo stesso ramo dello
spettro o (k) del fonone k (per le considerazioni ulteriori & importante
non tanto il valore assoluto & quanto il fatto che k > f). Poiché la
funzione @ (k) & periodica nel reticolo inverso, allora ® (k — f — b)=
= o (k — f) e la legge di conservazione dell’energia da

o k) =0 &—1)+u @/ (68,6)

11 secondo termine a secondo membro, ossia la frequenza del fonone
acustico, & una funzione lineare di f (u (n) = o (f)/f & la velocita di
fase del suono dipendente dalla direzione n = f/f). Sviluppando
o (k — f) in potenze di f piccolo, riscriviamo 1'uguaglianza nella
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forma
f-= fu (). (68,7)

Questa uguaglianza pud essere verificata soltanto se la velocita del
fonone a onda corta supera la velocitd del suono:

o ' <u(n). (68,8)

In questo senso & pin « pericoloso » il ramo acustico con la pit gran-
de velocita del suono; parlando di fononj acustici alludiamo a questo
‘ramo 1),

Altre possibilita per processi a tre fononi compaiono se nello
spazio k esistono punti’di degenerazione, nei quali le energie di due

w(ky) w(kz) ¢ (Mj /
J/ (A ——

g fay
fu/l Fu'}j

- |

.'
& ‘ ke kg bap Ky
a) z b) 9

Fig. 27

0 pit rami dello spettro fononico coincidono (C. Herring, 1954);
Pesistenza di questi punti (isolati o che riempiono una linea
0 un piano) in molti casi deriva necessariamente dalla simmetria del
reticolo cristallino. Queste possibilita si possono illustrare con una
costruzione grafica, che eseguiamo dapprima per il caso gia consi-
derato di emissione da parte di un fonone a onda corta « supersonico ».

Prendiamo la direzione f come asse z; nella fig. 27, a la curva con-
tinua rappresenta la funzione o (k) (essendo dati ky, e k) per i fo-
noni a onda corta. Scrivendo la condizione (68,7) nella forma

vediamo che I’emissione di un fonone acustico & possibile se in un
punto della curva la sua pendenza coineide con la velocita del suono.
Allora nell’intorno di questo punto le frequenze o (k) e (k — 1)

1) In un solido isotropo un ramo dello spettro acustico corrisponde alle
oscillazioni longitudinali e gli altri due a quelle trasversali; la velocitd delle
onde acustiche longitudinali & superiore a quelle delle onde trasversali. In
un cristallo anisotropo la divisione in onde longitudinali e trasversali, in gene-
rale, non ha senso. Tuttavia, nella letteratura spesso si chiama convenzional-
meate « longitudinale » il ramo con i1 piil grande velocitd del suono.
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dei fononi a onda corta sono determinate dai punti d’intersezione
della curva con la retta tratteggiata di pendenza u (n,); la differenza
tra le ordinate di questi punti fornisce la frequenza uf.

Se, invece, in un punto k, = k,, le curve di due rami o (k,) si
intersecano, allora nell’intorno di questo punto ¢ sempre possibile
un processo a tre fononi, gualunque sia la pendenza delle curve o (k)
e a prescindere dal fatto che nel punto k., si abbia semplice interse-
zione (fig. 27, b) o tangenza (fig. 27, c). Inoltre entrambi i fononi a
onda corta appartengono a diversi rami dello spettro.

Stimiamo il numero efficace d’urti del fonone acustico a onda lunga
in presenza di punti di degenerazione. Dobbiamo trattare i processi
di assorbimento e di emissione di questo fonone, ossia i processi (67,8)
(per disintegrazione del fonone, cioé nel caso dei processi (67,7),
i due fononi che si formano saranno anch’essi a onda lunga e si tor-
nerebbe cosi alla situazione precedente). Percio dobbiamo stimare il
secondo termine nella (67,17) supponendo che

(1)1, (1)3>>(1)Nf-—)-0_
Inoltre si tiene conto che w o> f, N, o 1/f, e gli altri fattori sotto il
segno d'integrale si possono sostituire con valori medi indipendenti da
f, poiché si integra soltanto nell’intorno dei punti di degenerazione.
Introducendo nuovamente 8N oo y/f%, otteniamo una stima della
dipendenza dell’integrale degli urti da f, nella forma I (y) ~
~ v (f) 8N, dove

v(f oo f [ Blo (k—D+u@i—o ]k (68,9)

Questo integrale si pud trasformare in un integrale di superficie
nello spazio k, definita dall’equazione

ok —0H+umf—o;(k)=0 (68,10)
secondo la formula 1)

S 8 (F) dok = &}ﬁ%—r . (68,11)

dove 1’integrale si calcola sulla superficie F (k) = 0. Allora otte-
niamo

ok ok

dove AS (f) & I’area della superficie (68,10) e le parentesi angolari
significano il calcolo della media sulla superficie.

v(f) A8 (f) (| 2 ~2n D ]“1> . (68,12)

1) Si pud dedurre immediatamente questa formula tenendo conto che
@k = dS dl = dS dF/ | Y, F |,

dove I & la distanza sulla normale alla superficie,
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Consideriamo un caso tipico, in cui i punti di degenerazione for-
mano una linea nello spazio k. Allora per f — 0 la superficie (68,10)
si trasforma in una linea sulla quale giacciono i punti di degenerazione
e, per f piccoli, & rappresentata da un tubo sottile che abbraccia questa
linea; la dipendenza dell’area AS da f coincide percid con la dipen-
denza di f dal diametro del tubo.

Se le superfici energetiche si intersecano su una linea di degene-
razione senza tangenza (si veda la fig. 27, b), la distanza del punto k
dal punto di degenerazione dipende da f linearmente, in modo che
anche AS o> f. Poiché la differenza tra le derivate in questo caso &
finita nel punto d’intersezione, allora

v () o f. (68,13)

L’integrale (68,5) diverge ora soltanto logaritmicamente. Questa
divergenza va eliminata, cosi come in assenza di degenerazione (si
veda pit avanti). Essendo debole, essa di solito non conduce a un cam-
biamento sostanziale della legge (68,2).

Supponiamo ora che le superfici energetiche abbiano nel punto di
degenerazione una tangenza quadratica. Allora, come & chiaro dalla
fig. 27, ¢, f & proporzionale al quadrato della distanza dal punto di
tangenza. L’area AS, proporzionale a questa distanza, risulta essere
o fY2. Ma in questo caso & identica la dipendenza da 7 anche della
differenza tra le derivate nella (68,12), in quanto le curve delle deri-
vate si intersecano senza tangenza. Percid in questo caso

v{f) e f (68,14)

e non compare divergenza nella conducibilitd termica.

Analogamente si possono studiare altri tipi di degenerazione ).

Se non esistono punti di degenerazione mnello spettro fononico,
allora per garantire una conducibilitd termica finita da parte dei
processi a tre fononi, la condizione (68,6) deve essere soddisfatta
(almeno per un ramo dello spetiro © (k)) per tutte le direzioni n.
In caso contrario la conducibiliti termica finita si stabilisce unica-
mente in seguito a processi di ordine superiore (a quattro fononi)
e la legge (68,2) non sussiste. Osserviamo che a temperature basse,
alle quali la lunghezza del cammino libero cresce tanto che puo es-
sere paragonata con dimensioni del campione L, la divergenza del-
I’integrale (68,5) pud essere tagliata su f ~ 1/L, il che condurrebbe
alla dipendenza del coefficiente di conducibilitd termica dalle di-
mensioni L.

1) Per il loro studio si veda 1'articolo originale di C. Herring in Phys. Rev.,
1954, v. 95, pag. 954.
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§ 69. Conducibilita termica dei dielettrici.
Basse temperature

Alle basse temperature (T < ©) il carattere del trasporto di
calore mei dielettrici cambia radicalmente. Infaiti, in queste con-
dizioni il numero di processi umklapp diventa esponenzialmente
piccolo, come risulia con chiarezza dalle considerazioni seguenti.

La conservazione delle quasi-quantita di moto in un processo a
tre fononi umklapp, espressa dall’uguaglianza k = k; + k, + b,
richiede che almeno una delle tre quasi-quantita di moto sia grande;
lo sia k; ~ b. Allora anche l'energia w; ~ 6, e in conseguenza di
cid la conservazione dell’energia (0 = ©, + ®,) impone che sia
grande anche I’energia ® ~ 8. Ma per T < © la maggioranza dei
fononi ha energia ~ T, mentre il numero di fononi con energie ~0é
esponenzialmente piccolo. Quindi, sia per il processe di disintegra-
zione di un fonone che per il processo inverso, di fusione di due fono-
ni, i numeri di fononi iniziali, cosi come i numeri di processi, sono
esponenzialmente piccoli. E facile notare che il carattere a tre fononi
del processo & inessenziale in queste considerazioni. Lo stesso si ri-
porta a processi con numero di fononi piu grande.

In questa situazione il quadro fisico della trasmissione del calore
8 il seguente. I numerosi urti normali tra fononi, che conservano la
quasi-quantitd di moto totale, contribuiscono a stabilire solo 1'equi-
librio « interno » nel gas fononico, che inoltre pud muoversi relativa-
mente al reticolo con una velocitd arbitraria V. I rari urti um-
klapp non fanno altro che modificare debolmente la funzione di di-
stribuzione, ma essi stabiliscono un determinato valore V (proporzio-
nale al gradiente della temperatura); questo valore,a sua volta, defi-
nisce il flusso di calore. Mostriamo ora in che modo questo quadro &
espresso nella soluzione matematica del problema 1.

Scriviamo 1’equazione cinetica nella forma

oN
2o wT = Iy (1) +1v (1), (69.1)

separando nell’integrale degli urti le parti legate agli urti normali
(indice N) e a quelli umklapp (indice U). La funzione di distri-
buzione d’equilibrio, corrispondente al moto del gas come un tut-
t'uno con velocitd V, si ottiene dalla funzione Ng (w) sostituendo il
suo argomento » con w — kV; per V piccolo abbiamo

N, (©—kV) = No(0) —kV X, (69,2)

[710)

1y Sottolineiamo che la separazione univoca dei processi umklapp come
un effetto piccolo si ottiene proprio grazie alla scelta della cella fondamentale
nel reticolo inverso, concordata al § 66, in seguito alla quale tutti gli urti tra i
soli fononi a onda lunga di piccola energia sono normali.
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In accordo con il quadro suindicato cerchiamo 1la soluzione dell’equa-
zione (69,1) nella forma

X= %Ay + Xv» v = kV; (69,3)

Xv ©la parte della variazione della funzione di distribuzione le-
gata ai processi umklapp. Quest'ultima parte & piccola rispetto a
%y- Se indichiamo con v e vy gli ordini di grandezza delle frequenze
efficaci degli urti umklapp e normali (v < vy), allora

Xulin ~ vylvy. 69,4)

Sostituendo questa relazione nella (69,1) otteniamo 1’equazione
aN

77 9T =In (x0) + Iy (xu), (69,5)

dove gli operatori lineari agenti sulla funzione y sono definiti dal-
Yespressione (67,17). Nella (69,5) si & tenuto conto che Iy (xy) =0
e si e omesso il piccolo termine J v {Xv); gli altri due termini a secondo
membro sono dello stesso ordine di grandezza per la relazione (69,4).

Sottolineiamo soprattutto che, trascurando i processi umklapp,
per un gradiente della temperatura non nullo, I’equazione cinetica
in generale non avrebbe soluzione. Moltiplichiamo infatti per k
I’equazione (69,5), integriamo rispetto a d%:;(2n)® e sommiamo. su
tutti i rami dello spettro fononico. Poiché gli urti normali conservano
la quasi-quantitd di moto totale, come risultato il termine / ~ (o)
si annulla, in medo che resta

anN, ask a3k
3 [x@vr) 2 Lk _ - (ko) . (69.6)
g 4

Se trascurassimo i processi umklapp il secondo membro di questa
equazione sarebbe zero, mentre il primo membro & non nullo a priori
(la funzione integranda & una funzione pari di k poiché o (k) é fun-
zione pari e u = dw/dk @ dispari); questa contraddizione significa
che I'equazione cinetica non ha soluzione. :

Se si tiene conto dei processi umklapp, allora I’'uguaglianza
(69,6) definisce la grandezza incognita V, che figura nella soluzione
(69,3). Per rendere pid semplice la scrittura delle formule supponiamo
che il cristallo abbia simmetria cubica; allora 1’anisotropia del cri-
stallo non si manifesta negli integrali della (69,6) !) e 1'uguaglianza
(69.6), dopo la sestituziene di Ain dalla (69,3), divenia

Br VT = —v B, TV, (69,7)

———————

1} Per simmetria cubica ogni tensore di secondo ramgo si riduce a uno scala-
re: dgg = 1/306aﬂ, a = dgeg.
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dove si sono introdotite le notazioni

1 9 &% 1 2 Ll VAL
B=3or 3 [kuNogmr: b=z 3 |5 Vot
g

4
(69,8)
1 a3k
Tvoo=—5 3 | Ko (0
g

(il fattore B, & presente per rendere piu facile la scrittura delle for-
mule ulteriori).

L’uguaglianza (69,7) definisce V e in seguito il flusso di energia
si calcola come l'integrale (67,4), nel quale si deve sostituire a N
la funzione

ON, v T N,
0 —kV——‘;— aT *

8Ny = —kV

Allora otteniamo q = TB,V; assieme con la (69,7) cido da q =
= —x% VT con il coefficiente di conducibilita termica

% = Bl/vops. (69,9)

E interessante che nel caso considerato il calcolo di » non richiede
la soluzione dell’equazione cinetica (69,5) e si riduce al calcolo del-
I'integrale (69,8).

Gli integrali B, e B, sono definiti dalla regione di frequenze w ~ T,
in cui si trova la maggioranza dei fononi. Questi integrali dipendono
da T, come una potenza. Poiché solo i fononi acustici possono avere
energia piccola, allora & sufficiente in pratica sommare in f$; e P,
sui soli tre rami acustici dello spettro. E facile vedere che

Bir By oo T° (69,10)

La dipendenza esponenziale, invece, € inclusa nell’integrale vy.
La sua espressione concreta si pud ottenere mediante la formula
(67,17). Per i processi umklapp abbiamo

XN:+XN,"'XN=V(k1+k2—k)=Vh-

Per la maggioranza dei fononi @ ~ T e la funzione di distribu-
zione N, ~ 1; per i fononi con o >> T, invece, la funzione N, < 1+
Percid si pud fare a meno dei fattori Ny, + 1 ~ 1 anche nella stima
dell’integrale. Quanto alle funzioni

Ny = e T (No + 1)
esse contengono i fattori exp (—w/7), che possono essere esponenzial-

mente piccoli; sono questi fattori a giocare il ruolo determinante per
la stima dell’integrale.
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Quindi, trattando solo la dipendenza esponenziale di v v dalla
temperatura, abbiamo

vgoo S Se‘“’/Tﬁ (@ — 0y — @) d% dok,; (69,11)
(gb)

la sommatoria & estesa a tutti i rami g, g;, g, dello spettro e a tutti

i valori non nulli di b che compaiono nei processi umklapp. L’equa-
zione

wg (k) = o, (k) + o (& — k) (69,12)

definisce una superficie a cinque dimensioni nello spazio a sei di-
mensioni k, k;. Sia A (g, g, &) il valore minimo di w, (k) su que-
sta ipersuperficie; poiché sono grandi le energie dei fononi che parte-
cipano ai processi umklapp, allora questi valori sono ~®. Ciascuno
degli integrali sotto il segno di somma rispetto a (g) nella (69,11) &

proporzionale a exp [— A (g, g;, g,)/T). Conservando solo il pid
grande abbiamo

vy & exp (—Ampw/T), (69,13)

dove Amy, & il pit piccolo dei valori A (g, g, g,).
Concludiamo cosi che il coefficiente di conducibilitd termica di-
pende in generale dalla temperatura secondo la legge esponenziale

- K D exp (Amln/T), (69,14)

dove Ay~ O (R. Peierls, 1929).

I processi d’ordine superiore, con partecipazione di un numero piu
grande di fononi, conducono a una dipendenza dalla temperatura
dello stesso carattere, dove A & il valore pill piccolo possibile dell’e-
nergia dei fononi iniziali in ciascun processo (o, il che & lo stesso, la
meta del valore minimo dell’energia totale di tutti i fononi, iniziali
e finali, che partecipano al processo). E possibile, in via teorica, che
questo valore sia pit piccolo di quello dei processi a tre fononi,
e allora il contributo dei processi d’ordine superiore alla conducibi-
lita termica pud essere prevalente, malgrado il fatto che il fattore
davanti all’esponente diminuisce, ovviamente, all’aumentare dell’or-
dine del processo. _

A differenza della frequenza v dei processi umklapp la frequenza
efficace vy degli urti normali diminuisce con la temperatura come
una potenza; tenendo conto dell’applicazione al § 71, definiamo que-
sta legge.

Gli urtinormali interessano i fononi acustici con @ ~ 7, che costi-
tuiscono la maggioranza. Le loro quasi-quantitd di moto kA~ w/u~
~ T/u. Nell'integrale degli urti (67,17) I’integrazione & estesa a una
superficie di area ~ £?, isolabile con una funzione § nel volume ~ A3.
In questa regione le funzioni Ny~ 1 e la funzione w ~ ® (secondo
la (66,14)). Percid vy o> T5. E piu facile definire il coefficiente di
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proporzionalita con la condizione che per '~ © questa espressione
e la stima (68,3) devono condurre allo stesso risultato; di qui

vy~ T5/0* Mud. (69,15)

§ 70. Diffusione di fononi su impurita

Nei due paragrafi precedenti il reticolo cristallino & stato suppo-
sto perfetto, senza difetti. Soffermiamoci ora sul ruolo che pud
giocare nella conducibilita termica di un dielettrico la diffusione di
fononi su atomi di impurita.

Nel caso dei fononi acustici a onda lunga, un atomo di impurita
rappresenta un difetto puntiforme del reticolo. La proprietd caratte-
ristica della diffusione su questi difetti consiste nell’elasticitd (la
frequenza fononica non varia); inoltre, la sezione di diffusione decre-
sce rapidamente al diminuire della frequenza o, il che & lo stesso, del
vettore d’onda come %* 1).

L'integrale degli urti per la diffusione dei fononi sulle impurita
ha la forma ‘

St Ny = Nymp S w(k, k') {Nyr (1 +Ny)— Ny (14 Ny)} X

a3k’
(2m)3 °

Come al solito, il primo termine tra parentesi graffe da il numero di
atti di diffusione (nell'unitd di tempo) che conducono un fonone,
dagli stati con tutti gli altri valori k' corrispondenti alla stessa
energia, allo stato con la quasi-quantitd di moto k. Analogamente,
il secondo termine da il numero degli atti di diffusione che fanno
uscire il fonone dal dato stato in tutti gli altri stati. Se gli atomi di
impurita sono disposti in modo caotico e se la distanza media tra
essi ¢ molto superiore all’ampiezza di diffusione, allora atomi di-
versi diffondono indipendentemente e le probabilitd vanno sommate.
Per queste ipotesi (cid che & stato proposto nella (70,1)) il numero
generale di atti di diffusione & proporzionale alla densita degli atomi
di impuritd Nnp. Per diffusione in un mezzo anisotropo la funzione
w (k, k') dipende dalle direzioni dei due vettori k e k’; quanto alla
dipendenza dal valore assoluto k, essa & data dalla legge w o k*.
Nella (70,1) si & posto w (k, k') = w (k’, k). Ricordiamo che nel-
I’approssimazione di Born questa uguaglianza deriva dalla condizione
di unitarietd, tenendo conto della limitatezza dell’ampiezza di
diffusione e trascurando i termini del secondo ordine (si veda III,

X 8 (0" — o) (70,1)

). Questa ¢ una proprietd generale della diffusione delle onde acustiche su
ostacoli di dimensioni piccole rispetto alla lunghezza d'onda (cfr. VI, § 76).
Confrontare anche la situazione analoga della diffusione delle onde elettroma-
gnetiche lunghe; II, § 79.
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§ 126). L’approssimazione di Born & in generale inapplicabile alla
diffusione di un fonone su un atomo di impurita. Ma alle basse tem-
perature, quando si parla di fononi con k piccolo, esiste un’altra
causa per una piccola ampiezza di diffusione, ossia la proporzionali-
ta a k?; trascurando i termini cok*riotteniamo 1'uguaglianza richiesta.

I prodotti NyNy- tra parentesi graffe nella (70,1) si elidono e do-
po la sostituzione N = N, + 8NV D’integrale degli urti assume imme-
diatamente la forma linearizzata

St N = Limp (BN) = Nimp | 0 (5N —8N) 8 (o' — o) T - (10.2)

Assieme alla funzione w, questo integrale & proporzionale a X%
Poiché al tempo stesso la derivata dN,/0T o 1/w ~ 1/k per oL T,
allora in questa regione di frequenze

SN > k5. (70,3)

Abbiamo avuto gid a che fare con questa situazione al § 68 (cfr.
la (68,4)): la dipendenza (70,3) implica la divergenza dell’integrale
che definisce il flusso termico. Quindi, di per sé la presenza di impuri-
ta nel cristallo non pud garantire che la resistenza termica del die-
lettrico sia finita.

Cido non significa, tuttavia, che le impuritd in generale non
incidano sullo stabilirsi di questa resistenza. Il fatto & che la diffu-
sione sugli atomi di impurita non conserva la quasi-quantitd di moto
dei fononi e, in questo senso, pud svolgere il ruolo dei processi um-
klapp. In campioni sufficientemente puri pud esistere una regione
di basse temperature, in cui la frequenza efficace vimp di diffusione
sulle impuritd (per i fononi con @ ~ T) occupa una posizione inter-
media tra le frequenze degli urti fonone-fonone normali e umklapp,
cioé

VN > Vimp> Vy. (70,4)
In queste condizioni il ruolo dei processi umklapp passa alla diffu-
sione sulle impurita e le formule (69,6-8) restano valide sostituendo
Iy con Iimy. Come risultato il coefficiente di conducibilitd termica
sara definito dalla formula (69,9) con vimp al posto di vy:

% = B1/ByVimp.

Secondo la (70,2), vimp & @~ T4 Quanto alle grandezze B, e Bar
per i fononi acustici esse sono proporzionali a 72 (si veda la (69,10)).
Percid nella situazione considerata arriviamo alla legge x o 1/7.

§ 71. Idrodinamica del gas fononico in un dielettrico

La conservazione approssimata della quasi-quantitd di moto per
I'ipotesi che la lunghezza del cammino libero I, per gli urti normali
sia piccola rispetto alla lunghezza del cammino libero I, per i pro-
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cessi - umklapp, .
lN/lU~ 'VU/'VN<< 1, (71’1)

rende il sistema fononico in un cristallo alle basse temperature sotto
molti aspetti simile a un gas ordinario. Gli urti normali stabiliscono
I'equilibrio intrinseco in ogni elemento di volume del gas (pil gran-
de di ly), che puo muoversi inoltre con velocitd arbitraria V. Se la
velocitd V e la temperatura T variano notevolmente soltanto a di-
stanze maggiori di Iy (e in tempi pia lunghi di 1/vy), allora si pud
ottenere per queste grandezze un sistema di equazioni « idrodinami-
che ». Costruiamole nell’approssimazione lineare rispetto alla velo-
¢ita V e al gradiente della temperatura, che supporremo infinitesimi
dello stesso ordine. Inoltre, per rendere piu facile la scrittura delle
formule supporremo nuovamente (come al § 69) che il cristallo abbia
simmetria cubica.

Una delle equazioni cercate esprime la legge di conservazione
dell’energia e si otliene sostituendo nelle formule (67,3-4) la funzione
di distribuzione (69,2). Gli integrali rispetto a w (kV) dN,/dw
e oulN, si annullano per integrazione estesa alle direzioni k (cir. la
nota a pag. 345). La funzione ¥, (0) dipende dalle coordinate e dal
tempo soltanto mediante 7. Trascurando i termini con il prodotto
V VvV T otteniamo

Ba S + BT div V=0, (71,2)

dove
Ps = 9E,/oT, (71,3)

E, ¢ la densitd d’equilibrio dell’energia e B, & definito dalla (69,8).
L’altra equazione esprime la conservazione (approssimata) della
quasi-quantita di moto e si deduce dall’equazione cinetica

N uVN =Sty N+Sty N (71.,4)

sostituendo N nella forma (69,2), moltiplicando per k, integrando
rispetto a d®k e sommando sui diversi tipi di fononi. L’integrale
rispetto a k Sty si annulla in virtu della conservazione della quasi-
quantitd di moto per urti normali. Come risultato otteniaino

BoT -2 4+ B.VT = — vuB,TV (71,5)

con B, e vy, definiti dalla (69,8). Sono le equazioni (71,2)e (74,5) a co-
stituire il sistema cercato di equazioni idrodinamiche per il gas fo-
nonico in un dielettrico.

I1 termine esponenzialmente piccolo (con vy) a secondo membro
dell’equazione (71,5) rappresenta 1'influsso dei processi umklapp. Se
questo termine viene trascurato, la quasi-quantitd di moto si con-
serva rigorosamente. In queste condizioni in un gas fononico si
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possono propagare onde non smorzantisi, analoghe alle onde del
secondo suono in un superfluido (V. P. PeSkov, 1946). Escludendo
infatti V dalle (71.,2) e (71,5) otteniamo
er B .
iy (71.6)
cioé ’equazione d’onda che descrive la propagazione delle cscilla-
zioni della temperatura con la velocita

uy = (B1/B2Bs)". (711,7)

Come si é detto, i contributi agli integrali §,, ;. P; alle basse tem-
perature provengono principalmente solo dai rami acustici dello
spettro. Per le leggi lineari della dispersione di w (k) gli integrali
sono proporzionali a 7?3; inoltre la velocitad (71,7) non dipende dalla
temperatura e ha l'ordine di grandezza della velocita del suono ).

Abbiamo supposto finora illimitate le dimensioni del cristallo.
Alle basse temperature, quando la lunghezza del cammino libero dei
fononi cresce rapidamente, pud essere reale una situazione in cui
essa sia commensurabile o persino superiore alle dimensioni del cri-
stallo L. Cid si riferisce soprattutto alla lunghezza I, che cresce
esponenzialmente.

Consideriamo la trasmissione di calore in un dielettrico nell’ipo-
tesi che sia ;> L (questa condizione sara precisata piu avanti) e al
tempo stesso Iy < L; quest’ultima condizione consente di ricorrere
alle equazioni dell’idrodinamica dei fononi (J. A. Sussmann, A. Thel-
lung, 1963; R. N. Gurzi, 1964).

Grazie alle disomogeneita microscopiche della superficie del
cristallo, la riflessione dei fononi da parte della superficie avvie-
ne, di solite, in modo disordinatoe {in mode diffusionale, come si
suole dire); cio vuol dire che la velocita macroscopica V del gas fono-
nico si annulla sulla frontiera. Ma le equazioni (71,2) e (71,5) non
ammettono questa condizione al contorno; le loro soluzioni possono
soddisfare solo la condizione che si annulli la componente della
velocitd normale alla superficie. Come nell’idrodinamica dei fluidi
ordinari, la condizione al contorno di annullamento della componente
tangenziale della velocitd richiede di tener conto della viscosita.

Nel caso stazionario dall’equazione (71,2) ricaviamo div V = 0.
L’inclusione della viscositd conduce alla comparsa al secondo mem-
bro dell’equazione (71,5) di un termine contenente AV, che & simile
al termine analogo nell’equazione di Navier-Stokes dell’idrodinami-
ca di un fluido viscoso ordinario. Nel caso stazionario questa equa-

1. In un liquido isotropo con spettro energetico fononico (1’elio superfluido
alle basse temperature) esiste sempre un ramo acustico in cui ® = uk. In questo

caso B,/B = u?, B,/Bs = 1/3 e la velocitd del secondo suono u, = w/\/ 3.
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zione assume la forma

%FVT=HAV—VUV. (71,8)

La grandezza p ha dimensione cm?/s e svolge il ruolo di viscosita
cinematica del gas fononico ). Il suo calcolo richiede in teoria di
risolvere 1'equazione cinetica corrispondente. Per stimarne l'ordine
di grandezza, invece, si pud ricorrere all’ordinaria formula cinetica
dei gas, secondo la quale

B~ Lo~ uvy. (71,9)

Gli effetti dimensionali giocano un ruolo prevalente quando nel-
Yequazione (71,8) si pud trascurare il termine v,V rispetto a pAV.
Supponiamo, ad esempio, che il calore si trasmetta lungo una sbarra
cilindrica di spessore R. Quest’ultimo definisce la lunghezza carat-
teristica per la variazione della velocitd V in modo che AV ~ V/R2
Vediamo che si pud trascurare il termine v,V se p/R?*>vy. Con la
stima (71,9) questa condizione si scrive ;> legy, dove ,

legt ~ R2/1y (71,10)

svolge il ruolo di lunghezza efficace del moto dei fononi in un corpo
limitato. Viceversa, per ley>> Iy le dimensioni del corpo sono ines-
senziali e sussiste la legge (69,14).

Il processo di trasmissione del calore lungo la sbarra, per I,>>
> logy, assume il carattere della corrente di Poiseuille di gas fono-
nico viscoso. La si puo caratterizzare mediante il coefficiente effi-
cace di conducibilitda termica che definisce la densita del flusso
d’energia come —wney VT, dove yT & il gradiente della temperatura
lungo }a sbarra. Questo flusso si pud stimare sostituendo la (71,10)
nell’espressione xesp ~ Culery. Alle basse temperature il calore speci-
1ico del reticolo &€ C o T3. La lunghezza, invece, & Iy ~ u/vy oo I'-5
(secondo la (69,15)). Percio la conducibilitad termica efficace &

Hegt o RXT® per R*ly < ly << R; (71,11)

essa decresce al diminuire della temperatura. )
Infine, a temperature ancora pit basse, quando anche la lunghez-
za Iy > R, gli urti reciproci tra i fononi diventano, in generale, ines-
senziali (alla pari della situazione di Knudsen nei gas ordinari for-
temente rarefatti). Allora il ruolo della lunghezza del cammino libero

1) Pensando solo all’analisi qualitativa del problema, trascuriamo qui
completamente I’anisotropia del cristallo. Si deve tenere presente che, anche in
presenza di simmetria cubica, la viscosita & descritta non da un coefficiente scala-
re di viscositd, bensl da un tensore di quarto rango, con piu di una componente
indipendente.
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pair,sa alle dimensioni del corpo R e la conducibilita termica efficace
vale
Hepp ~ CuRR = TSR (71,12)

(H. B. G. Casimir, 1938).

§ 72. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde lunghe

I1 carattere dell’assorbimento del suono in un cristallo dielettrico
dipende sostanzialmente dal rapporto tra la lunghezza dell’onda e la
lunghezza del cammino libero ! dei fononi termici. Se la lunghezza
d’onda é grande rispetto a I (fl< 1, dove f & il vettore d’onda dell’on-
da sonora), allora & applicabile la teoria macroscopica basata sulle
equazioni della teoria dell’elasticita (si veda VII, § 35). Secondo que-
sta teoria il coefficiente di assorbimento del suono & composto di
due termini definiti dalla conducibilita termica e dalla viscosita del
mezzo, rispettivamente. Entrambi questi termini sono proporzionali
al quadrato della frequenza. Ci proponiamo qui di determinarne
la dipendenza dalla temperatura.

Il contributo proveniente dalla conducibilitd termica al coeffi-
ciente di assorbimento del suono si esprime, come ordine di grandezza,
mediante la formula ?)

T 2
Teerm ~ 02 755, (72,1)

dove o ¢ il coefficiente di dilatazione termica del corpo, C la capa-
cita termica dell’unita di volume, p la densitd. Ad alte temperature,
T > 0, la conducibilitd termica % ~ 1/7, mentre C e a sono indi-
pendenti dalla temperatura (si veda V, §§ 65, 67). Percid in questa
regione yierm non dipende dalla temperatura. Alle basse temperature
la dipendenza di yierm dalla temperatura é definita in primo luogo
(nel reticolo perfetto) dalla conducibilitd termica, che cresce espo-
nenzialmente al diminuire di 7. ‘

Consideriamo ora la parte del ccefficiente di assorbimento del
suono legata alla viscosita (4. I. Achiezer, 1938).

Un campo esterno sonoro, poiché deforma macroscopicamente il
reticolo cristallino, modifica la legge di dispersione dei fononi. La
lunghezza d’onda dei fononi termici € piccola rispetto alla lunghezza
d’onda del suono; percid rispetto a un fonone termico si pud ritenere
omogenea la deformazione, cioé supporre che il fonone si trovi in un
reticolo sempre regolare, ma con periodi cambiati. In prima appros-
simazione rispetto alla piccola deformazione, la frequenza o (k) del
fonone in questo reticolo & legata alla frequenza o ® (k) nel reticolo

1) Per fissare le idee, scriviamo il coefficiente di assorbimento per 1'unitd
di cammino. Le dipendenze dalla frequenza e dalla temperatura restano le stesse
per il coefficiente di assorbimento nell’unitd di tempo, in quanto ambedue le
definizioni differiscono per un solo fattore costante, la velocitd del suono.
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non deformato, mediante la formula

© & =0 © & (1 + AgpUap), (72,2)
dove -
18U, | oUg
V=7 (G + 7r)

é il tensore di deformazione (U & il vettore spostamento). Il tensore
Ao p, che caratterizza il cristallo, in generale dipende da k; per i fo-
noni acustici a onda lunga, che ubbidiscono a una legge di disper-
sione lineare esso non dipende, perd, dal valore assoluto di k.

L’espressione tra parentesi nella (72,2) dovrebbe contenere anche
un termine della forma A rot U, che esprime la seguente circostanza
banale: se la deformazione implica la rotazione dell’elemento di
volume del reticolo (rot U 5= (), allora gli assi (del reticolo inverso),
rispetto ai quali deve essere definita la quasi-quantitd di moto del
fonone nella legge di dispersione, cambiano di direzione; il termine
A rot U esprimerebbe il calcolo corrispondente di k. Non scriviamo
questo termine nella (72,2), poiché é evidenle a priori che esso non
incidera sulla dissipazione dell’energia nell’onda sonora in questione:
Peffetto’ fisico reale, ossia la dissipazione, non pud dipendere dal
vettore rot U, non nullo gid per una semplice rotazione del corpo
come un tutt’uno.

La variazione della funzione di distribuzione dei fononi causata
dalla deformazione del reticolo & definita dall’equazione cinetica

aN ON
%—(0—4—77,—]':8‘31\7, (72,3)
dove St V é I'integrale degli urti fonone-fonone (67,6) e T la velocita
di variazione della temperatura in un dato punto del cristallo legata
inevitabilmente alla deformazione. Linearizzando nel modo abitua-
le questa equazione e introducendo la funzione ¥, definita dal-
la (67,15), la riduciamo alla forma
020 (RapUup — =) =1 (1), (72,4)
dove I (y) & I'integrale degli urti linearizzato (67,17). La derivata ©
a primo membro ¢ espressa mediante la (72,2); qui e pit avanti omet-
tiamo I'indice (0) nella frequenza imperturbata.
L4

La derivata I' puo essere espressa, in linea di principio, mediante
lo stesso tensore A,g. Dopo aver moltiplicato ambedue i membri
dell’equazione (72,4) per ®, integrato sullo spazio k e sommato su
tutti i rami dello spettro fononico, il secondo membro dell’equazione
si annulla in virtu della conservazione dell’energia in seguito ad
urti. Il primo membro, invece, da

S =RaiUaps (72,5)
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doveA,p & il valore medio del tensore Agp, calcolato rispetto a
©°0N,/dw. In ambedue i casi limite, ossia ad alte e basse tempera-

ture, il valore A,p & indipendente dalla temperatura. Infatti, per-
T>> O nel calcolo della media sono i fononi con quasi-quantita di.
moto indipendente dalla temperatura, A~ kmax ~ 1/d, a svolgere il
ruolo essenziale. Per 7' © sono importanti i fononi acustici a onda
lunga, per i quali A,p & indipendente da k e percid il calcolo della
media non implica la dipendenza dalla temperatura.

Ponendo Aqp — Ayp = Ags. scriviamo 1’equazione cinetica nella
forma

Ny~ =
® == hogUag=1 (). (72,6)

In seguito, deduciamo la formula che definisce la dissipazione
dell’energia in un gas fononico non in equilibrio. A tal fine partiamo
dall’espressione dell’entropia nell’unitd di volume del gas di Bose:

§=3 S (N+1)In(N+1)—N ln]\f}—%— (72,7)
E4

(si veda V, § 55). Derivando questa espressione rispetto al tempo,.
troviamo

: s N1 d%
§= SNln S (72,8)
g

Sostituendo qui N con I'integrale St NV (si veda il § 4) e realizzando-
determinate ridefinizioni delle variabili k, k,, k, nei due termini.

dell’espressione (67,6), riduciamo S alla forma

(V1 +1) NN, X
Ni(No+1)(N34-1) 7

a1

§=z 2 S w (ky» ks ky) 8 (03— 0z — @) In
818283 :

d3k, ddk,

X UNy+1) Mol g— N (N + 1) (Vs + )] -5

Moltiplicando questa espressione per T, otteniamo la funzione di
dissipazione, ossia ’energia dissipata nell’unitd di tempo nell’unita
di volume. Sostituendovi N = N, + 8N (con 8N rappresentato-
nella forma (67,15)) e limitandoci ai primi termini quadratici dello-
sviluppo in 8NV, otteniamo

T‘§=’217‘ Sw(kz’ ks; k) 8 (0 — 0, —03) X
818283
- a3k, &k,
X (Nog+1) NpplNgs (X:“‘Xz"‘Xs)z“'(zln—)a&- (72,9)
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Le formule scritte sono sufficienti per la definizione della dipen-
denza del coefficiente di assorbimento del suono dalla temperatura.
Consideriamo dapprima la regione delle alte temperature.

In questo caso I’integrale degli urti I (y) contiene la temperatura
soito forma del fattore T2 (si veda l'inizio del § 68). A primo mem-
bro dell’equazione cinetica (72,6) abbiamo o 0N /0o =~ —T/o e,
inoltre, per la massa fondamentale dei fononi la frequenza o ~ &)
& indipendente dalla temperatura. Troviamo cosi per queste frequenze

1
y S T}"aﬁUObﬂ'

Dall’espressione (72,9), nella quale si deve porre N, = T/w>> 1,
concludiamo ora che la funzione di dissipazione non dipende dalla
temperalura. Lo stesso vale anche per il coefficiente di assorbimento,
che si ottiene dividendo la funzione di dissipazione per una grandez-
za indipendente dalla temperatura, cioé per la densita del flusso di
energia nell’onda sonora. Quindi, per T>> © le parti del coeffi-
ciente di assorbimento del suono dovute alla viscosita e alla conduci-
bilitd termica sono indipendenti dalla temperatura.

Alle basse temperature & necessario sottolineare soprattutto la
distinzione teorica col problema della conducibilita termica: un
valore finito del coefficiente di assorbimento del suono si ottiene
gia trascurando i processi umklapp (la frequenza dei quali alle basse
temperature & piccola). Ricordiamo che nel caso della conducibilita
termica la mancanza di soluzioni dell’equazione cinetica, senza te-
ner conto dei processi umklapp, si manifestava moltiplicando que-
sta equazione per k e integrandola su tutlo lo spettro fononico: il
secondo membro dell’equazione si annulla, mentre il primo membro
2 diverso da zero a priori (cfr. la (69,6)). Per I'equazione (72,6) questa
contraddizione non si rivela: poiché il suo primo membro ¢ una fun-
zione pari di k, dopo la moltiplicazione per k diventa una funzione
.dispari e 1'integrazione rispetto a d® lo annulla. Si intende inoltre
che si annulla anche 1’integrale del termine che contiene 1’operatore
.dei processi umklapp, ossia 1'integrale kIy (). Poiché cio non
avviene automaticamente, in forza di una qualsiasi legge di conser-
vazione, con questo si impone una determinata condizione alla solu-
zione dell’equazione cinetica, vale a dire che la funzione y (k) deve
-essere pari rispetto a k (allora ki y(y) & una funzione dispari; si vede
facilmente che 1’operatore I non cambia la parita della funzione y).
Questa condizione elimina ’arbitrio dovuto all’esistenza (in assenza
di processi umklapp) di una soluzione « parassita », dispari rispet-
to a k, della forma y = k&V e viene garantito il passaggio al limite
.corretlo in caso di assenza di questi processi.

Pet T < © sono i fononi con energia w ~ I a svolgere il ruolo
fondamentale nell’integrale degli urti (e nella funzione di dissipa-
zione). Si tratta dei fononi a onda lunga dei rami acustici dello spet-
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tro; le loro frequenze dipendono linearmente da k e percio k~ T/u.
Secondo la (66,14), per gli urti di questi fononi la funzione w nell’in-
tegrale (67,17) & proporzionale a kk,k,. La funzione di distribuzione Ny
dipende unicamente dal rapporto ®/7, in modo che per @ ~ T ab-
biamo Ny~ 1. Si integra rispetto a d*;,= k}dk,do,, inoltre, rispetto
a k, nella regione ~ 7. Ciascun fattore &, k,, k,, quindi, porta nel-
I'integrale il fattore T e la funzione delta il fattore 1/7. Intal modo,
troviamo che tutto I'integrale, nel senso della sua dipendenza dalla
temperatura, si stima come y7*. Il primo membro dell’equazione
cinetica (72,6) per @ ~ T & indipendente dalla temperatura. Di qui
troviamo che per o~ T :

X T—4xocﬂl].al5-

Dopo questa operazione, una stima analoga dell’integrale (72,9)
conduce al risultato che la funzione di dissipazione e con essa la parte
del coefficiente di assorbimento del suono proveniente dalla viscosita
sono inversamente proporzionali a 7. Quindi,

Yvise ™ 0T per T < O. (72,10)

La possibilita di fare a meno dei processi umklapp fa si che questa
parte del coefficiente di assorbimento cresce al diminuire della tem-
peratura soltanto come una potenza e non come un esponenziale.

L’uso della funzione di dissipazione nella deduzione esposta ha
consentito di evitare il problema di esprimere il tensore degli sforzi
viscosi nel cristallo mediante la funzione di distribuzione dei fononi;
la non banalita di questo problema & legata al fatto che si tratta del
tensore di densitad del flusso della quantitd di moto effettiva, che
non coincide affatto con la quasi-quantitd di moto dei fononi. Mo-
striamo in che modo & possibile ottenere questa espressione dalla
forma della funzione di dissipazione.

A tal fine partiamo nuovamente dall’integrale (72,8), rappresen-
tando questa volta la derivata N sotto forma dell’espressione che
figura a primo membro dell’equazione cinetica (72,6). Quanto al
logaritmo nell’espressione integranda, lo riscriviamo nella forma

(si veda la (67,16))

= [ (14 )]

Come risultato otteniamo

. ~ d:;k .
5= Smxaﬁasz « Ugps (72,11)
F
dove 8N = — y dN,/dw (il termine contenente il fattore @ al posto

di x si annulla identicamente in virtu della definizione di Aqp).
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Qui si puo scrivere semplicemente Anp al posto di Ayp = Aop — Agps
poiché 1'integrale con il fattore costante A, si annulla in accordo
con la condizione supplementare (67,14) che si impone a O/V.
D’altra parte, la funzione di dissipazione (riferita all’unitd di
volume) si esprime attraverso il tensore degli sforzi viscosi ogp

come —Ogp U.ag (cfr. VII, § 34). Il confronto con la (72,11) conduce,
quindi, alla seguente espressione per il tensore degli sforzi viscosi:
d3k

ohp= S ©hapdN 5 (72,12)
£

(V. L. Gurevic, 1980).

§ 73. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde corte

Nel caso inverso delle onde corte, fI>> 1, il processo di smorza-
mento dell’onda sonora si pud considerare come risultato dell’assor-
bimento di quanti separati di suono in seguito al loro urto con i fo-
noni termici (L. D. Landau, Ju. B. Rumer, 1937). La possibilita
di un tale approccio richiede che 1'energia e la quantita di moto dei
fononi termici siano definiti con sufficiente precisione: nel variare,
in seguito all’assorbimento di un quanto sonoro, 1'energia e la quan-
titd di moto devono cadere in una regione all’esterno dell’indetermi-
nazione quantistica, legata al fatto che la lunghezza del cammino
libero ¢ finita; questa condizione & garantita dalla disuguaglianza fl >
> 1. Questa situazione in effetti pud verificarsi soltanto alle basse
temperature, quando la lunghezza del cammino libero diventa suf-
ficientemente grande.

In prima approssimazione, ¢iaé con I’inclusione dei processi cui
partecipa il numero pia piccolo di fononi, si ha a che fare con i pro-
cessi a tre fononi

ky + =k, o+ o= o0, (73,1)

dove o e f sono I’energia e la quasi-quantita di moto del quanto so-
noro, mentre o;, k; ¢ w,, k, si riferiscono ai fononi termici. Le ener-
gie e le quasi-quantita di moto dei fononi termici sono w,, wy~ T
ky, ky~ T/u. Supporremo nel seguito che

ho< T. 73,2y

Allora ©,, w, e &y, k, saranno grandi rispetto a o e f.

Come abbiamo visto al § 68, le leggi di conservazione (73,1)
possono essere verificate soltanto se la velocita del fonone termico
supera quella dei quanti sonori assorbiti (o emessi). Senza soffer-
marci sulla discussione dei diversi casi possibili, supporremo che
I’onda sonora non sia « longitudinale » (cioé non corrisponda al ra-
mo acustico dello spettro fononico con la velocitd piu elevata), in



DIELETTRICE 365

modo che la condizione suindicata pud essere soddisfatta. Essendo
piccoli e f, i fononi termici iniziale e finale appartengono, in gene-
rale, a un medesimo ramo acustico dello spettro fononico; alle basse
temperature essi sono a onda lunga. .

Le probabilita di emissione o di assorbimento di un fonone nei
processi a tre fononi sono date dalle formule (66,9) o (66,11). In
questo caso i numeri di riempimento ¥, = N (k;) e N, = N (k,) sono
definiti dalla funzione di distribuzione d’equilibrio di Planck (67,9).
L’onda sonora macroscopica corrisponde a un numero di riempimento
molto grande di un dato stato fononico f; & ovvio che si pud trascurare
1'unita rispetto a questo numero. Omettendo il fattore N (f) ottenia-
mo la probabilita riferita a un quanto sonoro.

Quindi, la probabilita di assorbimento di un quanto sonoro, in
Seguito ai suoi urti con i fononi termici con tutti i valori possibili k

1
é data dall'integrale

§ Ak ikaf N, (Vo4 1) 8 (0 + 0 —09) 524 (73,3)

Quanto alla possibilita del processo inverso, di emissione di un fono-
ne f da parte di tutti i fononi possibili k,, essa &

§ Akt Ny (N +0) 8 0+ 0—0)) gt (73.4)

Nelle formule (66,9) e (66,11) figura la funzione w scritta, secondo la
(66,14), nella forma Ak,k.f e si & tenuto conto del fatto che tutti
e tre i fononi sono a onda lunga (4 & funzione delle direzioni di tutti
i fononi).

L’assorbimento di fononi (la velocitd relativa di diminuzione
del loro numero) ¢ definito dalla differenza tra queste due probabili-
ta. Poiché la frequenza o & piccola rispetto a ®, e ®,, allora

Ny (Ny+-1)— (N, +1) Ny= N, — N, = — 2o,

Oy
In tal modo, il coefficiente di assorbimento &

Y oo of 5 Akikzl oN,

0w,

‘6 (@, + 6 — 0,) d%,. (73,5)

Vediamo come questa grandezza dipende dalla frequenza del
suono o e dalla temperatura del cristallo 7. Questa dipendenza
é determinata completamente dal fatto che tutte le frequenze che figu-
rano nella (73,5) sono funzioni omogenee del primo ordine dei vettori
d’onda. Per rendere piu facili le considerazioni si pud ritenere che
o = Uf, v, = uk,, 0, = uk,, dove U e u sono velocitd indipen-
denti dalla direzione.
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Essendo piccolo f, si pud porre k; ~ k,. Per la stessa ragione
u

0
mz—m,z—;l'z—’l—fzufcosez—-m 77

cos 0,
dove 0 & I'angolo tra f e k. Allora abbiamo
1
8 (0 +0—ay) =8 (1 — - cos8)
e l'integrale (73,5) assume la forma

oo SAkf l.%’l_la (1 — o cos8) ki dk dcos®,  (73.6)

U
ossia, dopo l'eliminazione della funzione 6,
aN
X
7o ® Skl | ke

Poiché N, & funzione soltanto del rapporto w,/T = uk,/T (per con-
vergenza rapida si pud estendere 1'integrazione rispetto a k, fino
a o), I'integrale restante & proporzionale a T*. Quindi,

yoo ol (73,7

Notiamo che il coefficiente di assorbimento del suono risulta essere
proporzionale alla prima potenza della frequenza.

E da notare anche che con la condizione suindicata (73,2) il mec-
canismo studiato di smorzamento del suono & completamente analo-
go allo smorzamento di Landau in un plasma. In questo caso gli
« elettroni di risonanza » seno i fononi che si muovono in fase con
I'onda sonora. E naturale percido la similitudine tra la (73,6) e la
formula (30,1), che esprime lo smorzamento di Landau.



Capitolo VIII

LIQUIDI QUANTISTICI

§ 74. Equazione cinetica delle quasi-particelle nel liquido di Fermi

L’equazione cinetica per le quasi-particelle in un liquido di Fer-
mi ordinario & stata giad considerata in un altro volume del Corso
in relazione al problema della propagazione delle oscillazioni in
esso (si veda IX, §§ 4, 5); a tal fine I'integrale degli urti nell’equazio-
ne era inessenziale. Continuiamo ora lo studio dell’equazione cine-
tica, tenendo conto della sua applicazione ai processi dissipativi do-
vuti proprio agli urti.

Le quasi-particelle nel liquido di Fermi hanno spin 1/2. Corri-
spondentemente, la loro funzione di distribuzione &, nel caso genera-
le, una matrice rlspetto alle variabili di spin. Ma in una larga cate-
goria di problemi é sufficiente considerare le distribuzioni indipen-
denti dalle variabili di spin. In questi casi la funzione di distribu-
zione si riduce alla funzione scalare n (r, p), normalizzata in modo
tale che n d®p/ (2ntA)® € il numero di quasi-particelle (nell’unitd di
volume) con quantitad di moto nell’intervallo d®p e con la proiezione

“dello spin data; si supporra cid pill avanti ai §§ 74-76.
. La proprleta caratteristica dello spettro del liquido di Fermi
& che 'energia delle quasi- partlce]le ¢ & un funzionale della funzio-
ne di distribuzione. Quando quest’ultima varia di poco,

n (v, p) = ng (p) + 6n (r, p) (74,1)
(no & la distribuzione d’equilibrio), I’energia cambia di
se(r. )= | #(p. p) 81 (r, ) b, (74.2)

dove f (p, p’) @ la funzione d’interazione delle quas1—part1celle In tal
modo alla distribuzione (74,1) corrisponde 1'energia delle quasx-
particelle

e (r, p) = g (p) + 6 (r, P) (74,3)

dove ¢, (p) & 1'energia corrispondente alla distribuzione d’equilibrio.
L’equazione cinetica dice che

On 4 08 on & On _Spn. (74,4)
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La sua particolaritd & che in un liquido disomogeneo il primo mem-
bro dell’equazione contiene un termine con la derivata de/dr anche
in assenza di campo esterno, a causa della dipendenza di e dalle coor-
dinate, introdotta dall’espressione (74,3).

L’integrale degli urti a secondo membro dell’equazione (74,4) ha
la forma

Stn= S wp,pp.py)In'n, (1—n)(1—n)—nny (1—nr') X

. n _d%py dp’

X (A—n)18(e+e,—e' —e) TELE-,  (74,5)
dove n, ny, n', nj sono funzioni delle quantita di moto p, p;, p’, pi
delle quasi-particelle collidenti. La legge di conservaziome della
quantitd di moto in seguito agli urti si intende inclusa, in modo che
p + p = p -+ p;; percid nella (74,5) si integra soltanto rispetto
a due (e non a tre) quantitd di moto. La conservazione dell’energia,
invece, & garantita dalla funzione delta scritta in forma esplicita.
Infine, w ¢ la funzione delle quantitd di moto che definisce la pro-
babilita d’urto. Il primo e il secondo termine tra parentesi quadre
definiscono rispettivamente i numeri di quasi-particelle che arrivano
in uno stato quantistico e che lo lasciano in seguito agli urti. Questi
termini differiscono dai termini analoghi nell’integrale degli urti
per il gas di Boltzmann per i fattori (1 — n), . . . La comparsa di
questi fattori & legata alla statistica di Fermi, per la quale gli urti
possono condurre le quasi-particelle soltanto in stati non ancora
occupati.

L’approssimazione di Born & in generale inapplicabile agli urti
tra le quasi-particelle nel liquido di Fermi. Cionondimeno le pro-
babilita dei processi di diffusione diretto e inverso si possono ritenere
uguali. Consideriamo ora le medie delle grandezze rispetto alle di-
rezioni degli spin delle quasi-particelle. In queste condizioni la pro-
babilitd di diffusione risulta dipendente solo dalle quantitd di moto
iniziali e finali delle quasi-particelle collidenti. Questa circostanza
permette di applicare qui le stesse considerazioni sfruttate al § 2,
per la deduzione del principio dell’equilibrio dettagliato nella for-
ma (2,8). Quello che pill importa in questo caso ¢ che nel liquido di
Fermi si abbia sempre invarianza rispetto all’inversione spaziale.
Quindi, siamo giunti all’uguaglianza

w @, pi; P, P1) = w (P, Py Py Pi)

che abbiamo gii usato nell’integrale degli urti (74,5). La funzione w
dipende in generale dai numeri di riempimento degli stati e, quindi,
dalla temperatura. Ma essendo piccola la temperatura (essenziale
per tutta la teoria del liquido di Fermi), nell'integrale degli urti con w
si deve intendere la funzione calcolata per T = 0.
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Cosi come deve essere, 1'integrale (74,5) si annulla identicamente
sostituendo ad » la funzione di distribuzione d’equilibrio di Fermi

no (e) = exp 7t +1 ] (74,6)

QOsservando infatti che

g

o =exp (_ e—;u )7,

vediamo immediatamente che per la legge di conservazione dell’ener-
gia si ha 'uguaglianza

[
Noloi Noloy

A—no) (A—non)  U—ng) (1—nd)

(74,7)

Precisiamo, con l'aiuto dell’equazione cinetica, in che modo si
esprimono nei termini della funzione di distribuzione le leggi di
conservazione della massa, dell’energia e della quantitd di moto per
il liquido di Fermi. La dipendenza dell’energia delle quasi-particelle
dalla loro distribuzione conferisce a questo problema una specificita
determinata.

Integriamo rispetto a 2d%p/(2nk)® i due membri dell’equazione
(74,4), dove il fattore 2 tiene conto delle due direzioni possibili dello
spin. In virtd della conservazione del numero di quasi-particelle in se-
guito ad urti, l'integrale di St n si annulla. Integriamo per parti
I'integrale del termine —(dn/dp) (de/dr) a primo membro dell’equa-
zione, per cui quest’ultima assume la forma

dN -
—+ divi==0,
dove N & la densitd del numero di quasi-particelle,

i=(v), (74,8)

e v =09¢e/dp & la velocitd delle quasi-particelle *). Questa & 1'equazio-
ne di continuitd per le quasi-particelle, in modo che i rappresenta
la densitd del loro flusso. Poiché il numero di quasi-particelle nel li-
quido di Fermi coincide con il numero di particelle proprie, i rap-
presenta al tempo stesso la densita di flusso delle particelle proprie
“in modo che i = {p/m).

Applichiamo ora le stesse operazioni all’equazione (74,4) molti-
plicando preliminarmente per p ambedue i suoi membri. L’integrale
di p St n si annulla a causa della conservazione della quantita di

1y Qui e pii avanti in questo paragrafo il simbolo {. ..) esprime 'l’integra-
zione rispetto alla disiribuzione n:

2d3p
(...):::S cer n-(zn—h)—s—.
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moto totale delle quasi-particelle in seguito ad urti. Quanto al primo
membro, scritto nelle componenti vettoriali da

9 (pa) ( dn_ dc  on 0de ) 2d3p
9t +SP°= 3z5 Opp  Opp 0zp ) (2mAY *

Riscriviamo 1'espressione integranda nel secondo termine nella forma
9 oe ae a ( oe )
9zp (pa T n)+n 9zq — opp \Po Tz ) -
L'integrazione annulla il terzo termine e il secondo termine da la
derivata dE/dz, della densitd di energia del liquido E; ricordiamo

che 1'energia delle quasi-particelle nel liquido di Fermi & definita
precisamente in base alla variazione dell’energia interna:

2d3p
GE == S eﬁnW . (74,9)

Otteniamo cosi I’equazione di conservazione della quantita di moto
nella forma

a anaﬂ -
FI {Pa)+ —m—— 0,

dofle il tensore della densita di flusso della quantita di moto &
Haﬂ = (pavp} + aaﬁ (e) — E). (74,10)

Infine, moltiplicando per & i due membri dell’equazione (74,4)
e integrando, otteniamo analogamente 1’equazione della conserva-
zione dell’energia

0E/dt + div q = 0,

dove la densitad del flusso d’energia &
q = {ev). (74,11)

In equilibrio tutti i flussi i, gy I, si annullano. Per essi otteniaa
mo espressioni lineari rispetto alla piccola correzione &n nell-
distribuzione perturbata (74,1).

La funzione d’equilibrio n, dipende unicamente dall’energia della
quasi-particella e, inoltre, questa stessa energia corrisponde proprio
alla distribuzione d’equilibrio. Indicando questa circostanza con
I’indice zero in e, scriviamo la definizione (74,1) nella seguente forma
pit precisa:

n (r, p) = no (&) + on (r, p)- (74,12)

Se invece esprimiamo £, in funzione dell’energia reale e della quasi-
particella, allora si deve scrivere
ano

1, (80) = n, () — B¢ e
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e la distribuzione perturbata sara rappresentata nella forma

n (s, ) = ny (&) + 6n (r, p), (74,13)
o ) , , 3,7
n=06n— 8¢ Z’;" =0n— a',:.o jf(PvP)‘Sn(T,P)(TdHE)T.

Poiché negli integrali (74,8-11) e e v = de/dp sono gia 1’energia
e la velocita reali della quasi-particella, & sufficiente sostituirvi n
nella forma (74,13) e otteniamo immediatamente
. ~  2d%p _ ~ 243
1—S vﬁnw, q—Ssvﬁn—(W,
~ 2d3p (74,14)
Hyp= S Pavsdn —os

(nell’ultima espressione abbiamo usato anche la (74,9)). Ora, quando

sono separati i termini del primo ordine in &n, negli integrali (74,14)
si pud intendere, ovviamente, &€ come ¢, (p).

Rappresentiamo 6r, cosi come 1'abbiamo fatto piu volte, nella
forma

0"»0

o - (74,15)

In questo caso la separazione del fattore dn,/de ha un significato par-
ticolare. La perturbazione &n & concentrata nella zona in cui si smus-
sa la distribuzione di Fermi. Nella stessa zona la derivata ony/de
& anch’essa non nulla; dopo la separazione di questo fattore la fun-
zione rimanente sara una funzione lentamente variabile. Accanto
alla (74,15) scriviamo

on= —1

ng (1 —no)

bn=—gone = Talong o (74,16)

dove

n Ong (e n d3p’
o=v— {70 0) By o p) B2 (417)
Nell’approssimazibne zero rispetto al piccolo rapporto T/ep, si
pud sostituire la funzione n, (¢) con una funzione a gradini che si
interrompe sull'energia di frontiera ep. Allora
6n0

= —b8(e—ep) (74,18)

e I'integrazione in d®p si riduce a quella estesa alla superficie di Fer-
mi ¢ = ep. L’elemento di volume tra due superfici isoenergetiche
infinitamente vicine nello spazio dei vettori quantitd di moto vale

dS d
ToerapT * (4.49)
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dove dS & l'elemento d’area della superficie isoenergetica. Percid
I’integrazione rispetto a d®p si trasforma in quella estesa alla super-
ficie di Fermi mediante la formula

S...(S(a——eF) d3p=5 . (74,20)

VF

dove vy & il valore della velocitd sulla superficie di Fermi. L’espres-
sione (74,20) non tiene ancora conto della sfericita della superficie;
sulla sfera dSy = p¥ do con pp costante.

Dopo questa trasformazione la definizione (74,17) assume la forma

| s
@ (e B) = (r. D)+ | 1 (P, BF) W (x, PF) g+ (74:20)

dove py & la quantita di moto (con direzione variabile!) sulla super-
ficie di Fermi. Il flusso di particelle si esprime nel seguente modo:

s Vg 2dSF
i~ | oG (74,22)
e analogamente per il flusso della quantita di moto. Per il flusso di
energia, invece, 1'approssimazione (74,18) & insufficiente a priori:
essa ridurrebbe q semplicemente al trasporto convettivo dell’energia,
epi, ossia al primo termine nell'espressione

. 7} 243
q=¢gpi— S v(e—~ep) q>—£—°— (pm—r%s— . (74,23)

Per rendere lineare 1'integrale degli urti si deve osservare che
esso si annulla per la distribuzione d’equilibrio r, (€), come funzione
dell’energia reale € ). Percio la linearizzazione si esegue con la so-
stituzione di n nella forma (74,13), (74,16). I caleoli sono simili a
quelli eseguiti per il passaggio dalla (67,6) alla (67,17). Riscrivia-
mo l'espressione tra parentesi quadre nella (74,5) nella forma

1—n)(1—nry)(1—n") (1__n;)[ 1_71.' i ny n n ]

n A—n, 1—n 1—n,

e osserviamo che
F LA | J. A
{—n 1—n, T °

Come risultato otteniamo
1 B ’
Stn=1I(¢)=— S wngng (1—ng) (1 —ng,) X

d3p, d3p’

X (@ + 0] — 9— @) 8 (&' +&f—e—e,) TELEL.

. (74,24)

1) Sottolineiamo il carattere generale di questa osservazione, che si riferisce
a qualsiasi integrale degli urti con la partecipazione delle quasi-particelle di
Fermi e non soltanto all’integrale (74,5).
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Sottolineiamo che la perturbazione cercata (nel risolvere I'equa-
zione cinetica) della funzione di distribuzione entra nell’integrale

degli urti sotto forma della stessa n, che figura nelle espressioni dei
flussi (74,14). Se al primo membro dell’equazione cinetica (74,4) in
generale si possono trascurare i termini con 6n (come nei problemi
del calcolo dei coefficienti di conducibilitd termica e di viscosita;
si veda il§ 75), allora la funzione d’interazione delle quasi-particelle
7 (p, p’) non figura in modo esplicito nel sistema di equazioni ot-

tenuto: le equazioni con la funzione f per 1’incognita dn sono le stes-
se che per f = 0 e 'iricognita dn. In altre parole, in questi problemi
gli effetti del « liquido di Fermi » non si manifestano e formalmente
i problemi sono identici a quelli del gas di Fermi.

Mostriamo che la stessa situazione si verifica anche per una cate-
goria di casi, in cui al primo membro dell’equazione cinetica si devo-
no conservare i termini del primo ordine in 8n. Per una funzione n,
indipendente dalle coordinate questi termini sono

06n+ d8n 98y  Ony 08e
at ar dp dp or

__86n é6n on, 9 ’ n  d3p’
=5 TV V% —a—r—Sf(p,p)Gn(r,p) Crhyp *

Con &n dalla (74,13) essi si riducono alla forma

aon d6n
2 +v 7 * (74,25)

Se si pud trascurare la derivata rispetto al tempo, allora anche qui

figurerd soltanto n.

Queste affermazioni sono valide non soltanto per il liquido di
Fermi elettricamente neutro, qui trattato, ma anche per il liquido
elettronico nei metalli, che sard studiato nel prossimo capitolo.
Tenendo presente questo oggetto e per non tornare piui sulla questio-
ne, facciamo qui qualche osservazione in piu.

Se le quasi-particelle portano la carica elettrica —e, allora in

presenza di campo elettromagnetico, nella derivata p = — de/dr
compare un termine supplementare, ossia la forza di Lorentz agente
sulla carica. Corrispondentemente, a primo membro dell’equazione
cinetica compare il termine

—e(B+[5 B]) 5

Di solito il campo elettrico & supposto debole, per cui nel termine
—¢E on/op & sufficiente porre n = n,. Quanto al termine con il
campo magnetico, esso si annulla identicamente per una funzione
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n, () dipendente unicamente da €. Ma se il campo & forte, allora pud
essere necessaria la conservazione anche dei termini del primo ordine
in 8n. Questi termini sono i seguenti:

e 8 6n e [ 38 dng __
—L Bl -~ [ - B =

_ e d6n dng 9 0e
”"’T["B]{ ap  9c p

(dove v = 9¢,/dp). Nell'espressione tra parentesi graffe si puo intro-
durre il fattore dn,/de, dipendente unicamente da ¢, sotto il segno
0/0p (la sua derivata & diretta lungo v e da zero moltiplicandola per
[vB]). Come risultato questi termini assumono la forma
e adn
- [vB] ———-——ap ’ (74,26)

che contiene di nuovo solianto 6n.

§ 75. Conducibilita termica e viscosita del liqguido di Fermi

La dipendenza dalla temperatura dei coefficienti di viscosita e di
conducibilitd termica del liquido di Fermi pud essere stabilita gia
con semplici considerazioni qualitative (I. Ja. PomeranCuk, 1950).

Secondo la formula elementare della cinetica dei gas (8,11), il
coefficiente di viscositd é n ~ mNwvl, dove m & la massa delle particel-

le, N la densitd del loro numero, v la velocita termica media e ! la
lunghezza del cammino libero. In questo caso da particelle fungono
le quasi-particelle, ma, poiché i numeri delle une e delle altre coin-
cidono, il prodotto mN & una grandezza indipendente dalla tempera-
tura, ossia la densita del liquido ). La velocitd v~ vy, dove vy ¢ la
velocitd indipendente dalla temperatura sulla superficie di Fermi.
La lunghezza del cammino libero & I~ vgt, dove 7 & il tempo tra

- gli urti delle quasi-particelle. Quest’ultimo varia con la temperatura
come 72 (si veda IX, § 1) in modo che anche la viscosita

nes T2 (75,1)

I1 coefficiente di conducibilitd termica & valutato mediante la

formula (7,10): % ~ ¢Nvi, dove ¢ & il calore specifico (riferito a una
sola particella). Per il liquido di Fermi ¢ ~ T e percio

x oo T-L. (75,2)

1) Poiché stiamo cercando la legge limite della funzione % (7T) alle basse
temperature, allora per tutte le grandezze, che per 7 — 0 tendono a un limite
finito, 8i sottintende ovviamente proprio questo limite.
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Per una definizione precisa di 1 e % si deve ricorrere all'equazione
¢inetica. Indichiamo I'andamento dei calcoli sull’esempio della
conducibilita termica.

La trasformazione del primo membro dell’equazione (74,4) & ana-
loga a quella realizzata al § 7 per il problema della conducibilita
termica di un gas classico.

Supponiamo che lungo il liquido esista un gradiente della tempe-
ratura e che, inoltre, il liquido sia, dal punto di vista macroscopico,
fermo. In virth dell’ultima condizione la pressione & costante e la
distribuzione della temperatura stazionaria. A primo membro del-
1'equazione (74,4) sostituiamo a n e ¢ le loro espressioni d’equilibrio
locale, con la temperatura variabile lungo il liquido. Allora delor =
—= 0 o resta il solo termine v dn,/dr (omettiamo 'indice 0 in € e v).
La funzione n contiene solo la combinazione (¢ — w)/T e, poiché
cerchiamo solo le leggi limite (per T— 0), il potenziale chimico
p (T) si pud porre uguale al suo valore per T' = 0 (coincidente con
'energia di frontiera er). Allora
ng (1 —ny)

dn, __ dng
V=r ~ or
e 'equazione cinetica assume la forma

ny(1—ng) = vV =1(9) (75,3)

con I (¢) dalla (74,24). Ma alla soluzione di questa equazione deve
essere imposta una condizione ulteriore, che esprime 1’assenza di
trasporto macroscopico di massa, cioé

an az

S V(P—a-f:— —(2_35‘177?:0' (75,4)
In virtd di questa condizione nel flusso d’energia (74,23) resta solo
il secondo termine.

Come abbiamo gid detto al paragrafo precedente, il sistema di
equazioni (75,3-4) non contiene esplicitamente la funzione di intera-
zione delle quasi-particelle, in modo che il problema della conducibi~
lita termica del liquido di Fermi (cosi come il problema della visco-
sitd) coincide formalmente con lo stesso problema per il gas di Fermi.

In tutti gli integrali il ruolo decisivo spetta alla regione di smus-
samento della distribuzione di Fermi, nella quale e—p~ T e le
quantita di moto delle quasi-particelle sono vicine al raggio pp della
sfera di Fermi. In questa regione e — p = vy (p — pp). Laddove le
quantitd di moto non figurano sotto forma della differenza p — pp,
si pud porre p = pp € ovunque Si pud porre la velocita uguale a vp.
In particolare, cid si pud fare nella funzione w, che diventa funzione
solo degli angoli che definiscono I’orientazione relativa dei vettori p,
Pis P'» Pi- Per p e p, dati la conservazione della quantitd di moto fissa

PRSI
sy Ea



376 " GAPITOLO VIII

'angolo formato dai vettori p' e pt = p -+ pp — P'; I'integrazione
rispetto a questo angolo elimina la funzione delta nell’integrale
degli urti. Dopo questa operazione resta da integrare rispetto ai
valori assoluti p, e p’(oltre alle integrazioni rispetto alle altre varia-
bili angolari). Sostituiamo 1’integrazione rispetto ai valori assoluti
con quella rispetto a T?du,du’, doveu = (¢ — p)/T = vp (p — pr)T
sono le variabili dalle quali dipendono le funzioni di distribuzione ny;
in forza della convergenza rapida, queste integrazioni si possono esten-
dere da — oo a oco. Come risultato troviamo che tutto l'integrale
I (9) @& proporzionale a T e la soluzione dell’equazione (75,3) avra
la forma

¢ = — I g (u)vvT.
Dopo la sostituzione di questa funzione nella (74,23) e 1’integrazione

rispetto alle direzioni v il flusso di calore assume la forma q =
= — «VT, dove

8wrph ¢ on,
3T S ug (1) l B

- 00

R = du.

Di qui si vede nuovamente che » ~ I

Le semplificazioni suindicate dell’integrale degli urti sono suifi-
cienti, affinché I’equazione cinetica (e anche il problema della visco-
sitd) abbia soluzione esatta. Come risultato otteniamo per i coeffi-
cienti x e n formule, che li esprimono in funzione dei parametri pp
e vp e mediante il valore medio della funzione w, calcolato in modo
definito, rispetto alle direzioni?).

§ 76. Assorbimento del suono nel liguido di Fermi?)

Ricordiamo (si veda IX, § 4) che il carattere delle onde che si
propagano nel liquido di Fermi dipende sostanzialmente dalla gran-
dezza del prodotto ot, dove T & la durata del cammino libero.

Per ot < 1 abbiamo a che fare con le onde sonore idrodinamiche
ordinarie. La dipendenza dalla frequenza e dalla temperatura del
coefficiente y di assorbimento (per unita di percorso) si puo trovare
mediante la nota formula y~ ?n/pud, dove n & il coefficiente di
viscositd, p la densitd del liquido e u la velocita del suono (si veda
VI, § 77). Poiché nel liquido di Fermi 1 o T-2, allora

yoo w¥/T2 (76,1)

Questo risultato si pud ottenere in modo piu formale, osservando che
I'assorbimento & descritto dal primo termine correttivo, rispetto al

1) Sj veda G. A. Brooker, J. Sykes, Phys. Rev. Lett., 1968, v. 21, p. 279.
2) T risultati di questo paragrafo appartengono a L. D. Landau (1957).
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piccolo parametro, nella legge di dispersione del suono:
==% (1 + icwT) (76,2)

{o & una costante). La parte immaginaria di questa espressione (per
una frequenza reale) da y; poiché tv o 7%, ritorniamo alla (76,1).

Per ot ~ 1 1’assorbimento diventa cosi forte da rendere impossibi-
le la propagazione delle onde sonore.

Per wt>> 1 & possibile di nuovo la propagazione di onde, che si
smorzano debolmente, il cosiddetto suono nullo. I1 suo assorbimento
¢ descritto dal termine correttivo nella legge della dispersione, ma
questa volta rispetto al piccolo parametro 1/iot:

k=—%—(1+—iu—)°;—) (76,3)

(u, & la velocita di propagazione del suono nullo). Il coefficiente di
questo assorbimento & proporzionale, quindi, alla frequenza degli
urti: y ~ 1/7. Quest’ultima, a sua volta, & proporzionale al quadrato
della larghezza della regione di affievolimento della distribuzione
delle quasi-particelle. Per i < T questa larghezza & definita dalla
temperatura, in modo che 1/1 o T? e il coefficiente di assorbimento

v = aT? T> ho> k. (76,4)

Se, invece, Aw>> T (ma al tempo stesso iy € ep come condizione
necessaria di applicabilith di tutta la teoria), allora la distribuzione
& smussata in una regione di larghezza ~ fw. In questo caso 1’assor-
bimento del suono nullo vale

v = be?, ko> T. (76,5)

A questo caso si riferisce, in particolare, il suonoc nullo di tutte le
frequenze per 7 = 0. Pil avanti verrd mostrato che le costantia e b
nelle formule (76,4-5) sono legate tra loro.

La differenza nel carattere di assorbimento del suono ordinario
e nullo & dovuta alla loro natura fisica. Nell’onda del suono normale
in ogni elemento di volume piccolo (rispetto alla lunghezza d’onda)
la distribuzione delle quasi-particelle in prima approssimazione
corrisponde all’equilibrio per temperatura e velocita locali del liqui-
do date. In questa approssimazione non esiste dissipazione e 1’assor-
bimento del suono si verifica soltanto se si tiene conto dell'influenza
dei gradienti di temperatura e di velocitd sulla distribuzione delle
quasi-particelle. Per quanto riguarda I'onda del suono nullo, le
oscillazioni gia di per sé implicano la mancanza di equilibrio della
funzione di distribuzione in ogni elemento di volume e I'inclusione
degli urti conduce all’assorbimento del suono.

In accordo con le rappresentazioni fondamentali della teoria del
liquido di Fermi normale, si pud considerare una quasi-particella
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in esso, in un senso noto, come una particella posta nel campo auto-
compatibile delle particelle circostanti. In un’onda del suono nullo
questo campo & periodico nel tempo e nello spazio. Secondo le regole
generali della meccanica quantistica, I’urto tra due quasi-particelle
in questo campo & accompagnato dalla variazione della loro energia
edella quantita di moto totali di %o e %k, rispettivamente; si puo dire
che in seguito all'urto si produce 1'emissione o ’assorbimento di un
« quanto di suono nullo » ). L'effetto totale di questi urti implica la
diminuzione del numero generale di quanti sonori; il coefficiente di
assorbimento del suono & proporzionale alla velocitad di tale dimi-
nuzione.

In questa impostazione del problema, il coefficiente di assorbi-
mento del suono nullo & dato da un’espressione della forma

v={ Winn, (1 —n)) A —n)—ninj (1-—n) (1—ny)} x

X 8 (e; +e5—&y —ey—Fiw) 8 (py + p; — Py — P2 — k) X

dp, d®p, d3p; d®pg
(2ﬂh)12 .

(76,6)

Nell'espressione integranda si sono scritte in forma esplicita le fun-
zioni delta, che garantiscono la conservazione dell’energia e della
quantitd di moto in seguito agli urti. Il primo termine tra parentesi
graffe corrisponde agli urti py, p2— p;, ps, accompagnati dall’assor-
bimento di un quanto, e il secondo termine agli urti pi, p2— p1, Pa
accompagnati dall'emissione di un quanto. La funzione W, legata
alla probabilita diurti « radioattivi », & definita dalle proprietd del-
I'onda del suono nullo; si pud considerare quest’onda stessa come
propagantesi per T = 0 (si veda IX, § 4) e allora W & indipendente
dalla temperatura 2).

Tuttavia, non ¢’¢ bisogno di conoscere la funzione W, se ci si
propone unicamente di esprimere il coefficiente di assorbimento in
funzione del suo valore nel caso limite o < T. A questo scopo osser-
viamo che nell'integrale (76,6) sono importanti i valori delle energie
delle quasi-particelle, solo nella regione di affievolimento della di-
stribuzione di Fermi. In questa regione variano molto nell’espressione
integranda solo i fattori che contengono le funzioni n (&). Inoltre, si—
deve tener conto che gli integrali angolari nella (76,6) praticamente
non variano passando dalla regione Zew < T a quella Zm> T. Cid

1) Quanto all'emissione (o all’assorbimento) del « quanto di suono nullo »
da parte di una sola quasi-particella, ¢id & impossibile in guanto la velocita del
suono nullo supera la velocitd di Fermi vp.

%) A scanso di equivoci, sottolineiamo che la funzione W non coincide con
la funzione w nell'integrale degli urti (74,5).
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premesso, sard sufficiente calcolare 1'integrale

I = { {nma(t—n) (A —n) —nin} (1—n) (1—ng)} X

X 8 (e] + &, — &, — &, — Fiw) de, de, de; de,,  (76,7)
esteso solo alle energie. Quanto al coefficiente di proporzmnahta tra y
e J, esso dipende soltanto da @ e non da T, in modo che lo si potra
deflmre in base al valore limite di y per km/ r<1.

E ovvio che nell'integrale (76,7) si puod trascurare una piccola
alterazione della funzione di distribuzione nell’onda, cioé porre

n (e) = [ete - W/T 4 1]-L,

Introducendo le notazioni

otteniamo

00
J7Ts S (A—e= 8 d (2] +2f—z, — £, — ) dz, dz, dz} dz}
’ ’
o (e*1+1) (e®24- 1) (17 (1 +-277%)
Poiché 1'integrale & rapidamente convergente, la regione d’integra-
zione pud essere estesa da —oo a oo.
Per realizzare 1'integrazione passiamo alle variabili y,, y,, uy, i,

dove y = z — 2’, u = ¢*. L’integrazione rispetto a u, e u, € elemen-
tare e da

Ts/=(1—e9 X

S S S S 8 (y1+ye+8) duy d"’z dy; dy, _
(ur-H1) (1) (g + e¥1y (uyf-€¥%)

— (A — -t ¥ Y1428 (11 +y2+8) dy1 dy,
(1 ¢ )SS (1—e¥1) (1 —e¥?)

i
- 0%
Per calcolare la differenza cosi ottenuta tra due integrali divergenti,
introduciamo preliminarmente il limite inferiore finito —A e scri-
viamo
’ o o
T-3] — S yE+mdy S y(y—8dy __

ev—1 e¥—1
=A —=A+§
oo -A .
g ydy __ y(y—=8dy
ev—1 ey—1 °
=A -A+§
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In quanto ci proponiamo di passare al limite per A— oo, nel secon-
do degli integrali che qui figurano trascuriamo ¥ al denominatore.
Il primo integrale, invece, lo riscriviamo nel modo seguente:

oc

oo 0
yay ydy + yay
ev—1 e¥—1 ev—1
-A

0 ~A
2 g 2 “ d A2
b ¥ _n yay
=5+ (Z=-y) dy-—’e‘JfS w—1 12
—A 0

Dopo aver semplificato ed eseguito il passaggio al limite per A—o0,

otteniamo infine
_ 2m2E T3 £2
J= 3 (1 + 4m2 ) .
11 coefficiente di proporzionalita tra y e J € definito, come é stato

gia detto, dalla condizione che per § < 1 si abbia y= aT? dalla (76,4).
Troviamo cosi

v=a[72+ (5)°]. (76,8)

in particolare,’ nel limite delle grandi frequenze, Fw>> T e se ne
deduce che ‘ ‘
a

V= (RO)?, (76,9)

il che stabilisce un legame tra i coefficienti nelle (76,4) e (76,5).

§ 77. Equazione cinetica per le quasi-particelle nel liquido di Bose

Se la lunghezza del cammino libero delle quasi-particelle in un
liguido di Bose superfluido & piccola rispetto alle dimensioni caratte-
ristiche del problema, il moto del liquido & descritto dalle equazioni
dell’idrodinamica a due velocitd di Landau (si veda VI, capitolo XVI).
1 termini dissipalivi in queste equazioni contengono piu coefficienti
cinetici (un coefficiente di conducibilita termica e quattro coeffi-
“cienti di viscosita). Il calcolo di questi coefficienti richiede 1’esame
dettagliato dei diversi processi di diffusione, la cui varieta & dovuta
~all’esistenza di due tipi di quasi-particelle, fononi e rotoni. Nell’elio
liguido reale la situazione é resa ancora piu complicata dall’instabi-
lita della regione iniziale dello spettro fononico. Ma questi problemi
non verranno qui considerati.

La lunghezza del cammino libero delle quasi-particelle cresce al
diminuire della temperatura (almeno a causa della diminuzione della
densita del numero di quasi-particelle). Percio a temperature suffi-
cientemente basse & facile che il sistema di quasi-particelle sia essen-
zialmente in non equilibrio. In queste condizioni le equazioni dell’i-
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drodinamica a due velocita sono inapplicabili. Per di pit, in generale
perdono senso le nozioni di temperatura e di velocitd normale v,,
che si possono definire soltanto rispetto alla distribuzione d’equili-
brio delle quasi-particelle; assieme a v, perde senso anche la divisio-
ne della densita del liquido nelle parti superfluida e normale. Quanto
alla densita totale p e alla velocita superfluida v,, queste nozioni
conservano il loro senso, essendo sotto questo aspetto variabili mec-
caniche. Il sistema di equazioni completo, che descrive un liquido
superfluido, deve ora essereformato da un’equazione cinetica per la
distribuzione delle quasi-particelle r (¢, r, p), da un'equazione di
continuitd per la densitd p e da un’equazione per la velocitd v,.
L’equazione cinetica ha la forma ordinaria 1)

an_, on_ 9e _ on oe
Bt T op T ap or T oUM (77.1)

dove & & I'energia della quasi-particella, dipendente dalla velocita
del moto superfluido v, come da un parametro; conserviamo la nota-
zione & per l'energia della quasi-particella nel liquido a riposo. I1

legame tra e e € viene precisato mediante le seguenti considerazioni.

Per definizione, e (p) & la legge di dispersione delle quasi-parti-
celle nel sistema di riferimento K, in cui v, = 0. In altre parole, se
esiste una sola quasi-particella 1'energia del liquido (calcolata
a partire dall’energia per T = 0) & e (p) e la sua quantitd di moto
coincide con quella p della quasi-particella. Passiamo, mediante
una trasformazione galileiana, al sistema di riferimento fisso K,
in cui la velocitd superfluida vale v,. In questo sistema 1'energia
e la quantita di moto della massa M sono

My? .
E=8(P)+va+_‘2"“v P=p+Mv,. (77,2)

Si vede di qui che nel liquido che compié un moto superfluido 1’ener-
gia della quasi-particella &

e(p) =& (p)’-{- PV, (77,3)

(cfr. le considerazioni per la deduzione della condizione di superflui-
ditd in IX, § 23).

. 1) £ supposta, ovviamente, soddisfatta la condizione di qugsi-classicité,
ossia la variazione lenta di tutte le grandezze, a distanze dell’ordine della lun-
ghezza d’onda della quasi-particella #/p.
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In tal modo le derivate che figurano nell’equazione cinetica
sono 1)
o de
Tp = TV -
ad 7
oe de ( ’ )

—

[/} e .
or =—a—;+ ar (pvy) = @ Vo +(pV) Ve

Nella seconda eguaglianza si & tenuto conto che 'energia ¢ pud dipen-
dere dalle coordinate, attraverso la variabile di densita p, dalla
gquale ¢ dipende come da un parametro. Si & tenuto anche conto
(trasformando la derivata rispetto a pvs) che il moto superfluido
& sempre potenziale,

rot v, = 0. (77,5)
L’equazione di continuitd per la densita si scrive
—g—‘t’--i- divi=0, (77,6)

dove i, per definizione, & la quantitd di moto dell’unitad di volume
del liquido. L’espressione per i si puo ricavare direttamente dalla
seconda formula (77,2), sommandola su tutte le quasi-particelle in
questo volume:

i=pv,+ (p) (77,7)

Qui e pidt avanti in questo paragrafo le parentesi angolari significano
integrazione rispetto alla distribuzione delle quantitd di moto:

ds
(...)=S n-(—m—;’),—

Resta da trovare l'equazione per la velocitd superfluida. A tal
fine partiamo dalla legge di conservazione della quantita di moto
espressa dall’equazione

=0, (77,8)

dove i & definito dalla formula (77,7)e Il & il tensore del flusso della
quantitd di moto.

1y A rigore, la formula (77,2) & stata dedotta per un flusso superfluido omo-
geneo, vg = costante, In un flusso disomogeneo nell'energia potregbero compari-
re altri termini, con le derivate spaziali rispetto a v,. Tuttavia, supponendo lenta
la variazione di v, questi termini condurrebbero nell’equazione cinetica a corre-
zioni infinitesime di ordine superiore.
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Sia I153 il valore di questo tensore nel sistema di riferimento K,.
Passando con una trasformazione al sistema K, otteniamo 1)

Hgp =153 4 PVsalsp Voo if” + Vapla =
= Hg& -+ PVsalsp + Ve (Pp) + Usp (Do) (77,9)

(i®= (p) & la quantita di moto dell’unita di volume del liquido nel
sistema K ). Con ¢id si determina la dipendenza del tensore Iyp dalla
velocita v,. '

Per la trasformazione ulteriore dell’equazione (77,8) torniamo
all’equazione. cinetica (77,4), moltiplichiamola per Do e integriamo
rispetto a d®p/(2n%)®. Dato che la quantitd di moto totale delle
quasi-particelle si conserva in seguito agli urti, il secondo membro
dell’equazione si annulla. Quanto all’integrale a primo membro del-
I'equazione, lo trasformiamo allo stesso modo del § 74 (per la dedu-
zione della (74,10)) e troviamo

37 () + 70 (a%f;} + (;"f}) =0. (77,10)

Poniamo ora nella (77,8) le espressioni (77,7) e (77,9) per i e I,
e in seguito escludiamo Jp/dt e 9(p)/o¢t mediante le formule (77,6)
e (77,10). Come risultato otteniamo

Ovsq 4 0 Y 4 OTGR

1 ae> ap 1 6 / de =0

~ 5o T 7 705 (Papy) = 0.

Dalla condizione rot v, = 0 (della quale si & gia tenuto conto nel
secondo termine) deriva che la somma dei tre ultimi termini deve
rappresentare il gradiente di una funzione. Inoltre, il tensore I in
assenza di quasi-particelle deve valere P;8,p, dove P, (p) & la pressio-

ne del liquido per 7 = 0. Da queste condizioni segue univocamente
la seguente forma del tensore IIS:

0= Pa gy T8 [ Poto( )], a7y
L'equazione per v, ora assume la forma :
GV [+ (] =0, (77,12)

1) B facile trovare la formula della trasformazione galileiana_per g,
considerando il sistema classico di particelle, per il quale Mgg = 2 Pavp =

X

= 2 mvgvg duve la sommatoria & estesa a tutte le particelle nell'unitd di
volume.
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dove p, & il potenziale chimico del liquido (per T = 0)legato alla
pressione P, dalla relazione termodinamica du, = mdPylp (m & la
massa della particella del liquido, m/p il volume molecolarse).

Le equazioni (77,1), (77,6), (77,12) costituiscono il sistema com-
pleto di equazioni, che descrive il liquido superfluido nello stato di
non equilibrio (I. M. Chalatnikov, 1952).

Per completare il quadro soffermiamoci ancora sulla legge di
conservazione dell’energia. Essa & espressa da un'equazione della
forma

%?‘ +divg=0, (77,13)

dove q & la densita del flusso d’energia del liquido. Secondo la (77,2);
2

E =E,(p) +{&)+ Ve () + 5, (77,14)

dove E, (p) & I'energia per 7 = 0, legata al potenziale chimico dalla
relazione dE, = podp/m. Derivando rispetto al tempo I’ espressio-
ne (77,14) e usando le equazioni gia trovate per tutte le grandezze,
si pud trovare la densita del flusso di energia. Omettendo i calcoli
diamo il risultato definitivo:

a= (o +ovo) [ L+ (L5 +8 ]+ (e pvd) (Fp+ 7))
(77,15)

La funzione di distribuzione d’equilibrio delle quasi-particelle,
nel sistema di riferimento in cui il « gas di quasi-particelle » nel suo
insieme si trova a riposo (ciod la velocitd normale v, = 0), é la

distribuzione di Bose ordinaria con l’energia della quasi-particella e
data dall’espressione (77,3). Quanto alla distribuzione nel sistema di
riferimento, in cui la velocitd normale & non nulla, essa si ottiene con

la sostituzione di & con & — pv,. Intal modo, la distribuzione d’equi-
librio delle quasi-particelle in presenza di ambedue i moti &

n (p) = [exp SEe¥nP g |7, (77,16)

Calcolando i valori medi delle equazioni dedotte sopra rispetto
a questa distribuzione, si puo ottenere un sistema di equazioni idro-
dinamiche a due velocitd (in questa approssimazione senza termini
dissipativi); non ci soffermiamo qui su questa deduzione.

PROBLEMA

Determinare il coefficiente di assorbimento del suono nel liquido di Bose
er frequenze o > v, dove v & la frequenza degli urti tra le quasi-particelle.
a temperatura viene supposta cosi bassa che praticamente le quasi-particelle

sono fononi (4. F. Andreev, I. M. Chalatnikov, 1963).
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Soluzione. Nelle condizioni considerate si pud trascurare 1’integrale degli
urti nell’equazione (77,1). Poniamo p = py + 8p, n = ny + &n (dove Op e on
sono piceole correzioni alla densitad d’equilibrio del liquido e alla funzione di
distribuzione dei fononi) e linearizziamo le equazioni (77,1), (77,6) e (77,12)
rispetto alle piccole grandezze 8p, 8r, v;. Supponendo tutte queste grandezze
proporzionali a exp (—iot -~ ikr) otteniamo le equazioni

(kv —w) 6n=%ns—vk (%:)— 6P+va) s ¢))
d3
otp—kvip= | kpon B, @
, 8p d% ae d*p
mvs——kug -b-——-k S {n W&p—i—-a-)—ﬁn} —_—(Zﬂh)s . (3)

Qui abbiamo usato le relazioni termodinamiche
k Ue _ dPy uf
m p P
dove u, & la velocita del suono per T = 0; 1'indice O in p e n sard omesso qui
e pit avanti.

Essendo piccolo il numero di fononi alle temperature prossime allo zero,
le espressioni a secondo membro delle equazioni (1-3) sono piccole correzioni.
Omettendo queste ultime deduciamo dalle equazioni (2) e (3)

k

§
O=ugky, Vg=1u, _59—7 (4)

Nell’approssimazione successiva sostituiamo la (4) nel secondo membro del-
'equazione (1) e troviamo

_0On _ vcosB ds Ppuo
bn= G veos O—ajk (7;)—_'_ cose) bp ®

(8 81’angolo tra p e k). Scriviamo la legge di dispersione dei fononi nella forma
17}
& (p)=1uop (1+ap?), v=—a§—=uo (1+ 30p?)

includendo il termine dello sviluppo successivo a quello lineare (per I'elio liquido
alle pressioni normali o > 0, il che significa 1'instabilitd dei fononi rispetto
alla disintegrazione spontanea).

L’esistenza nella (5) del denominatore « di risonanza » implica (si veda pidt
avanti) la comparsa per integrazione di un grande fattore logaritmico. Limitan-
doci alla precisione « logaritmica », trascuriamo a secondo membro dell’equa-
zione (3) il termine con 8p che non contiene questo denominatore. Escludendo
in seguito v, dalle equazioni (2) e (3), otteniamo infine la seguente equazione di
dispersione:

®? e 4 Ub p? an  d%p
Tr_u"—A_pS cos 0—1-+3ap:—i0 e (2mA)® ? ®
dove

_ P dug\2

A_(i—l-—u: = )"

La parte immaginaria dell’integrale rispetto a cos 6 & definita dall’aggiramento
del polo (it polo si trova nella regione d’integrazione se a > 0). La parte reale,
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invece, si calcola con precisione logaritmica, tagliando 1’integrazione in basso
per 1 — cos O ~ op? ~ al?uf ein alto per 4 — cos 8 ~ 1. Scriviamo il primo
membro dell’equazione (6) nella forma

. u
2u, (Su—z-—mﬂ-y) y
dove v & il decremento dello smorzamento e du la correzione alla velocitad del
suono (u = u, + 6u). 11 calcolo dell'integrale da
3pnuod ud __ 3mopad
Zp In 77 fy= 7o s 4]
dove p, = 2n2T4/457%uf & la parte fononica della densitd normale del-liquido.

La dipendenza di y dalla frequenza e dalla temperatura coincide, naturalmente,
con quella stabilita al § 73.

5u==



Capitolo 1X

METALLI

§ 78. Resistenza residua

Le proprieta cinetiche dei metalli sono di gran lunga piu complica-
te che nei dielettrici, gid per 1'esistenza in essi di quasi-particelle di
specie diverse: elettroni di conduttivitd e fononi.

E ovvio che sono gli elettroni di conduttivitd a trasportare la
carica elettrica. Il trasporto di calore, invece, & realizzato sia dagli
elettroni che dai fononi. Tuttavia, nei metalli sufficientemente puri
sono in pratica gli elettroni a svolgere il ruolo principale nella con-
duzione termica, soprattutto per il fatto che la loro velocita (la velo-
citd vy sulla superficie di Fermi) & grande rispetio a quella dei
fononi (la velocitd del suono). Inoltre, alle basse temperature il
calore specifico elettronico & notevolmente superiore a quello fono-
nico.

Gli elettroni di conduttivita sono soggetti ad urti di tipi diversi:
urti reciproci, con fononi, con atomi di impurita (e con altri difetti
del reticolo). La frequenza degli urti dei primi due tipi decresce al
diminuire della temperatura. Percid a temperature sufficientemente
basse la diffusione degli elettroni sulle impuritd ha un ruole deci-
sivo nei fenomeni cinetici. Questa regione di temperature si chiama
regione della resistenza residua e da essa iniziamo lo studio della
fisica cinetica dei metalli.

: Il legame tra la corrente elettrica j e il flusso di dissipazione
d’energia q’, in un metallo con campo elettrico E e gradiente della
temperatura, viene scritto sotto forma delle relazioni (44,12-13):

E+Vi=21jtavr, (78,1)

Queste grandezze scritte cosi si riferiscono ai cristalli a simmetria
cubica, il che per semplicitd verra supposto ovunque piu avanti.
Per i cristalli a simmetria non cubica i coefficienti o, %, o vanno
sostituiti da tensori di secondo rango. Sard pill comodo usare la rela-
zione (78,2) esprimendo j in funzione di E ottenuto dalla prima
uguaglianza:

¢ =oal (E+V —*j-) — (x4 Toa2) VT. (78,3)
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Quanto detto al § 74 a proposito dell’equazione cinetica per il
liquido di Fermi resta valido, in misura notevole, anche per il liquido
elettronico nel metallo. Ora la quantita di moto delle quasi-particelle
& 1a loro quasi-quantita di moto e la superficie di Fermi, in generale,
ha una forma complicata propria di ogni metallo concreto.

I coefficienti cinetici del metallo si calcolano in teoria mediante
'equazione cinetica linearizzata
ony an
e+ ¥ or

—eEv o —] (8n),

dove v = de/ap e l'integrale degli urti & linearizzato rispetio alla

funzione piccola cercata dn definita dalla (74,13). La derivazione di
n, rispetto a r si pud eseguire convenzionalmente per p = costante,
in quanto il gradiente p figurerebbe lo stesso nella combinazione
¢E + V¥, come deve essere secondo la (78,1). Allora

dng e—U Ong

oT ~ =~ T o

e 'equazione cinetica assume la forma
e— 7] ~
—(eE J;-—-T-!& VT) v-S =1 (8n). (78,4)

La densita di corrente e la densitd del flusso di dissipazione d’energia
sono date dagli integrali

. ~ 2d? ~ 243

;,:_egvan TZ—J#—, q’=S(e—-p)v6n—(—§—T# (78.5)
(calcolando q' come flusso dell'energia cinetica & — p, non ¢'®
b.iscl)gno %i sottrarre da esso il trasporto convettivo dell’energia poten-
ziale @}).

Una caratteristica della diffusione degli elettroni di conduttivita
sugli atomi di impurita & 1’elasticitd. Essendo grande la massa degli
atomi e il loro «attaccamento» al reticolo, si pud supporre invaria-
bile I'energia dell’elettrone in seguito all’urto. Mostriamo che la
sola ipotesi di diffusione elastica & sufficiente, affinché la condutti-
vitd elettrica e termica del metallo siano legate da una semplice
formula.

A tal fine osserviamo che 1’operatore degli urti elastici non incide
sulla dipendenza della funzione 67 dall'energia ¢; gli urti non fanno
altro che spostare le particelle lungo una superficie isoenergetica.

Cid vuol dire che qualunque fattore in Orn, dipendente unicamente
da &, pud essere portato fuori dal segno I. A sua volta, cid consente di
cercare la soluzione dell’equazione cinetica nella forma

~ 3 _
8n =2t (eE + 2727 ) 1(p), (78,6)
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dove 1 (p) verifica 1'equazione

T1)=—w (78,7)

" La densita di corrente calcolata secondo la distribuzione (78,6) é
— a 2d3

j=—e [ @ v avD) v e T (188)

Dal primo termine ricaviamo il tensore di conduttivita

Oup= — €% S Uals %g"— -é—i%s—. (78,9)
In un cristallo a simmetria cubica oep = 084p in modo che la condut-
tivitd @

o= — [ Iv3 G
ossia, trasformando 1’integrale in base alle formule (74,18-20),

2e2 : dS
0= 3 JFa J=Slv-v_(2-5ﬁ)—3- (78,'10)

L’integrazione in J & estesa a tuttii fogli della superficie di Fermi
nei limiti di una cella elementare del reticolo inverso.

In modo analogo, dal secondo termine nella (78,8) ricaviamo,
confrontandolo con la (78,1),

_2e dny dip
&0 =37 S n (VD) 53+ Ty

dove si & introdotta la notazione = & — w. L’integrazione rispetto
a d®p viene sostituita con I'integrazione estesa alle superfici isoener-
getiche 1 = costante e con l'integrazione rispetto a v. Introducendo
di nuovo la notazione J dalla (78,10) abbiamo

2 a
o0 = oo S 5 dn. (78,11)
La funzione
dany — _ 1
de T (VT L1) (e~ VT 1)

decresce esponenzialmente per mn— = oo; percio l’in’gegrazione
rispetto a n si pud estendere da —oo a oo. L’integrale & definito
soprattutto dalla regione | 1 | ~ T’; la grandezza J (n), invece, varia
notevolmente solo nell’intervallo m ~ p>> T. Percio é sufficiente
porre

dJ
JzJF-l'TI'E;.

Sostituendo nella (78,11) I'integrale del primo termine si annulla
per la disparitd dell’espressione integranda rispetto a n e il secondo
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termine da

00 . 00
o4 =§2;-,--‘-1%—2 S nz%':]l an= —% d‘i‘; S N, dn.
L’integrale vale : ’ ' ’
2
| wrr=u ™
usando anche la (78,10} otteniamo
o= _%%L (78.12)

Come ordine di grandezza |o |~ Tlecg.
Poniamo ora E = 0 e calcoliamo il flusso d’energia. Usando di
nuovo la simmetria cubica troviamo

,__ 2VT. ¢ 5 Ong
Qui ¢ sufficiente porre J = J e in seguito otteniamo
: o2

;‘ TJ-VT.

Dal confronto di questa espressione con le (78,3) e (78,10) si vede che
n2eT
. 3e2 °

q' = —

n -+ Toa=

La stima suindicata di « mostra che il termine T'oa? a primo membro
dell’ugnaglianza & piccolo rispetto al suo secondo membro nel rappor-
to (7/er)? Trascurandolo troviamo infine la seguente relazione tra le
conduttivitd elettrica e termica:

=2, (78,13)

ossia la legge di Wiedemann-Franzt).

Sottolineiamo di nuovo che nel dedurre questa relazione & stata
sfruttata soltanto 1'elasticitd della diffusione degli elettroni di
conduttivita. Seguendo la deduzione & facile anche notare che I'ipote-
si della simmetria cubica non faceva altro che semplificare la scrittura
delle formule. Nel caso generale di cristallo a simmetria arbitraria
la stessa relazione {78,13) esiste tra i tensori %gp € Oap

1} Una formula del tipo (78,13) & stata dedotta qualitativamente da P. Dru-~
de (1800), che & stato il prime a formulare la rappresentazione degli elettroni
di conduttivitd come partecipanti all'equilibrio termico del metallo. La dedn-
zione quantitativa nella statistica classica & stata fornita da H. A. Lorentz
(1905) e nella statistica di Fermi da 4. Sommerfeld (1928).
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Per definire la dipendenza dalla temperatura di ciascuno dei
coefficienti » e ¢ separatamente, bisogna scrivere 1'integrale degli
urti. Per gli urti con gli atomi di impuriti esso ha una forma com-
pletamente analoga all'integrale (70,3) per la diffusione dei fononi
sulle impurita:

‘ ’ ' ’ 2d3p'

Stn=Nymp S w(p, p') In (1—n)—n(l—n )]6(8_8)W .

(78,14)

I fattori 1 — n o 1 — n’ tengono conto del principio di Pauli, vale
a dire che la transizione pud avvenire soltanto in stati liberi; quanto
ai fattori n’ o n, essi indicano che la diffusione puo aver luogo soltan-
to da uno stato occupato. Cosi come nella (70,3), nell’integrale (78,14)
si & supposto che gli atomi di impurita siano disposti caoticamente
e che la distanza media tra essi sia molto superiore all’ampiezza della
diffusione; allora atomi distinti diffondono in modo indipendente.
Nell'integrale (78,14) & gid sfruttata 1’uguaglianza w (p, p) =
= w (p’, p). Non si pud applicare, in generale, alla diffusione degli
elettroni di conduttivita sugli atomi di impurita 1'approssimazione
di Born. L’uguaglianza scritta si pud motivare con le considerazioni
usate per la deduzione del principio dell’equilibrio dettagliato nella
forma (2,8). In questo caso si suppone, tuttavia, che le posizioni
occupate dagli atomi di impurita nel reticolo del metallo godano di
simmetria, che consente 1'inversione.

La linearizzazione dell’integrale degli urti si riduce alla sostitu=-
zione di ' (1 —n) —n {1l —n') =n' —n con 6n' — 6n. Allora
I'equazione (78,7) assume la forma

3!
Nimp S w(p, p’) I'—1) 8 (e—-s')—é?t—h%g- = —v. (78,15)
Questa equazione non contiene la temperatura. Percio non dipen-
derd dalla temperatura neanche la sua soluzione g(p) e, secondo
la (78,10), la conduttivitd o. Quindi, a temperature sufficientemente
basse, quando la diffusione sulle impurita rappresenta il meccanismo
fondamentale della resistenza elettrica, quest’ultima tende a un valo-
e costante (vesiduo). Gid premesso, la conducibilitd termica » in
questa regione & proporzionale a T %).
Per una stima quantitativa grossolana della resistenza residua
si pud ricorrere alla formula elementare (43,7), ponendovi (per gli
elettroni nel metallo) p~ pg:

o~ eNlpp, (78,16)

1y In queste considerazioni si & supposto che I’equazione (78,15) non conten-
ga grandezze variabili rapidamente nell’intorno di & = zp, il che consente di
sostituire nella (78,9) 1 con 1. Questo si verifica effettivamente per la diffu-
sione su impuritd ordinarie, ma non su atomi paramagaetici.
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dove N & la densita degli elettroni. Per diffusione sulle impurita la
lunghezza del cammino libero I~ 1/Nymy0;, dove o, ¢ la sezione di

trasporto della diffusione. Percid0 la resistenza residua pres = 1/0,
Nimpo ~ -
Pres ~ —mECPE (78,17)

A quanto detto in questo paragrafo bisogna aggiungere ancora la
seguente osservazione. La condizione generale di applicabilita dell’e-
quazione cinetica al liquido di Fermi richiede che I'indeterminazione
quantistica dell’energia dell’elettrone sia piccola rispetto alla
larghezza (~T) della zona di smussamento termico della distribuzio-
pe di Fermi. La detta indeterminazione ¢ ~ 7%/t, dove 1~ lfvpéil
tempo di durata del cammino libero. Per la diffusione sulle impurita
I~ 1/Nimp 01, 'indeterminazione 7%/t non dipende dalla temperatura
e smussa cosi la frontiera di Fermi anche per 77 = 0. A prima vista
ne segue che tutto lo studio suindicato & limitato dalla condizione
molto rigida

T > thGt]Vimp, (78,18)

che dipende dalla concentrazione delle impuritd. In realta, perd,
questa limitazione non esiste (L. D. Landau, 1934).

I1 fatto & che, essendo fissate le posizioni degli atomidi impurita
e in seguito all’elasticitd della diffusione degli elettroni su questi
atomi, tutto il problema del calcolo della corrente elettrica pud
essere formulato in via di principio come problema quantomeccanico
del moto dell’elettrone in un campo esterno dato, complesso ma
potenziale. Per gli stati dell’elettrone, definiti come stazionari in
questo campo, l'energia non ha indeterminazione; per T = 0 gli
e!ettroni riempiranno una regione di stati delimitata da una superfi-
cie di Fermi nettamente marcata, ma non nello spazio dei vettori
quantita di moto, bensi nello spazio dei numeri quantici del moto in
questo campo. Con questa impostazione del problema le condizioni
del tipo (78,18) in generale non compaiono.

§ 79. Interazione elettrone-fonone

Nei .m_etalli sufficientemente puri 1'interazione tra elettroni di
tonduttivita e fononi serve come meccanismo principale per stabilire
I’equilibrio in una larga banda di temperature. ,

La condizione di possibilitd dell’emissione (0 dell’assorbimento)
di un fonone da parte di un elettrone richiede che la velocita dell’elet-
trone sia superiore a quella del fonone; cfr. la conclusione analoga
al § 68 per I'emissione di un fonone da parte di un fonone. Ma la
velocita degli elettroni sulla superficie di Fermi di solito & grande
rispetto alla velocitd dei fononi, in modo che questa condizione
risulta essere soddisfatta e il contributo fondamentale nell’integrale
degli urti proviene esattamente dai processi « a un fonone » suindicati.
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Tenendo conto di questi processi, l'integrale degli urti ha la se-
guente forma analoga all'integrale per il caso fonone-fonone (67,6) *):

Ste, putp= | w (B’ ki P) {mpr (1 —71p) Ni—p (1 — 1) (14 N} X

P
X 8 (89 — &p — Ox) oz +

-+Sw@ﬁmkaML—%H1+N0—nﬂL—%0NdX
X & (sp+(ok——8p:)—(;Tf3-. (79,1)

I1 primo termine corrisponde ai processi di emissione di un fonone
con quasi-quantitd di moto k da parte di un elettrone con quasi-
quantita di moto data p e ai processi inversi di assorbimento di un
fonone k da parte di un elettrone p’ con lo stabilirsi della quasi-

quantitda di moto p:
p=p +k+b; (79,2a)

in questi processi le transizioni avvengono tra lo stato elettronico di
energia data ep e gli stati inferiori (vispetto all’energia). Il secondo
termine corrisponde ai processi di assorbimento di un fonone da parte
di un elettrone p e ai processi inversi di emissione di un fonone da

parte di elettroni p’:
p+k=p +b (79,2b)

in questi processi le transizioni avvengono tra lo stato dato e gli
stati elettronici superiori. Per le stesse ragioni, come per 1’emissione
di un fonone da parte di un fonone al §66, il valore b nelle uguaglian-
ze (79,2) ¢ definito univocamente dall’assegnazione dei valori k, p
. dalla richiesta che p’ si trovi nella stessa cella del reticolo inverso.
I fattori presso le funzioni 8 nella (79,1) esprimono la legge di conser-
~vazione dell’energia; e, € I'energia degli elettroni, wy 1’energia dei
fononi. Come nel capitolo VII, la funzione di distribuzione (numeri di
riempimento degli stati) dei fononi & indicata con Ny e la funzione
di distribuzione degli elettroni con np. Per brevitd, non scriviamo
qui gli indici che denotano il ramo dello spettro fononico (e i segni
di sommatoria su questi indici). E supposto che le probabilitd delle
{ransizioni siano indipendenti dallo spin dell’ elettrone, che non varia
per transizione.
Analogamente si scrive I'integrale degli urti fonone-elettrone, che
deve essere aggiunto all’integrale fonone-fonone a secondo membro
dell’equazione cinetica per la funzione di distribuzione dei fononi:

Stpn, eV = S w(p; p’s k) {np (1 —nyp) (1 +Ny) —np (1 —np) Ny} X

X 243 -
X 8 (epr -+ 0k —gp) —(EJ—I—)%)" (79,3)

1) Nei §§ 79-83 si usa il sistema di unitd in cui % = 1.
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dove p =p" + k + b. Questo integrale rappresenta la differenza
tra il numero di fononi k emessi dagli elettroni con tutte le quasi-
quantitd di moto possibili p e il numero di fononi assorbiti dagli
eletironi con tutti i p’ possibili. Il fattore 2 calcola le due direzioni
possibili dello spin dell'elettrone che emette (0 assorbe).

Nel primo ordine della teoria delle perturbazioni le probabilita
che figurano in questi integrali, di emissione e di assorbimento di un
fonone da parte di un elettrone, sono definite dall’operatore dell’in-
terazione elettrone-fonone, lineare rispetto agli operatori fononici

U, (n) (66,2); la linearitd significa che questi operatori sono i respon-
sabili delle transizioni con variazione di uno solo dei numeri di riem-
pimento degli stati fononici. Senza ripetere i ragionamenti esposti
al § 66. indichiamo che nel limite della quasi-quantitd di moto del
fonone k. che tende a zero, la probabilitd di emissione (o di assorbi-

mento) di un fonone ¢ proporzionale alla prima potenza di k:

w oo k. (79,4)

Secondo la proprietd genmerale delle probabilitd di transizione
nell’approssimazione di Born, le probabilita delle transizioni diretta
e inversa sono uguali; percio 1)

w(p’, k; p) = w (p; p's k). ~ (79,5)

Questa proprietd & gia inclusa negli integrali (79,1) e (79,3).

Una semplificazione ulteriore si ottiene tenendo conto della
simmetria (espressa dalla parte reale degli operatori f]s) con la quale
gli operatori di creazione e di annichilazione di fononi entrano nell’o-
peratore dell’interazione elettrone-fonone. In virtd di questa simme-
tria, 1'emissione di un fonone con quasi-quantita di moto k equivale
all’assorbimento di un fonone con quasi-quantita di moto —k,
tenendo anche conto che le energie dell’elettrone €, e g+ sono vicine
all’energia di Fermi e. Supponiamo che py e pr siano vettori trac-
ciati nelle direzioni p e p’ e che terminino sulla superficie di Fermi.
Le funzioni w siano espresse in funzione delle direzioni dei vettori
pr, Pr ¢ delle differenze 1p = &y — €p, Npr = & — &p, che carat-
terizzano il grado di vicinanza delle energie dell’elettrone a ep. Nei
confronti delle ultime variabili w @ una funzione lenta, che varia

sensibilmente soltanto negli intervalli ~ €z>> T. Trascurando le

grandezze ~ m ~ T, si pud porre in queste funzioni mp = npr = 0.
Allora l'equivalenza suindicata verra espressa dall’uguaglianza

w (ps» k; pr) = w (pr; Pr» — k), (79.6)
dove le w sono funzioni delle sole direzioni pr e ps. Se ora cambiamo
1a notazione della variabile d’integrazione nel secondo termine del-

1) Ricordiamo che i numeri quantici degli stati iniziale (i) e finale (f)
nelle notazioni delle probabilita si scrivono ovunque nell’ordine fi.
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la (79,1), cioé k— — k, allora i coefficienti di w in ambedue gli
integrali saranno uguali; poiché w-x = ok, la trasformazione condu-
ce soltanto alla sostituzione di Ny con N-y.

E ovvio che gli integrali (79,1) e (79,3) sono resi nulli dalle fun-
zioni di distribuzione d’equilibrio degli elettroni e dei fononi. La
linearizzazione di questi integrali per piccole deviazioni dall’equi-
librio va realizzata contemporaneamente rispetto a entrambe le
funzioni di distribuzione, che rappresentiamo nella forma

n=n,(€)+06n, N=Ny()+0ON,

o= — tz’;o o= ny (1;n0) . (79,7)
ON = — 661:;0 X=N0 (12-“"1\70) %

La trasformazione & completamente analoga a quella effettuata al
§67 o al § 74. Cosi, 1'espressione tra parentesi graffe nel primo termi-
ne della (79,1), riscritta nella forma

('l_n) (1—n’) (1+N)[1i'n' 1::N - 1:2—n]’

si riduce a ~
; ' i,

ny (1—n) (1 +Ng) 7 (@' —@+%)-

E opportuno trasformare ancora questa espressione mediante 1'ugua-

glianza : ;

g () [1 —ng (&)] = Ing () — my ()] Ny (e — &), (79,8)

che si verifica facilmenie con un calcolo diretto. Allora otteniamo

n No(1+N ’ N ' ’
(nofno)—i’—Til)—(w —@+x)=— aa(,;’ (ro—1g) (9" — @+ %)-

Allq stesso modo si trasformano gli altri termini e come risultato
abbiamo gli integrail degli urti linearizzati seguenti:

St'e,phnz-[e' ph((ps X)=
- S dN, w (ng — 7o) {(@pr — Pp +Xk) 8 (ep — tpr — k) —

LAE &k

G (@ P X _1) 8 (ep—ep + )} TP (79,9)
Stph.eN=Iph,e(X7 (P)=
aN ’ 3
%o [ 0 (ng— o) (0 — B+ ) 8 (o — 8w — ) 7> (79,10)

nei quali p=p + k-4 b.
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Questi integrali si dividono in modo naturale in due parti, ossia
in operatori integrali lineari agenti sulle funzioni ¢ e ¥, rispettiva-
mente. Cosi,

Ie.Ph (, X) = Ig)ph((p) + I;?’Ph(X)- (79,11)

Sottolineiamo la proprietd importante dell’operatore I{Ppn: €sso non

cambia la paritd della funzione ¢ (v, pr) rispetto alla variabile 7,
lasciando cio® pari una funzione pari e dispari una dispari. Infatti,
nel senso della sua influenza su una funzione di n, 1’operatore I:)’pn

ha la forma
1P (@ () ~ § K (1, ) o (n) — 9 (1 dn,
dove
Emn) =@ —mmIBa—m —0)—3@ —n — )
Osservando che

ny (1) = [1—th5] (79.12)

e' percid
B , 1 ’
ro (1) — 1o () =5 [ th 5 —th 37 |,
vediamo che
Kl (0, n') = K (=, =),
da cui deriva immediatamente la proprietd suindicata dell’operatore.
Questa proprietd verrd utilizzata ai §§ 80, 82.

Gli integrali degli urti (79,9-10) si annullano identicamente per
le funzioni

¢ = costante-g, 7y = costante-w (79,13)

(con il coefficiente costante uguale). Questa soluzione « parassita »
dell:equazione cinetica corrisponde (cosi come la soluzione (67,18)
npll equazione fonone-fonone) alla variazione della temperatura del
sistema di una piccola grandezza costante. Ma gli integrali (79,9-10)
sono annullati anche dalla costante

¢ = costante (79,14)

per x = 0. Questa soluzione & dovuta alla costanza del numero totale
di elettroni (a differenza del numero totale di fononi); formalmente
essa corrisponde alla variazione del potenziale chimico degli elettro-
ni di una piccola grandezza costante.

Per le ulteriori stime qualitative ricordiamo che gli ordini di
grandezza dei parametri dello spettro elettronico nel metallo si
esprimono unicamente in funzione della costante del reticolo d e della
massa efficace dell’elettrone m*; cosi, abbiamo per la quantita di
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moto di Fermi (in unitd ordinarie) pp~ 7i/d, per la velocita
Up ~ pp/m* ~ Kim*d, per 'energia e ~ vgpr ~ B*/m*d® I para-
metri dello spettro fononico e dell’interazione elettrone-fonone con-
tengono anche la massa atomica M. La densita della sostanza &
p /M e la velocita del suono u oo p~1/2 ~> M~/%; completando fino
alla dimensione richiesta mediante le grandezze %, d e m* (il che si
_pud realizzare in un solo modo), otteniamo la stima

u ~ vp (m*/M)>V2. (79,15)
Di qui la temperatura di Debye &
O ~ Bomaz ~ huld~ ep (m*/M)Y2. (79,16)

Quanto all’operatore dell’interazione elettrone-fonone, la massa M
figura in esso soltanto in funzione degli operatori di spostamento
degli atomi 0, (66,2); questa interazione non contiene nessun altro
infinitesimo rispetto a 1/M e la sua energia diventa ~ ep quando
U, ~ d. Gli elementi di matrice degli operatori U, e quelli dell’ope-
ratore dell’interazione elettrone-fonone sono eo{(Mw)~1/%co M-1/4 (per
quasi-quantitd di moto data % la frequenza & -~ uk o M~Y3),
La probabilitd della diffusione & definita dal quadrato dell’ele-
mento di matrice. Percid la funzione w nell’integrale degli urti
é proporzionale a M~Y? ossia, completata fino alla dimensione ri-
chiesta,

w~ Bvgd:. (79,17)

Questa stima deve essere cambiata nel caso in cui si ha a che fare
con I'emissione o 1’assorbimento di un fonone acustico a onda lunga.
il fatto che in questo caso w & proporzionale a k significa che nella
stima si deve introdurre il fattore supplementare k/kyax ~ kd, ossia

wa~ Ougkds. (79,18)

§ 80. Coefficienti cinetici di un metallo.
Alte temperature

Alle alte temperature, >3 O, in un cristallo sono eccitati i fo-
noni con tutte le quasi-quantitd di moto possibili fino a quelle mas-
sime coincidenti come ordine di grandezza con la quantitd di moto
di Fermi: kmax ~ pgp~ 1/d. Per la definizione stessa di temperatura
di Debye, I’energia massima dei fononi wmex~ © e, quindi, per
tutti i fononi in generale w < T.

Cosi, nelle condizioni considerate le energie dei fononi sono
piccole rispetto alla larghezza della regione di smussamento della
distribuzione di Fermi degli elettroni. Cio consente di considerare
approssimativamente ’emissione o 1'assorbimento di un fonone come
diffusione elastica dell’elettrone. Quanto agli angoli di diffusione,
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essi non sono affatto piceoli, in quanto le quasi-quantitd di moto
elettroniche e fononiche nelle condizioni considerate sono dello stes-
so ordine di grandezza.

Alle alte temperature, quando i numeri di riempimento degli stati
fononici sono grandi, 1'equilibrio si stabilisce molto rapidamente in
ogni elemento di volume del gas fononico (rilassamento di tipo fono-
ne-fonone). Questa ¢ la ragione per cui nello studio delle condutti-
vita elettrica e termica del metallo si puo supporre d’equilibrio la
funzione di distribuzione dei fononi, ponendo cio® y = 0 negli
integrali degli urti (sulla stima quantitativa di y torneremo alla
fine di questo paragrafo). In altre parole, & suificiente considerare:
I'equazione cinetica per i soli elettroni.

Sottolineiamo subito che nell’ approssimazione, che suppone ela-
stica la diffusione degli elettroni, restano in vigore i risultati ottenuti
al § 78 basati unicamente su questa ipotesi. Fra 'altro, resta valida
la legge di Wiedemann-Franz (78,13) che definisce il rapporto o/x.
Per quanto riguarda la dipendenza dalla temperatura di ciascuno
dei coefficienti o e % separatamente, bisogna studiare in modo pil
dettagliato l'integrale degli urti elettrone-fonone (79,9).

Nelle ipotesi considerate questo integrale si semplifica fortemen-
te. Essendo piccola l'energia del fonone ® = =+ (¢’ — &), si pud
sviluppare la differenza n, — np nelle sue potenze B:

ng—ny,~ %’;l .
Dopo lo sviluppo, negli argomenti delle funzioni delta si pud gid
porre @ = 0; allora
. aN, on s
I yi@)=2 § w5 8 —e) (@ — 0 © G5 -
Per @< T la funzione di distribuzione dei fononi ¢ Ny = T/e, in
modo che dN,/dw ~ — T/w* La derivata on,loe ~ — 1/T. L'inte-
grale & definito dalla regione dei valori k~ kmax in cui o~ 6.
Tenendo conto delle funzioni delta, I'integrazione rispetto a d%k
porta, nella stima dell’integrale, il fattore kiax/Vp:
T k:-nax o

[e. p@~—Wg—, T-
Di qui ricaviamo mediante la stima (79,17)
Lo pn (@) ~ — @~ — T07

Cid vuol dire che la frequenza degli urti elettrone-fonone -é Ve, ph ™~
~ T (Tih nelle unita ordinarie), la lunghezza del cammino libero

80,1)

1y L'inclusione di  in questa differenza non contraddice 1"‘agprossimazioue

in esame, ossia 1'elasticitd della diffusione degli elettroni. Cio ¢ necessario in

quanto nella riduzione dell’ integrale degli urti alla forma (79,9) & stata usat'a

'uguaglianza (79.8), il cui secondo membro diventa indeterminato per ¢ = &.
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& I~ vp/T e dalla (78,16) ricaviamo la conduttivita elettrica (unita
ordinarie) 1):
. Ne2k

g ~ T (80,2)
In tal modo la conduttivita elettrica del metallo per 7 3> © & inver-
samente proporzionale alla temperatura. Dalla legge di Wiedem\ann-
- Franz segue allora che il coefficiente di conducibilitd termica & co-
stante, cioe

o~ (80,3)

Stimiamo ora le funzioni correttive ¢ e y nelle distribuzioni degli
elettroni e dei fononi per giustificare I'omissione di y nell’integrale
degli urti. Effettuiamo ¢id, ad esempio, nel caso in cui esiste un campo
elettrico con il gradiente della temperatura nullo.

Poiché il campo eletirico non incide sul moto dei fononi, il primo
membro dell’equazione cinetica per i fononi & nullo. Percid I'equazio-
ne si riduce all’uguaglianza a zero della somma degli integrali degli
urti tra fononi e elettroni e degli urti reciproci:

I;’l’:.e ((P) -+ 1;921‘:, e ('X) -+ Iph. ph (X) =0 (8014)

(gli indici (1) e (2) distinguono le due parti dell’integrale (79,10),
cosi come @ stato fatto nella (79,11)).

L’integrale I, , si valuta in modo analogo a quello in cui sopra
abbiamo valutato I'integrale I, pn. In questo caso, perd, si deve
tener presente che 1’integrazione rispetto alle quasi-quantita di moto
dell’elettrone p si effettua in pratica soltanto in prossimitd della
superficie di Fermi sul volume di uno strato di spessore ~ T'/vp e di
area ~p¥. L’esistenza della funzione delta porta nella stima dell’in-
legrale anche il fattore 1/e,. Come risultato otteniamo

v 7 Tp? T . T

Quanto all’integrale degli urti fonone-fonone, esso si valuta come

r
Ioh o0 00 ~ =V, phON ~ =9y gz 1

') Osserviamo che 1'indeterminazione quantistica dell’energia degli elettro-
ni, ~kv,, pp ~ T risulta essere dell’ordine di grandezza della larghezza della
regione di smussamento della loro distribuzione. Questa circostanza, tuttavia,
non viola I'applicabilita dei risultati ottenuti, per una ragione analoga a quella
che & stata precisata alla fine del § 78 in relazione alla diffusione sulle impurita.
Per 1a lentezza relativa delle oscillazioni degli atomi nel reticolo e per 1’elastici-
ta della diffusione degli elettroni il problema puo essere formulato, in linea di
principio, come problema del moto degli elettroni nel campo potenziale del
reticolo deformato.
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con la frequenza efficace degli urti data dalla (68,3):

T T]/ m¥
Vph, ph ™~ Fud M

In tal modo,
: o T2 mE T2
Lpn) ~— eV Bog~ gt (80.6)
Dal confronto tra le (80,5) e (80,6) si vede soprattutto che

I8, o (Hon, pr () ~ OITK 1,

ossia la frequenza efficace degli urti fonone-elettrone (per gli elet-
troni in equilibrio, cioé per ¢ = 0) é piccola rispetto alla frequenza
degli urti fonone-fonone. Questa & la ragione per cui nell’equazione
(80,4) si pud trascurare il secondo termine. Il confronto dei due

termini rimasti conduce al risultato

x/o~ O/T < 1, (80,7)

il che giustifica 'omissione della funzione y nell’integrale degli
urti elettrone-fonone. Lo stesso risultato (80,7) si ottiene, come g fa-
cile vedere, anche in presenza di un gradiente della temperatura.

L’omissione della funzione y nell'equazione cinetica per gli elet-
troni pud diventare, tuttavia, inammissibile nello studio dei feno-
meni termoelettrici.

Secondo la formula (78,12) (Ia cui deduzione & basata solo sull’ipo-
tesi dell’elasticity della diffusione degli elettroni), il coefficiente
termoelettrico &

al ~ Tleep (80,8)

(il significato dell'indice I sard precisato pill avanti). Questa gran-
dezza © « anomalmente » piccola, nel senso che 1’ordine di grandezza
dell’integrale nella (78,8) (il secondo termine nella formula) & stato
diminuito nel rapporto T/ey, per la disparitd della funzione

¢l = —F1VT (80.9)

rispetto alla variabile n = & — p. Questa circostanza & in un certo
senso « casuale »; grazie a questo fatto una correzione yelatlva-menu‘a
piccola di ¢, legata alla mancanza di equilibrio dei fononi, puo
implicare un contributo in « comparabile a quello (80,8). .

Cercheremo la soluzione dell’equazione cinetica degli elettroni

e yyT = — 20 A VT = I (@) + T () (BOAD

sotto forma della somma ¢ = @' -+ ¢l1, dove @ & la soluz%tl)ng
dell’equazione senza il secondo termine a secondo membro e ¢ €
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la soluzione dell’equarione
I (@) + I&pn (x) = 0. ' (80,11)

Qui ¢! & la parte « grande » della funzione @; in virtu della parita
dell’operatore I$",, rispetto alla variabile m, gid notata al § 79,
questa parte ha la forma (80,9) ed & dispari rispetto alla variabile 7.
Dall’equazione (80,11), invece, segue che ¢! ~ y e percid

o/l ~ ylgl~ O/T < 1.

Ma, a differenza della ¢!, la funzione @I non si annulla per ¢ = p.
Percid nel calcolare il corrispondente contributo alla densitd di
corrente, non si ha smorzamento del termine dell’ordine fondamen-
tale e il risultato & piccolo soltanto nel senso della piccolezza rela-
tiva di @!I. Cid vuol dire che il contributo di quest’ultima funzione
al coefficiente termoelettrico @
% -] o [
all ~al T~ T (80,12)

Sulla frontiera inferiore della regione di temperature considerata,
per T~ ©, abbiamo eall ~ 1 al posto della grandezza piccola
eol ~ @/SF. t

In tal modo il coefficiente termoelettrico & composto di due
parti additive. Queste parti possono essere del medesimo ordine di
grandezza, ma hanno una dipendenza dalla temperatura distinta.
L'origine fisica del secondo termine in o« & la seguente: con la tra-
smissione di calore nel cristallo compare un flusso di fononi (« vento
fononico ») che trascina con sé gli elettroni ).

§ 81. Processi umklapp in un metallo

I1 carattere della diffusione elettrone-fonone alle basse tempera-
ture & radicalmente diverso dal carattere della diffusione per 7> ©.
Per T < © nel cristallo sono eccitati i fononi di energia @ ~ T (che
appartengono in generale ai rami acustici dello spettro). Per emis-
sione o assorbimento di un tale fonone I’energia dell’elettrone cambia
di una grandezza ~ 7T, vale a dire un ordine di grandezza paragona-
bile a tutta la larghezza della regione di smussamento della distri-
buzione di Fermi. La variazione della quasi-quantita di moto dell’elet-
trone coincide con la quasi-quantitd di moto del fonome. Poiché
k~ T/iu< kmax © kmax~ pp, vuol dire che la quasi-quantitd di
moto dell’elettrone non varia che di una grandezza relativamente
piccola. Quindi, alle basse temperature si verifica un caso limite,
inverso rispetto alla diffusione elastica: il rilassamento degli elettro-

1y La precisazione del ruclo del trascinamento degli elettroni da parte dei
fononi nei fenomeni cinetici nei metalli appartiene a L. E. Gurevié (1946).
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ni rispetto alle energie avviene molto piu rapidamente che rispetto
alle direzioni delle loro quasi-quantita di moto.

Il rilassamento delle energie rappresenta un « mescolamento »
rapido nella zona di smussamento della distribuzione di Fermi.
I1 rilassamento delle direzioni, invece, rappresenta un livellamento
della distribuzione lungo questa superficie; esso avviene a piccoli
salti (~T/u), ha cioé il carattere di diffusione lenta su questa super-
ficie. ,

Prima di passare allo studio particolareggiato dei fenomeni cine-
tici in queste condizioni, facciamo qualche osservazione generale
circa il ruolo dei processi umklapp.

Come nei cristalli dielettrici, i coefficienti cinetici sono finiti
per un cristallo metallico perfetto (senza impurita o difetti), il che
¢ dovuto all’esistenza dei processi umklapp. Se tenessimo conto
solo dei processi normali accompagnati dalla conservazione della
quasi-quantita di moto totale degli elettroni e dei fononi, le equa-
zioni cinetiche avrebbero soluzioni parassite corrispondenti al moto
descritto dai sistemi elettronico e fononico come un tutt’uno relativa-
mente al reticolo. Sono le soluzioni della forma

¢ = pdVy 7y = k8V (81,1)

con il vettore costante 8V (si veda la (67,19)); queste funzioni annul-
lano gli integrali degli urti (79,9-10) se 1'emissione o 1’assorbimento
di fononi da parte degli elettroni avvieme con la conservazione
della quasi-quantitd di moto (p = p’ + k).

Alle alte temperature, quando le quasi-quantitd di moto sia
degli elettroni che dei fononi sono grandi (~1/d), i processi um-
klapp avvengono, in generale, con la stessa frequenza che i processi
normali. La necessita di tenerne conto non conduce percid ad alcune
particolaritd nelle equazioni cinetiche.

Le quasi-quantitd di moto degli elettroni sono disposte nell’in-
torno della superficie di Fermi e in questo senso non dipendono
praticamente dalla temperatura. Ma alle basse temperature diven-
tano piccole le quasi-quantitd di moto dei fononi e i processi umklapp
possono risultare piti complessi. Sotto questo aspetto la situazione
differisce notevolmente nei casi di superfici di Fermi aperte e chiuse.

La superficie di Fermi aperta, qualunque sia la cella elementare
nello spazio p (rveticolo inverso), interseca la frontiera della cella.
E chiaro che in questo caso sono sempre possibili processi umklapp
accompagnati da emissione o assorbimento di un fonone di energia
piccola a piacere: gid un piccolo cambiamento della quasi-quantita
di moto dell’eletirone in prossimitd della frontiera della cella pud
« trasferirlo » nella cella vicina. Nel corso della loro diffusione sulla
superficie di Fermi tutti gli elettroni, alla fine, raggiungono la fron-
tiera della cella e, di conseguenza, possono partecipare ai processi
umklapp. Quindi, anche in questo caso la probabilitd dei processi
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umklapp (rispetto ai processi normali) non gode di alcuna piccola
correzione supplementare. La divisione stessa dei processi in nor-
mali e umklapp dipende dalla cella considerata del reticolo inverso
e, in questo senso, & convenzionale. Nel caso della superficie di
Fermi aperta la proprieta suindicata (la mancanza di una frequenza
particolarmente piccola dei processi umklapp) resta qualunque sia
la cella. In questo caso & opportuno in generale rinunciare alla divi-
sione degli atti di diffusione in due tipi, considerandoli tutti come
normali (cio® accompagnati dalla conservazione della quasi-quantita

== |
{
)
Fig. 28 Fig. 29

di moto), ma supponendo che la quasi-quantitd di moto degli elet-
troni assuma valori in tutto il reticolo inverso. Per i fononi, invece,
la cella elementare si prende tale che il punto k = 0 si trova al suo
centro; allora tutti i fononi a onda lunga (i soli che si devono consi-
derare per 7 < 0) si trovano in una piccola parte del volume di una
-sola cella nell'intorno del suo centro. L’esclusione della soluzione
parassita (81,1) si ottiene inoltre imponendo alla funzione di distribu-
zione degli elettroni la condizione di periodicitd nel reticolo in-
verso: :

n( +b) =n(p). (81,2)

La distribuzione d’equilibrio, che dipende solo dall’energia dell’elet-
trone e (p), soddisfa automaticamente questa condizione, in quanto
la funzione & (p) & periodica. Con n, (p) é periodica anche la derivata
dny/de e percio il fattore ¢ (p) in 67 deve essere anch’esso periodico:
questa condizione elimina la soluzione (81,1) che non la soddisfa.

Consideriamo il caso della superficie di Fermi chiusa, in cui si
pud scegliere la cella fondamentale del reticolo inverso tale che la
superficie di Fermi non intersechi in nessun punto le sue frontie-
re 1). Allora ai processi umklapp corrispondono le transizioni del-
Pelettrone tra alcuni punti della superficie di Fermi nella cella fonda-

1) Tuttayia, se la superficie di Fermi & composta di piii concavitd chiuse,
a tal fine pud essere necessario non definire la cella fondamentale come paralle-
lepipedo a facce piane. Cid & mostrato schematicamente nella fig. 28 sull’esem-
pio di un reticolo piano con due cavitd chiuse non equivalenti della « superficie
di Fermi». La cella fondamentale & rappresentata con un tratteggio, che non
interseca questa cavitd. Se la cella fosse rettangolare sarebbe assolutamente
impossibile escludere le intersezioni.
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mentale e la sua ripetizione nella cella vicina, come ¢ rappresentato
schematicamente nella fig. 29. Il vettore k che congiunge questi
punti & la quasi-quantitd di moto del fonone emesso o assorbito.
La distanza k & in generale grande (k ~ 1/d) e alle basse temperature
il numero di fononi con energia o (k) ¢ esponenzialmente piccolo,
ciod proporzionale a exp (—o (k)/T). La frequenza efficace degli
atti di diffusione con umklapp dipende in queste condizioni dalla
temperatura secondo la legge

vy o exp {—o (Km1o)/ T}, (81,3)

dove kmjp, € il valore della quasi-quantita di moto del fonone (tra
tutti i vettori del detto tipo) per il quale V'energia (k) ha valore
minimo. Qui & importante, ovviamente, che la velocita degli elet-
troni sia molto inferiore a quella dei fononi (vF>> u). Questa & la
ragione per cui & impossibile diminuire I'esponente nella (81,3), va-
riando la lunghezza del vettore k mediante un allontanamento dalla
superficie di Fermi. Sebbene I'energia del fonone possa in questo
caso diminuire di ~udk, al tempo stesso I'energia dell’elettrone che
partecipa al processo aumenterebbe molto di piu, ~vg0k, e ¢i0o im-
plicherebbe una diminuzione anziché un aumento di vy. Per trovare
kmyn © sufficiente percio considerare la superficie di Fermi come
tale a prescindere dallo smussamento della distribuzione nel suo
intorno. Infatti, hanno di solito importanza i punti giacenti in
prossimita del massime avvicinamento alla superficie di Fermi con
la sua replica nella cella vicina.

La soluzione (81,1) significa 1’esistenza di un flusso macroscopico
di elettroni in assenza di campo elettrico, cio® una conduttivita
elettrica infinita. La frequenza esponenzialmente piccola dei pro-
cessi umklapp conduce a una conduttivita elettrica esponenzial-
mente grande (R. Peierls).

Quanto alla conducibilita termica di un metallo con la superficie
di Fermi chiusa, essa resta finita anche se i processi umklapp sono
trascurati. Il fatto & che il coefficiente di conducibilitd termica »
definisce, secondo la (78,2), il flusso di calore in assenza di corrente
elettrica; la condizione j = 0, invece, esclude automaticamente la
soluzione parassita (81,1). L’inclusione dei processi umklapp pud
cambiare la grandezza x soltanto nella misura della sua limitatezza.
Lo stesso si pud dire del coefficiente termoelettrico o che lega (se-
condo la definizione (78,1)) il gradiente della temperatura al campo
elettrico, sempre per la condizione j = 0 (si veda il problema del
§ 82).

Quanto detto non si estende, perd, a metalli compensati con super-
fici di Fermi degli elettroni e delle buche chiuse, cioé a metalli con
ugual numero di elettroni e di buche: N, = Np (si veda IX, § 61).
Infatti, la soluzione (81,1) in questo caso non ¢ legata all’esistenza
della corrente elettrica. La densita di corrente corrispondente a questa
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soluzione @&

. a 243 8 2d3
i=e v 2 pov) oh=e | S (poV) =
anfe) 2d3p on{h) 2d3p
=e § 55— 08V) i —e | 5~ 08V) 5p-

11 primo integrale & esteso al volume della caviti della superficie di
Fermi degli elettroni, il secondo delle buche; nell’ultimo integrale
si & introdotta la distribuzione delle buche secondo n® =1 — n.
Ora possiamo trasformare gli integrali per parti; gli integrali di
superficie estesi alle facce della cella che compaiono si annullano
per la diminuzione rapida di n(® e n(® all'allontanarsi dalle super-
fici di Fermi corrispondenti. Come risultato troviamo che

j = edV (Na — N.). (81,4)

Per un metallo compensato j = 0.

Cio vuol dire che la conduttivita elettrica di un metallo compen-
sato e finita gid a prescindere dai processi umklapp. Invece il coef-
ficiente di conducibilita termica e il coefficiente termoelettrico
sono definiti proprio dai processi umklapp e, se si prescinde da
questi ultimi, sarebbero infiniti, poiché in questo caso la condizione
j = 0 non esclude la soluzione parassita (81,1).

Nelle considerazioni e nelle stime di questo paragrafo (e di quel-
lo successivo) si sottintendono ipotesi elementari circa la forma della
superficie di Fermi: si & supposto che essa sia o chiusa o aperta e che
tutte le sue dimensioni caratteristiche siano dell’ordine di 1/d. Fra
Yaltro, le superfici di Fermi dei metalli reali, in generale, hanno
una forma complicata e possono consistere di pil fogli; non ci soffer-
miamo sull’analisi delle complicazioni corrispondenti nel compor-
tamento dei coefficienti cinetici dei metalli reali. Cosl, i fogli delle
superfici di Fermi aperte in celle diverse del reticolo inverso possono
essere legati da ponti sottili (di spessore Ap < pr). La comparsa nel
problema del piccolo parametro Ap/pp pud condurre alla comparsa di
nuove regioni « intermedie » di temperatura, con le loro leggi di
dipendenza dei coefficienti cinetici dalla temperatura. I fogli delle
superflc1 di Fermi chiuse possono avvicinarsi « anomalmente »
I'uno all’altro; cid pud spingere la legge esponenziale (81,3) in una
regione di temperature « anomalmente » basse.

§ 82. Coefficienti cinetici di un metallo.
Basse temperature

Nell’analisi quantitativa dei fenomeni cinetici alle basse tem-
perature prenderemo il caso delle superfici di Fermi aperte; non ci
preoccuperemo quindi in modo speciale dei processi umklapp.
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Prima di tutto, mostriamo che il rilassamento in un sistema
fononico avviene (per 7 < ©) soprattutto a causa degli urti fonone-
elettrone e non di quelli fonone-fonone.

Per la stima dell'integrale degli urti fonone-elettrone (79,10),
osserviamo che alle basse temperature o ~ I, € — p~ T e percio
Ny~ ng~ 1, dNy/do ~ 1/T. L'integrazione rispetto a d*p si effet-
tua nel volume di uno strato di spessore ~T/vy lungo la superficie
di Fermi. Poiché k/p & piccolo, si pud rappresentare I'argomento
della funzione delta nella forma

e(p)——-e(p——k)-—m(k)zk%—%—mzvyk——m. (82,1)

La funzione delta si elimina per integrazione rispetto alle direzioni p
(0, il che & lo stesso, alle direzioni vg) per k dato, il che porta nel-
1’espressione integranda il fattore 1/vgk. Infine, wsi valuta secondo la
formula (79,18). Come risultato otteniamo

Iph, e (X))~ —X (m*/ MY\~ —T (m*/M)*?8N,

vale a dire che la frequenza efficace degli urti &

vone~TY 2. (82.2)

La frequenza efficace degli urti fonone-fonone alle basse tempe-
rature secondo la stima (69,15) vale

oo~ TV 2 (£) < vpnen (82,3)

il che dimostra l’affermazione fatta.
Pili avanti trascureremo gli urti fonone-fonone. Allora l'equa-
zione cinetica per i fononi ha la forma

oN N
u = — 2 2 uvVT =1 ¢ (e 9)- (82,4)

Questa equazione pud essere risolta in forma esplicita rispetto alla
funzione fononica y. Poiché k in questa equazione & una grandezza
data, la funzione yx pud essere portata fuori dall’integrale che la
contiene e si ottiene cosi

Te=— Toy VD) +

’ . . st
T e S w (ng—no) 8 (e—&' —0) (p— ) Gmr=Xa+ %2  (825)
dove

’ 2d3
Vph, = S w(no——no) 6(8—8’—@)-@5’%’. (82,6)
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E facile vedere che 7%,>> ;. Si vede infatti dalla definizione
della funzione Y, che y, ~ @ (gli integrali a numeratore e denomina-
tore differiscono solo per il fattore ¢ — ¢’ nell’espressione integran-
da). L’ordine di grandezza della funzione ¢ & definito dall’equazione
cinetica per gli elettroni '

a ~
(VWT) 52 =1,, pn(®) ~— Ve, prdR ~ — V4, o1 s

da cui

~2E T|.

P~ o IvT|
La frequenza efficace degli urti elettrone-fonone, invece, si valuta in
modo analogo a quello usato sopra per vy, o; I'unica differenza & che -
I'integrazione rispetto a d®k nell’integrale I, p, si effettua su un
volume ~ (T/u)® dello spazio dei vettori quantitd di moto (al posto
del volume ~p#T/ve nell'integrazione rispetto a d®p nell’integrale

Iph, e):

Ve, ph ~ T3/02 (82,7)

Osservando infine che y; ~ { VT | u/vph, . troviamo

Y1 UVe, Dh 13
% " eveme S L, (82,8)
come dovevasi dimostrare.

Nel calcolare le conduttiviti elettrica e termica (ma non il coef-
ficiente termoelettrico; si veda pili avanti) si pud trascurare la pic-
cola grandezza yx;. Sostituendo in seguito 1’espressione y = x4
dalla (82,5) nell’integrale linearizzato degli urti elettrone-fonone
(rappresentato nella forma (79,11)), otteniamo

Ie. ph ((P, X) = Ig)ph (CP) + Ie. phe ((P)' (82,9)

dove I, .. () @il risultato della sostituzione di 7y, nell’integrale
I:Ppn (). I primo termine nella (82,9) & 1'integrale degli urti tra
elettroni e fononi in equilibrio, il secondo si pud chiamare integrale
degli urti tra elettroni attraverso i fononi. ,

Introduciamo nella funzione ¢ (p) (come abbiamo gia fatto al
§ 79) quali variabili indipendenti la grandezza § = & — p e il vet-
tore pp, che & tracciato nella direzione p e termina sulla superficie
di Fermi. Ambedue i termini nella (82,9) contengono mnelle loro e-
spressioni integrande la differenza

® (M pr) — o (', PR, (82,10)
n—n =+wo, pr—pr= %

% ¢ la proiezione del vettore k sul piano tangente alla superficie di
Fermi nel punto pg.

dove
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La funzione ¢ (v, pp) cambia notevolmente, rispetto alla varia-
bile pp, suintervalli ~pg, mentre la differenza x ~ k< pp. In questo
senso la dipendenza di ¢ dalla variabile pp € lenta e in prima appros-
simazione si pud porre nella differenza (82,10) pr = ppF, sostituen-
dola cioé con

oM pr) — 9 (', Pr) (82,11)
La dipendenza dalla variabile 1, invece, & forte nel senso che la dif-
ferenza |m —m' | = o~ T coincide, come ordine di grandezza,

con I'intervallo in cui la funzione ¢ varia notevolmente.

Indichiamo con L, 'operatore che si ottiene dall’integrale I, up
(82,9) sostituendo la (82,10) con la (82,11); allora I, s sara rappre-
sentato nella forma

I, pn (@) = Lo (9) + Ly (),

dove I,> L,- L’equazione cinetica per gli elettroni (se esistono
sia un campo elettrico che un gradiente della temperatura) ha la
forma

ong

— (B+FVT) v 52 =Ly () + Ly (). (82.42)

Y due termini a secondo membro hanno un significato fisico affatto
diverso: il primo & responsabile del rapido rilassamento dell’energia,
il secondo del rilassamente lento, « diffusionale », delle direzioni
della quasi-quantitd di moto.

Diamo due proprietd evidenti dell’operatore [, Primo, esso
si annulla per ogni funzione dipendenteY unicamente da pg
(in quanto la differenza (82,11) si annulla). Secondo, si annulla
I'integrale

S Lo (9) dn=0; (82,13)

1'operatore [, descrive gli urti con variazione della sola energia e la
uguaglianza (82,13) significa semplicemente la conservazione del nu-
mero di elettroni con direzione p data.

Cercheremo la soluzione dell’equazione cinetica nella forma

¢ (M Pr) = a (pr) + b (m, Pr)e (82,14)

dove a (pp) € funzione della sola pr e [a |> | b |. Il fatto che la
funzione a (che annulla la parte L, dell’integrale degli urti) é grande,
esprime la rapidita del processo di rilassamento rispetto alle energie.
Ponendo la (82,14) nella (82,12) e trascurando il termine L, (b)
relativamente piccolo, otteniamo ’equazione

— (E+ 3 VT) v =L, (5) + L (). (82,15)
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I due termini al suo secondo membro, in generale, sono del mede-
simo ordine di grandezza. Ma per il calcolo dei coefficienti di con-
duttivitad elettrica o termica & importante ogni volta uno solo di
questi termini.

E facile capire cid ricordando che l'operatore linearizzato di
tipo elettrone-fonone I, ,» (e con esso gli operatori L, e L,), che agisce
sulla funzione ¢ (1, pr), non ne cambia la paritd rispetto alla va-
riabile n ). Tenendone conto, dividiamo la funzione ¢ nelle parti
(pg) pari rispetto a 7 e (¢,) dispari:

Gg =a+ by, Py = Dby
(la funzione a indipendente da n &, per definizione, pari). Ponendo

¢ = @ + @, nella (82,15) e separando i termini dell’equazione
pari e dispari rispetto a v, otteniamo le due equazioni seguenti:

— 3 2 VT =L, (b) (82,16)
- %n; eBvp =L, (b) + L, (a); (82,17) -

a primo membro di queste equazioni la velocitd v & sostituita, con
sufficiente precisione, con la velocitd v indipendente da v sulla
superficie di Fermi. Integriamo ancora la seconda equazione rispetto
a 7; in virtd della proprietd (82,13) il termine con L, in seguito
scompare e resta

¢Evp= S L, (a) dn. (82,18)

Il flusso di calore (per E = 0) & definito interamente dalla solu-
zione dell’equazione (82,16), contenente solo l'operatore Lg; come
¢i si doveva aspettare, esso dipende dai processi di rilassamento
delle energie elettroniche. In base alla soluzione dell’equazione
(82,16) il flusso di calore si calcola come 1'integrale

, ~ 2d3 a 243
a=fonZE~— [vmdee, 200, (8219

la parte pari rispetto a m della funzione ¢ non fornisce contributo
all’integrale essendo dispari 1’espressione integranda.
L'operatore L, & la parte fondamentale dell’integrale degli urti
elettrone-fonone. Percid la frequenza efficace degli urti che gli
corrisponde € v, p, dalla (82,7); di questa grandezza bisogna parlare
piu precisamente come di frequenza efficace degli urti relativamente
allo scambio di energia. La corrispondente lunghezza del cammino
libero degli elettroni & I~ vp/v,, pn. Quanto al coefficiente di con-

1y Per 1'operatore I;,uph cid & stato mostrato al § 79, Ncn ci soffermiamo
sulla dimostraziene completamente analoga per 1'operatore o, ph, e.
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ducibilitd termica, lo si pud definire mediante la formula cinetica

dei gas (7,10): x~ cvlN. In questo caso N & la densitd del numero
di elettroni, ¢ la parte elettronica del calore specifico (riferita a un
elettrone di conduzione) e v~ vy. Le grandezze N e vy non dipen-
dono dalla temperatura, il calore specifico del liquido di Fermi
elettronico & proporzionale a T e, secondo la (82,7), la lunghezza
del cammino libero leo T-3. Poiché il flusso di calore cosl calcolato
si riferisce a E = 0, il coefficiente in esso non & il coefficiente di
conducibilith termica stesso %, bensi la somma %' = % + Toa?
(si veda la (78,3)). In tal modo, x' o> T2 Il termine T'oa? tutta-
via, risulta piccolo rispetto a »’ (si veda piui avanti la nota a pag. 411);
percid anche x o I'~% Ponendo per una stima grossolana

~ pEl
Nh3

(unitd ordinarie; cfr. IX, (1,15)), otteniamo
%~ SEPE S (82,20)

La conduttivitd elettrica & definita dalla soluzione dell’equa-
zione (82,18), che contiene solo 1'operatore L,; come ci si attendeva,
la corrente elettrica dipende dai processi di rilassamento delle dire-
zioni delle quasi-quantitd di moto elettroniche. All’inizio del § 81
& stato sottolineato che questi processi hanno carattere di diffu-
sione lungo la superficie di Fermi. Nel prossimo paragrafo sara mo-
strato in che modo l’equazione cinetica (82,18) pud essere ridotta
effettivamente alla forma di un’equazione di diffusione. Per quanto
riguarda la legge della dipendenza della conduttivita elettrica dalla
temperatura, la si pud precisare gia mediante le semplici considera-
zioni seguenti.

Lo spostamento lungo la superficie di Fermi avviene a piccoli
salti per distanze k~ T'/u; questa grandezza funge da « lunghezza
del cammino libero » nello spazio dei vettori quantitd di moto (I),
mentre la frequenza degli « atti di diffusione » coincide con la {re-
quenza degli urti elettrone-fonone v, pr. Il coefficiente di diffu-
sione lungo la superficie di Fermi si pud valutare mediante la for-
mula cinetica dei gas D ~ lv~ I?v, scrivendo in essa lp e v, ph al
posto di I e v. Otteniamo cosi (in unita ordinarie)

30
%

D,~ (l)*”_ (82,21)

2]

Di qui si pud ricavare il tempo di rilassamento che deve figurare
nella stima della conduttivitd elettrica secondo la (78,16): o~
~ € Nvpt/pp. Questo & il tempo in cui la quasi-quantitd di moto
dell’elettrone varia di una grandezza del suo stesso ordine. In altre
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parole, durante il tempo t 1’elettrone deve diffondere sulla superficie
di Fermi a una distanza ~py. Ma per uno spostamento dovuto a dif-
fusione il quadrato medio dello spostamento & proporzionale al
tempo (e al coefficiente di diffusione). Di qui troviamo la relazione
P¥~ Dyt e in seguito la conduttivitd (in unita ordinarie)
HetN ([ 8\5
o~ (7) - (82,22)

In ta51 inodo, alle basse temperature la conduttivitd & proporzionale
a I3,

Soffermiamoci sulla questione del coefficiente termoslettrico.
La situazione qui & analoga a quella che viene a crearsi alle alte
temperature.

Se la corrente j si calcola in base alla funzione b, che rappresenta
la soluzione dell'equazione (82,16), allora a causa della disparita di
questa funzione rispetto alla variabile v 1'integrale si annulla in
prima approssimazione e si ottiene un risultato non nullo soltanto
includendo il successivo termine dello sviluppo in n/ep dell’espres-
sione integranda. Cid conduce (cosi come per T>> ©) al valore del
coefficiente termoelettrico (in unita ordinarie)

ol ~ Tlesy (82,23)

al posto dell’ordine di grandezza « normale » o~ 4/e 2).
Un altro contributo al coefficiente termoelettrico proviene dal

termine y, della funzione fononica yx, omesso nella (82,5); questo

contributo & legato all'effetto di trascinamento degli elettroni da

parte dei fononi. Se conserviamo questo termine, all’integrale degli

urti (82,9) si aggiunge il termine

u|VT|

Vph, el *

oN

Ié?)ph (Xi) ~ Ve, prX1 750' ~ ==Ve, ph (82,24)
Questo termine si pud portare in seguito al primo membro dell’equa-
zione cinetica (82,12), dove lo si deve confrontare con il termine

2o 1 (vVT). (82,25)
Il termine (82,24) & piccolo rispetto alla (82,25) nel rapporto 72/@2
(la stima & analoga alla (82,8)). Quando si tiene conto di questo ter-
mine, ¢id conduce alla comparsa di un addendo (proporzionale a
V T) che non sara pilt dispari rispetto a n nella soluzione ¢ dell’equa-
zione cinetica. Percid, quando si calcola il contributo corrispondente
alla corrente, non compare alcun infinitesimo supplementare e il

1) 11 primo ad ottenere questo risultato & stato F. Bloch (1929).
2) Si vede dalle stime (82,20-23) che TaZ0/x ~ (8/ep)? < 1, il che giusti-
fica I’omissione fatta nel dedurre la (82,21).
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coefficiente termoelettrico acquista il termine
all ~ T?/e®? (82,26)

(L. E. Gurevic, 1946) ).

A mano a mano che la temperatura diminuisce, la frequenza degli
urti elettrone-fonone diminuisce e, alla fine, il ruolo principale nella
creazione della resistenza termica e elettrica passa agli urti tra
elettroni e atomi di impuritd. E da notare che a causa della diffe-
renza tra le dipendenze dalla temperatura il passaggio alla « resi-
stenza termica residua » avviene pill tardi di quello alla resistenza
elettrica residua.

Nei metalli molto puri pud esistere una regione di temperature
in cui le proprieta cinetiche del metallo sono definite dagli urti
elettrone-elettrone. La ~lunghezza corrispondente del cammino
libero nel liquido elettronico del metallo, cosl come in qualsiasi
liquido di Fermi, dipende dalla temperatlura come T-2 e, inoltre,
il rapporto T/er funge da piccolo parametro dello sviluppo (si
veda il §75). Per T ~ ey questa lunghezza del cammino libero
dovrebbe essere ~d in modo che

l,o~ d (ex/T). (82,27)

Ne segue che la legge della dipendenza dalla temperatura delle
conduttivith elettrica e termica &

goo T-2, xoo Tt (82,28)

(L. D. Landau, I. Ja. Pomerantuk, 1936). Al diminuire della tem-
peratura la frequenza efficace v, degli urti ‘elettrone-elettrone de-
cresce piti lentamente che la frequenza v, pr degli urti elettrone-fono-
ne. Ma poiché il piccolo parametro in v, € T/er e non T/6 come in
Ve, phs gli urti elettrone-elettrone possono essere decisivi soltanto
a temperature molto basse.

Osserviamo inoltre che le leggi (82,28) possono, in linea di prin-
cipio, valere per superfici di Fermi sia aperte che chiuse. Poiché le

1) Qui occorre fare la seguente osservazione. Essendo piccola la quasi-
quantitd di moto del fonone, dalla legge di conservazione dell’energia abbiamo

e —»p—k = vrk = +o k),

da cui si vede che 'angolo} 0 tra vp e k & vicino a 7/2: cos B ~ w/vpk ~
~ ulvp < 1. Nel caso isotropo, le direzioni di k e della velocitd u del fonone
coincidono in modo tale che risulta piccelo anche il prodotto uvy. Lo stesso
prodotto compare nell’integrale che definisce la corrente in base alla funzione ¢
proporzionale a uVT; questa circostanza condurrebbe, nel caso isotropo, a un
infinitesimo supplementare in all. Per quanto riguarda un cristallo anisotropo
(anche a simmetria cubica), in generale non esistono ragioni per la comparsa di
questo infinitesime.
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quasi-quantitd di moto degli elettroni sono grandi, la necessity di
esistenza di processi umklapp non rappresenta, in generale, la sor-
gente di qualche infinitesimo supplementare per le superfici di
Fermi chiuse.

PROBLEMA

Calcolare il coefficiente termoelettrico o (Yeg un metallo con superficie di
Fermi chiusa alle basse temperature, trascurando i processi umklapp.
Soluzione. L'equazione cinetica per gli elettroni &

—¢E T T e (WWI)=Ste, pan. )
Scriviamo 1'equazione cinetica per i fononi nella forma
® 0N
‘ — g VI =St , N, @)
osservando che
Ny, __ o 8N, e 9 AN,
T TTT B "7 ok -

Moltiplicando I'equazione (1) per p e I’equazione (2) per k, integriamole rispetto
a 2d%p/(2m)® e &*%/(2w)® e sommiamole ambedue termine a termine. Il secondo
membro si annulla in virta della conservazione della quasi-quantitd di moto
totale degli elettroni e dei fononi in assenza di processi umklapp. Come risulta-
to otteniamo

Jo(e5) v it

ap
vr e—u dn, 2d%p VT O (N, a3k
+‘3—5 T 5 (P (2n)3'+—§_§ T ( K k) =% O

il secondo e-il terzo integrale sono scritti supponendo che il cristallo goda della
simmetria cubica.

11 primo integrale nella (3) si trasforma come per la deduzione della (81,4)
e di —eE (N, — Ny). 11 secondo integrale si calcola come si & fatto nel dedurre

Ia (78,12) e vale —4 IvT, dove
A=" [-"’_ S v ._'iki._]
9 Lo ) PP Eap _—

(I'integrale si calcola sulla superficie isoenergetica & = costante). Il terzo
integrale, dopo trasformazione per parti, assume la forma

vr a3k

> SN., (B0t ku) (553
(I'integrale esteso alla superficie delle facce della cella del reticolo inverso si
annulla a causa della rapida diminuzione della funzione N, all’aumentare di o
alle basse temperature). Per i fononi acustici a onda lunga (i quali sone signifi-
cativi unicamente per 7 piccole) la velocitd u e la relazione » = k/@ dipendono
solo dalla direzione k {e non da o). Usando per 1'integrale rispetto a @ la nota
espressione, troviamo che il terzo integrale nella (3) vale —BT3VT, dove

nt ®xu doy
T e — 2
B 1525(“' 3) * @
(la sommatoria & estesa ai tre rami acustici dello spettro fononico).
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In tal modo 1’uguaglianza (3) assume la forma
—€E (N, — Ny) = VT (AT + BT9).
Confrontandola con la (78,1) per j = 0, troviamo il coefficiente termoelettrico

_ AT+BT®
@= Nh'—'Ne . (4)

La condizione j = 0 pud essere garantita da una scelta appropriata di un termi-
ne della forma (81,1) nella soluzione dell’equazione cinetica. In accordo con
quanto detto al § 81, 1’espressione (4) & finita per un metallo non compensato
¢ diventa infinita per N, = N.

§ 83. Diffusione di elettroni sulla superficie di Fermi

In questo paragrafo verrd mostrato in che modo 1'equazione cine-
tica per il problema della conduttivita eletirica alle basse tempera-
ture (82,17) pud essere ridotta alla forma diffusionale 1). Risolvendo
il problema in questione, considereremo soltanto la parte della fun-
zione ¢ indipendente da = ¢ — p e la denoteremo con ¢ pr) (al
posto della notazione speciale a (pr) accettata nel paragrafo prece-
dente). Cosi come nel § 82, supporremo aperte le superfici di Fermi.

La funzione

on ong¢ @

T ————

(2n)3 de  (2m)3

rappresenta un’aggiunta non in equilibrio alla distribuzione degli
elettroni nello spazio dei vettori quantita di moto. Da questa distri-
buzione si pud passare a quella sulla superficie di Fermi se scriviamo
I'elemento di volume d®p nella forma de dS/v (74,19), integriamo in
de = dn e approssimiamo sostituendo l'elemento d’area della su-
perficie isoenergetica dS e la velocitd v che dipendono da & con i
loro valori dSy e vy sulla superficie di Fermi. La funzione ¢, per
ipotesi, non dipende da ¢ e 1'integrazione del fattore —dnyloe da 1.
In tal modo, la densitd della distribuzione sulla superficie di Fermi
¢ data dall’espressione

Per rendere pit evidente la deduzione, scriviamo dapprima I’equa-
zione cinetica (82,17) con la derivata parziale temporale al suo primo
membro, come se la distribuzione fosse non stazionaria:

dng 09

6no —
T Toe —a_t_-eEvF de =Ly (9)-

1) Nella deduzione che segue pil avanti seguiamo il metodo proposto da
R. N. Gurii e A. I. Kopeliovi& (1971).
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Qui & gid omesso il termine con 7,,, che scompare dopo 1'integrazione
dell’equazione rispetto a dn/vg:

d ¢ dn _ eEvp .
B op L:(CP)-,;;——D—F. (83,2)

11 primo termine a primo membro & la velocita di variazione della
densitd degli elettroni sulla superficie di Fermi. L’equazione deve
avere la forma di un’equazione di continuita, ciod il secondo ter-
mine a primo membro deve rappresentare la divergenza della den-
sita del flusso di elettroni s sulla superficie di Fermi; il termine
con il campo elettrico a secondo membro dell’equazione svoige
il ruolo della densita di sorgenti ¢ di perdite. Qui si ha a che fare
con la divergenza bidimensionale su una superficie curva; tuttavia,
& piu comodo scrivere in notazioni tridimensionali:

— [ L@ B = (Vp—ne (V). (83.3)

Ve & l'operatore ordinario di derivazione rispetto alle coordinate
cartesiane nello spazio p, mentre I"operatore tra parentesi graffe
ne & la proiezione sul piano tangente alla superficie di Fermi in ogni
suo punto (ny @ il versore della normale alla superficie) 1). I1 vettore
5 (pr) & dato sulla superficie di Fermi, ma nella (83,3) va considerato
formalmente come assegnato in tutto lo spazio (e dipendente solo
dalla direzione pz). L’equazione cinetica (in cui omettiamo ora la
derivata rispetto al tempo) assume la forma

{Vo— 1z (npVy)} s= —¢E —,v,; (83,4)
Il problema consiste nel trovare il flusso S, ossia la sua espressione
attraverso la funzione ¢.

Introduciamo il sistema di coordinate cartesiane nello spazio p,
con l'asse z che coincide con la direzione della normale alla super-
ficie di Fermi nel punto in cui si calcola s (pr) e con ’origine in
questo punto. La componente s, del flusso 8, per definizione, la dif-
ferenza tra il numero di elettroni che, grazie agli urti intersecano
(in 1 s) una banda di larghezza unitaria del piano yz da sinistra
a destra (nella direzione positiva dell’asse z), e il numero di elet-
troni che intersecano questa banda da destra a sinistra.

G ) Questo operatore figura nell’analogo bidimensionale del teorema di
auss

(53 esdl= 5 {V—n (nV)} s ds.

L’integrale a primo membro & esteso a un contorno chiuso giacente su un date
piano (e & il versore della normale esterna al contorno nel piano tangente alla
superficie in un dato ‘suo punto); 1'integrale a secondo membro si calcola sulla
parte della superficie delimitata dal contorno. .
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Consideriamo ora la differenza tra il numero di atti di emissione

di fononi con quasi-quantitd di moto k in un dato intervallo d*k

da parte degli elettroni con quasi-quantita di moto nell’intervallo

d3p e il numero di atti inversi di assorbimento degli stessi fononi.

Questa differenza (con segno opposto) & data dal primo termine
dell’espressione integranda nella (79,9):

%k oN . ,
dspm)_a?m—“ w (n,— ny) 8 (e —&' — 0x) (P — Py 1 Xg)> (83,9)

quando p = p’ + k). Qui la funzione fononica yx deve essere
espressa attraverso ¢ secondo la (82,5):
-t - e — —o) %P

he= = § Wl nge—e — o) (@ =) g (3.6)
con vy, o dalla (82,6).

Se k, << 0, allora in seguito all’emissione di un fonone la banda
considerata sarh attraversata (nella direzione da sinistra a destra)
da elettroni la cui componente z della quasi-quantita di moto ini-
ziale appartiene all’intervallo

ke < px<<0; (83,7a)

per questi p l'espressione (83,5) da un contributo positivo al flusso
$.. Se, invece, k, >0, allora per emissione di un fonone la banda
sard attraversata (da destra a sinistra) da elettroni con

0 < px < kxi (83,7b)

il contributo corrispondente a s, sard negativo.

Da quanto detto risulta con chiarezza che per trovare s, occorre:
1) integrare 1’espressione (83,5) nell’intervallo unitario p, e in
tutta la regione di variazione di p.; essendo rapida la convergenza,
I'ultima integrazione si pud estendere da —oo a oo; 2) integrare
nell’intervallo (83,7) dei valori p,. Poiché tutte le grandezze dipen-
dono lentamente da p, lungo la superficie di Fermi, questa inte-
grazione si riduce semplicemente alla moltiplicazione per la lunghez-
za dell'intervallo; tenendo conto del segno con cui il risultato deve
figurare in s, ci0 significa semplicemente la moltiplicazione per
—k,; 3) infine, si deve integrare rispetto a d°k.

La componente s, del flusso differisce da s, solo per la sostituzio-
ne nell'espressione integranda di ky con k,. Percid si pud scrivere il

1) Nelle considerazioni citale sopra abbijamo omesso il fattore (2m)=3 pella
definizione della densitd? superficiale (83,1). Corrispondentemente omettiamo
uno di questi fattori anche nella (83,5).

Ricordiamo anche la nostra convenzione di ammettere, nel caso delle super-
fici di Fermi aperte, i valori della quasi-quantita di moto degli elettroni 1n
tutto il reticolo inverso (si veda il § 81); percid la legge di conservazione della
quasi-quantitd di moto si scrive senza il termine b,
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flusso nella forma vettoriale seguente:

8 (pr) =

T ) @R

-0

&%k S %ﬁ-’-’-w(n;—-'no) 8(e—e'—0) (9, —q’p+xk)} dpy

(83,8)

dove x ¢ la proiezione di k sul piano tangente nel punto pg.

Prima di tutto, scriviamo dk=dk,d?*x e integriamo rispetto a k,.
Essendo piccolo k, si pud trasformare 1l'argomento della funzione
delta nella (83,8):

8 (ep — €p-x — Ok) zﬁ(ka—m)=-%r-6 (ke — _vo;_)

(la direzione vy coincide con la normale alla superficie di Fermi).
L’integrazione rispetto a k, elimina la funzione § e contemporanea-
mente sostituisce &, ovunque con w/vp. Ma poiché w/vy ~ ku/ve <
< k, allora si puo porre semplicemente k, = 0, sostituendo ciod

k — x. (83,9

Si pud integrare in forma generale anche rispetto a dp, = de/v,
in quanto solo la differenza
on
ng (e — ) —ng () & — 0 —-2
& una funzione rapidamente variabile di e nell’espressione inte-
granda; l'integrazione rispetto a £ trasforma questo fattore in w.
Dopo queste operazioni 1’espressione (83,8) assume la forma

g oo (@) 2
8(pr) = — gy | %0x 0 (O — 0y L) T . (83,10)

Usando la limitatezza di k scriviamo qui per la trasformazione
ulteriore dell’'integrale

dove t = x/x & il versore della tangente alla superficie di Fermi nella
direzione %. Poiché la stessa differenza & contenuta nell’integrale
(83,6), si pud rappresentare la funzione y (k) nella forma

% (k) = =2 (t). (83,11)
Infine, partendo dalla (79,4) rappresentiamo w nella forma
w = xM (pg, t). (83,12)
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Con queste notazioni abbiamo ora

_ 1 N, ¢ 09\ % dxdo
s_-—z,w‘%‘ 5tx3m“%;M(ta 0P)W’ (83,13)

dove ¢ & 'angolo polare della direzione % nel piano tangente.
L'integrazione rispetto a x nella (83,13) si riduce al calcolo
dell’integrale

Ny 5 .
3o, dx;

J = Tu’*mn

0

essendo rapida la convergenza, si puod estendere V'integrazione a oo.
L’energia di un fonone con quasi-quantitd di moto piccola ® = xt &
wyx = u (t) x. Percid

A T e g _ 5 (N sdo=
J--u—sgm ALY FSNomdco—
0

"
- | o= —120809)

575 33 2t dz
i}

(la funzione zeta vale { (5) = 1,037).
Arriviamo cosi alla seguente espressione per la densitd del flusso
di elettroni lungo la superficie di Fermi:
30T /M) (0D
5= < t(t 5 ta)>, (83,14)

oL, )

dove le parentesi angolari indicano il valore medio calcolato ri-
spetto alle direzioni t nel piano tangente nel dato punto pg della
superficie di Fermi. Resta da ottenere un’espressione semplificata
al massimo per a.

Secondo la definizione (83,11), dalla (83,6) ricaviamo

§ M (ng—no) & (e—e' — ) (99/3p) d°p
§ M (nf—no) 6 (e —e' —0)dp

Q=

(si sono ridotti i fattori comuni al numeratore e al denominatore).
Sostituiamo 1'integrazione rispetto a d°p (cfr. l'inizio di questo
paragrafo) con quella rispetto a dS pde/vp. Da ¢ dipende solo il
fattore n, (¢ — ©) — 71, (), uguale in ambedue gli integrali; i ri-
sultati dell'integrazione al numeratore e al denominatore si sem-
plificano. Dopo questa operazione scriviamo 1’argomento della fun-
zione delta nella forma kvz — o = uvy (trascurando le grandezze

di ordine relativo u/vg). Troviamo infine
' § vz2MS (nt) (99/0p) dSp
a—

83,15
{ viEM 8 (nt) dSF ( )
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(M & la funzione del punto p sulla superficie di Fermi e della dire-
zione t; n & il versore della normale). In virtd della presenza delle
funzioni 8, gli integrali si calcolano di fatto soltante lungo una
linea sulla superficie di Fermi, sulla quale la normale & perpendico-
lare alla direzione t della quasi-quantitd di moto del fonone.

Le formule (83,4) e (83,14-15) risolvono il problema della ridu-
—zione dell’equazione cinetica alla forma diffusionale. Questa equa-
zione & integro-differenziale. La densita del flusso (83,14) si pud
scrivere nella forma '

Sa=—Das (F=—a) (83,16)

dove ' 'I
30 (5 M(t

D”:Tsn_i(%_f u,,_((t))ta;s> . (83,17)

{a, B sono indici vettoriali bidimensionali). Il primo termine ha la
forma differenziale ordinaria con il tensore dei coefficienti di diffu-
sione Dap; questo termine & legato alla diffusione degli elettroni
da parte dei fononi in equilibrio. Il secondo termine & integrale ed &
legato all'effetto di trascinamento degli elettroni da parte dei fononi
non in equilibrio. :

La densita di corrente si calcola in base alla funzione ¢ come inte-
grale

. 2 -
i=— g | endss.

Dall’equazione (83,4) con s dalle (83,16-17) risulta con chiarezza che
la funzione ¢ (e con essa la conduttivita del metallo) dipende dalla
temperatura come 7% in accordo con il risultato ottenuto mnel
precedente paragrafo. Sottolineiamo che il trascinamento degli elet~
troni da parte dei fononi non cambia questa legge, benché incida
sulla forma dell’equazione cinetica. o

§ 84. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti.
Teoria generale ’

Il parametro caratteristico adimensionale, c¢he definisce 1’in-
fluenza del campo magnetico sulla conduttivita elettrica di un
metallo, & il rapporto r /I, dove r & il raggio di Larmor dell’orbita
elettronica e I la lunghezza del cammino libero.

Ricordiamo (si veda IX, § 57) che il moto degli elettroni di
conduzione in un campo magnetico & praticamente sempre quasi-
classico, il che & dovuto al valore molto piccolo del rapporto Zw p/ep
(dove @ p & la frequenza di Larmor). Inoltre la traiettoria nello spa-
zio dei vettori quantitd di moto 3 il contorno dell’intersezione della
superficie isoenergetica & (p) = costante con il piano p, = costante,
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e l'asse z & diretlo lungo il campo. Siccome le energie degli elettroni
sono vicine all’energia limite ey, allora anche lo superfici isoener-
getiche, di cui qui si pud trattare, sono vicine alla superficie di
Fermi. Percid le dimensioni della traiettoria nello spazio dei vettori
quantitd di moto coincidono con le dimensioni lineari pr della
corrispondente sezione della superficie di Fermi. Nello spazio ordi-
nario le dimensioni della traiettoria sono

rg~ cprleB.

Questa grandezza & inversamente proporzionale al campo magne-
tico. Percid nei fenomeni galvanomagnetici si devomno ritenere deboli
icampi per i qualirg>1le forti quelli per i quali

rg<gl. (84,1)

Nel caso di campi magnetici deboli lo studio cinetico non conduce
{per una legge di dispersione degli elettroni arbitraria) a qualcosa
di nuovo rispetto ai risultati della teoria fenomenologica pura. 11
carattere della dipendenza delle componenti del tensore di condut-
tivitd ogp dal campo magnetico corrisponde semplicemente in questo
caso allo sviluppo in potenze di B con I'inclusione delle richieste im-
poste dal principio di simmetria dei coefficienti cinetici (si veda
VIII, § 22).

Quanto ai campi magnetici forti, la precisazione di questa di-
pendenza richiede uno studio cinetico. La condizione di campo forte
(84,1) si verifica difatti soltanto alle basse temperature, quando la
funghezza del cammino libero I & sufficientemente grande. In questo
<aso il metallo si trova di solito nella regione della sua resistenza
cesidua legata alla diffusione degli elettroni sugli atomi di impurita;
studieremo proprio questo caso. L'interazione tra elettroni di con-
duzione e atomo di impuritd si realizza a distanze dell’ordine di
grandezza della costante d del reticolo. Se r g<& l e, al contempo,
rg> d, allora V'esistenza del campo magnetico non incide su questa
interazione e, quindi, sull’integrale degli urti. In queste condizioni
il carattere della dipendenza del tensore di conduttivitd dal campo
magnetico risulta essere indipendente dalla forma concreta dell’in-
tegrale degli urti. Al tempo stesso questo carattere dipende forte-
mente dalla struttura dello spettro energetico degli elettroni di
<onduzione, ossia dalla forma della superficie di Fermi b,

Passiamo alla costruzione dell'equazione cipetica che descrive
i fenomeni galvanomagnetici.

E opportuno ora esprimere la funzione di distribuzione non
attraverso le componenti cartesiane della quasi-quantita (}i moto
P, bensi attraverso altre variabili legate alla traiettoria dell'elettro-

1) La teoria qui esposta appartiene a I. M. Lifsits, M. Ja. Azbel
e M. I. Kaganov (1956).
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ne: energia &, componente della quasi-quantitd di moto p, lungo la
direzione del campo magnetico (1’asse z) e « durata del moto dell’elet-.
trone lungo la traiettoria nello spazio dei vettori .quantitd di moto »
da un punto fisso al punto dato. L'ultima variabile (che denotiamo
con la lettera 1) si introduce mediante 1’equazione quasi-classica
del moto descritto dall’elettrone di conduzione in un campo magne-
tico ,

€

dp___e __ 9¢& |
2= [vBl, v= 3p

le componenti z e y di questa equazione si esprimono mediante le
relazioni

dp, e dry .
a= B =B (84:2)

Calcolando la somma dei quadrati di queste equazioni e introducendo
I'elemento di lunghezza ds della traiettoria nello spazio dei vettori
- quantita di moto nel piano zy (ds* = dp? -+ dpl), otteniamo

¢ ds
dt=—r—, V=040 (84,3)
vy

@ integrando questa uguaglianza che si definisce la nuova variabile T
in funzione delle vecchie variabili p,, Py Pz

I1 primo membro dell’equazione cinetica nelle nuove variabili
assume la forma ?)

dn on ° on * on *

W T, Pt T (549
Come al solito, cercheremo la funzione di distribuzione nella forma _

n = n, (e) + 6n (g, pz, T). (84,5)

E stato mostrato alla fine del § 74 che in campi elettrico e magne-

tico costanti 1’equazione cinetica linearizzata rispetto a &n per le
quasi-particelle del liquido di Fermi si scrive allo stesso mode di
quello in cui si scriverebbe se fosse espressa per le particelle del

gas di Fermi. In questo caso le derivate e, Pz T 8i devono esprimere
mediante I’equazione del moto di un singolo elettrone nel campo elet~
tromagnetico

p==—eE— —[vB]. (84,6)
Da qui per la derivata & ricaviamo
- ae . .
=35 = —evE;

1) L'uso dell’equazione cinetica quasi-classica significa che si trascurano
gli effetti legati alla quantizzazione dei livelli energetici nel campo magnetico,

Questi effetti verranno studiati pid avanti al § 90.
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il campo magnetico & assente qui in quanto non compie alcun lavoro
sulla carica. Inoltre, per un campo B diretto lungo I’asse z abbiamo

p: = —ek,. Infine, dal confronto delle equazioni (84,2) e (84,6)
risulta che la derivata dt/dt differisce da 1 soltanto tenendo conto
del campo E (non avremo bisogno di questa distinzione).

Poiché la funzione di distribuzione d’equilibrio n, dipende uni-
camente da €, e €, p,, T sono variabili indipendenti, allora dny/dp, =
= 0, dny/ot = 0. Il campo elettrico ¢ supposto piccolo a piacere;
nel linearizzare 1'equazione cinetica i termini che contengono contem- -

poraneamente le p1ccole grandezze 6n e E vanno omessi, Allora
I'equazione (84,4) si riduce a

dn ~ ano 06"
a7 e E+ ot

Rappresentiamo 67 nella forma
on =22 an“ —LeEg, g=g(e p, ) (84,7)

(cfr. la (78,6)). Allora il primo membro dell’equazione cinetica
assume la forma definitiva

d a ag |
d—'::%eE(—v—!-g;). (84,8)

Dopo la linearizzazione 1'integrale degli urti a secondo membro
dell’equazione cinetica si scrive

a
Stn= 6"; eEI (g) (84,9)

(ricordizimo che nell'integrale degli urti che descrive la diffusione

elastica sugli atomi di impuritd, qualsiasi fattore in éndipendente
unicamente da & pud essere portato fuori dal segno di integrale);
non avremo bisogno della forma concreta dell’operatore mtegrale
lineare I (g).

Uguagliando le espressioni (84,8) e (84,9) otteniamo infine 'equa-
zione cinetica che definisce la funzione g:

“E_I(g)=v. (84,10)

11 tensore di conduttivita é dato dall’integrale (78,9):

6n0 stp

—_— e p2 —_—8 ——
Gap= —€" |} 55 VaBB Bup) -
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11 passaggio in questo integrale a nuove variabili si effettua mediante
la sostituzione d®p — | J | de dp,dt, dove

J—' a(va py, Pz)
T 0%, & P2

¢ lo jacobiano della trasformazione. Lo si pud dedurre facilmente
dalle equazioni (84,2) che definiscono la variabile t. Scrivendo am-
bedue i membri, diciamo della prima di queste equazioni, sotto
forma degli jacobiani

3 (Px, & Py) . eB d(e, pxy Pi)

o(v, &, P2) ¢ 9(py, Pxs P2) ?
e moltiplicando ambedue i membri di questa uguaglianza per
0 (pys Px» P2)/0 (8, pxy Do), troviamo |J | = eB/c. Trascurando lo
smussamento della distribuzione n, sotto I'influsso della temperatu-
ra, poniamo, come di solito, dny,/de = —O8 (¢ — &x) e otteniamo
infine 1'espressione
2¢38
CaB = T onn) S vogpdr dp,, (84,11)

dove si integra sulla superficie di Fermi.

Secondo la definizione (84,3), la variabile v & proporzionale
a 1/B. Percid il termine dg/dt nell’equazione lineare (84,10) & pro-
porzionale a B e, quindi, grande rispetto agli altri termini. Cid per-
mette di risolvere 1’equazione con il metodo delle approssimazioni
successive sotto forma di serie di potenze di 1/B

g=g9+gv+.. ., (84,12)
dove g™ oo B-"1). Per i termini di questa serie abbiamo le equa-
zioni seguenti:

ag(0) ag(1) 8g(2) |
Eo=0, E—=I@g)+v, EZ=TI(gW), ... (8413

Le soluzioni di queste equazioni sono
g0 =Co,

gt — S [T (C®) + v (z)] dT+ CW, (84,14)
0

T

g® — S I(gw)de+Co, ...,
0

dove C®, C , . .. sono funzioni soltanto di & e p,.

1) Analogamente a quanto fatto al § 59 per il calcolo dei coefficienti cinetici
del plasma in un campo magnetico forte.
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La funzione g deve soddisfare certe condizioni. Se le traiettorie
nello spazio dei vettori quantitad di moto degli elettroni (cioé i con-
torni delle sezioni della superficie di Fermi con i piani p, = costan-
te) sono chiuse, il moto degli elettroni & periodico; corrispondente-
mente, la funzione g (¢, p,, T) deve essere anch’essa periodica ri-
spetto alla variabile 7 (di periodo T dipendente da p,). Se la traiet-
toria & aperta, il moto nello spazio dei vettori quantita di moto sara
infinito e la funzione g dovrd soddisfare solo la condizione di fini-
tezza.

Calcoliamo la media dell’equazione (84,13) rispetto a 1. Se le
funzioni g sono periodiche, allora il valore medio per un periodo-

— T
g 1 (o8, g(N—g(O
F 5 'aTdT"'—-"T__——'
b
6 nullo poiché g (T) = g (0). Se le funzioni g non sono periodiche,
la media si calcola per un intervallo infinito di © e il valore medio

si annulla in quanto g & finito. Quindi, in tutti i casi il calcolo della
media da

IE)=ICY)=—v, TEY)=0,...; (8415

queste relazioni definiscono, in linea di principio, C®, CM, .
Passando al calcolo del tensore di conduttivitd, ricordiamo
preliminarmente alcune sue proprietd generali note dalla teoria fe-
nomenologica (si veda VIII, § 22).
Secondo il principio di simmetria dei coefficienti cinetici,

Oop (B) = opa (—B). (84,16)
Il tensore oo.p si pud dividere nelle parti simmetrica e antisim-
metricas ’
Oup = OB + OaB. (84,17)
Tenendo conto della (84,16), otteniamo per queste parti
o4} (B) = of2) (B) = o(3} (—B),
o (B) = —of2) (B)= —olq (—B).
In tal modo le componenti ogg sono funzioni pari di Be o5 funzioni

dispari. Al posto del tensore antisimmetrico oif si pud introdurre
il suo vettore duale assiale a secondo la definizione

(84,18)

Qyy = Gzy Ogx = Gy, Qy; = Qge
Allora le componenti del vettore densitd di corrente saranno rappre-
sentate nella forma

jo = 0apEp = oSBE, + [Eal,. (84,19)
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La dissipazione di energia al passare della corrente & definita solo
dalla parte simmetrica del tensore di conduttivitad JE = oupEq Eg.
Allo stesso modo si pud sviluppare anche il tensore inverso pag =
= oz} nelle parti simmetrica e antisimmetrica, duale del vettore
assiale b. Allora E si esprime in funzione di j mediante la formula

E, = p&3ig + [ibla. (84,20)

I1 termine [Ea] nella corrente, o il termine {jb] nel campo elettrico,
descrivono 1’effetto Hall.

§ 85. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti.
Casi particolari

Traiettorie chiuse

Iniziamo dai casi in cui tutte (cioé per tutti i p,) le traiettorie
nello spazio dei vettori quantitd di moto degli elettroni per una
data direzione di B sono chiuse. Le traiettorie, per ogni direzione
di B, sono sempre chiuse su superfici di Fermi chiuse. Quanto alle

superfici di Fermi aperte, qui sono possibili casi di traiettorie chiuse

qualunque sia la direzione di B, cosi come casi in cui le sezioni sono
chiuse soltanto per determinate direzioni del campo (o in determi-
nati intervalli).

Durante il moto lungo una traiettoria chiusa (nel piano zy) le velo-
citd medie in questo piano sono nulle: v, = v, = 0; cio risulta con
chiarezza dalle equazioni del moto (84,2) se si tienme conto che,
dopo aver descritto la traiettoria, p, e p, tornano ai valori iniziali.

11 valore uv,, invece, & sempre diverso da zero in quanto il moto &

infinito nella direzione del campo. La prima delle uguaglianze
(84,15) ora da

I(CY)=1(CY)=0,

da cui C'Q = C@ = 01). In questo caso la soluzione (84,14) assume-
la forma

o= 5Py +CO+EP+ ..,

g,=——P=t+C+al+ .. (85,1)
g.=C®+egP+...

(la funzione v (t) & integrata mediante le equazioni (84,2)).

1) Non esiste alcuna ragione perché l'equazione omogenea lineare I (C) = &
abbia altre soluzioni tranne quella banale € = 0.

e
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Le componenti del tensore di conduttivitd si calcolano in base
alla formula (84,11). Cosi,

9,2 dp . .
O =g j c§5 il [:—B py+C?+ g |dvdp,

(v, & espressa nuovamente mediante la (84,2)). Poiché C}) & indipen-
dente da 71, ’integrazione dei primi due termini rispetto a t si riduce
all'integrazione delle derivate dp;/dt e dp,/dt e d& zero. Quindi, &
solo il termine con g'? a fornire un contributo all’integrale in modo
che G, oo B2,

In seguito calcoliamo

Oxy = (2?:7:)3 S § (Z:y [-?CE Px+ Cl‘/n] dtdp,.

L’integrazione del secondo termine da nuovamente zero e nel primo
termine abbiamo

dp
§px'd_,‘y'd1= S pxdpy":i'g(pz)’

dove S (p,) & I'area della sezione della superficie di Fermi con il
piano p, = costante. I segni + e — si riferiscono rispettivamente
ai casi in cui all’interno del contorno si trova la regione di energie
pit piccole o piu grandi, cioé quando la traiettoria chiusa & di elet-
troni o di buche (si veda IX, § 061); indichiamo 1’area S nel primo
caso con S, e nel secondo con S;. La differenza di segno in questi
casi ¢ dovuta al cambiamento di direzione in cui viene descritta la
traiettoria. L’integrazione dell’area § rispetto a p, da il volume Q
dello spazio dei vettori quantitd di moto compreso all’interno della
superficie di Fermi (se le traiettorie chiuse si trovano su una super-
ficie di Fermi aperta, allora Q & il volume delimitato da questa
superficie e dalle facce della cella del reticolo inverso). Quindi,

o'xy"""B————"lT(Nh—Ne)1 (85,2)

dove Q, e Q; sono i volumi delle cavita di elettrone e di buca della
superficie di Fermi. Le grandezze

_2Q 2
€™ (2mny ? k= "(Onr)3

rappresentano rispettivamente i numeri degli stati elettronici occu-
pati con energie ¢ << £ e degli stati liberi con & > e, (riferiti
all’unitd di volume del cristallo). Nel caso delle superfici di Fermi
chiuse queste nozioni hanno un significato ben determinato e le
-grandezze N, e Nj rappresentano la caratteristica dello spettro elet-
tronico del metallo, indipendente dalla direzione di B; nel caso delle
superfici di Fermi aperte il significato di queste grandezze diventa
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piu convenzionale, in quanto queste ultime possono risultare dipen-
denti dalla direzione di B.

L’espressione (85,2) & una funzione dispari di B e percid figura
nella parte antisimmetrica del tensore oug !). Quanto alla compo-
‘nente 05y della parte simmetrica del tensore, essa & definita dal
termine successivo dello sviluppo o,,, proporzionale a B2

Analogamente ¢ definita la dipendenza da B delle altre compo-
nenti del tensore cqp. Cosi,

e3B
Cyp= ngi—l;i_)_é—c- S § UZC;O) dz dpz.
L’integrazione rispetto a 7 fornisce il fattore B, mentre C® & indi-
pendente da B; percid 0,, stessa & indipendente da B.
Come risultato troviamo che

o3z = costante, le altre of§ o B-?, a~ B-l,  (85,3)

In questo caso tutte le componenti o e a dipendono dalla forma
dell’integrale degli urti, tranne la sola

a'z:%(Nh“—'Ne)-

E da notare che tutte le componenti del tensore ., ad eccezione
solo della o.;, tendono a zero per B — oo, La causa fisica di questo
comportamento risiede nella localizzazione degli elettroni su orbite
piccole rispetto alla lunghezza del cammino libero; il valore finito
di 0, & dovuto al fatto che il moto degli elettroni lungo il campo
magnetico resta sempre infinito.

Il rapporto rp/l serve da piccolo parametro dello sviluppo.
Percio le componenti &3 proporzionali a B-2 si possono stimare
come ordine di grandezza in

o™ ~ g, (rp/l)®, oy~ Nél/pp.

Sottolineiamo che o > 1/I; cid vuol dire che all’aumentare della
lunghezza del cammino la conduttivita trasversale nel campo ma-
gnetico tende a zero e non all’infinito come in assenza di campo.

Quanto alle componenti della parte antisimmetrica del tensore
Oep, €SSe sono stimate in

0® ~ g,r g/l ~ ecN/B.

Sottolineiamo, tuttavia, che l'indipendenza di questa stima da !
non significa indipendenza dei valori esatti di o&§8 dalla forma con-

1) Dalla deduzione dell'equazione cinetica risulta chiaro che B entra in
essa non come modulo del vettore B, bensi come proiezione B, = B. La sostitu-
zione B — —B richiede percid anche la sostituzione B — —B nelle formule
scritte.
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creta dell’integrale degli urti (fanno eccezione solo le ¢'5y); il calcole
esatto del tensore gqg richiederebbe la definizione completa delle
funzioni C e g® mediante la soluzione dell’equazione cinetica
concreta.

Dalla (85,3) si possono ricavare anche le leggi limite di dipen-
denza delle componenti del tensore inverso pep = oz da B1).
Conservando solo i termini di ordine pil basso in 1/B troviamo

p&$ = costante, b,, b, = costante, b, e B, (85,4)
inoltre, tutte queste grandezze dipendono dalla forma dell’integrale.
degli urti, ad eccezione di

t_ B
@y ec(Ne—Np) *

b, ~— (85,5)

Tutte le componenti pgg tendono a limiti costanti per B — oo.
Un’analisi particolare richiedono i metalli compensati in cui

N. = N;. In questo caso 1'espressione (85,2) si annulla e lo sviluppo

di ¢'%) inizia dal termine proporzionale a B~%. Quindi, in questo caso

Ay, @y ~ B, a, > B3 (85,6)

quanto alla dipendenza di o¢§ da B, essa resta invariata. Per il
tensore inverso ora abbiamo

pi¥ = costante, p;i, psy = costante,

(85,7)

8) [€2] (3]
Pxy s Pxxs Py B% b B,

Traiettorie aperte

Per i metalli con superfici di Fermi aperte, che ammettono traiet-
torie aperte, sono possibili i casi piu disparati e qui ne consideriamo
uno solo che illustra le particolaritd caratteristiche della situazione
che si viene a creare.

Consideriamo una superficie di Fermi del tipo a « cilindro profi-
lato », che passa con continuitd da una cella del reticolo inverso in
quelle successive (fig. 30). Se il campo magnetico non & perpendico-
lare all’asse del cilindro, tutte le sezioni sono chiuse; in questo

1) 11 tensore inverso deve essere calcolato, ovviamente, in base alla somma
Oap = Oap + Oup e soltanto dopo questa operazione si divide nelle parti sim-
metrica e antisimmetrica. In tal modo si possono ottenere le formule

1 - , 1
Ph = (o0 + antgh, b= — 5 clfen

dove 6 = o8 + o;féaaaﬂ & il determinante del tensore ogp e o(® il determi-
nante della sua parte simmetrica (si veda VIII, il problema del § 22).
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caso la dipendenza asintotica di gep da B & data dalla legge prece-
dente (85,3).

Se, invece, il campo magnetico & perpendicolare all’asse del
¢ilindro, allora esistono sezioni aperte. Come sempre, consideriamo
I'asse z diretto lungo il campo; 1'asse z, invece, facciamolo coinci-
dere con 1'asse del cilindro (nella fig. 31 & rappresentato il taglio di

Px?
[
|
NARE\NIN
| Tprl 2y
||
I
|
Fig. 30 Fig. 31

una parte della superficie di Fermi in una cella). Le traiettorie sono
aperte per | p, | << | p, | e, inoltre, infinite nella direzione dell’as-
se p,. Le velocitd medie sono

_ TS -
o — c y____0, v, = c dpx#O’

'« = B dt T%B &t

poiché p, varia senza limiti; come sempre, v, = 0. Fra le componenti
del vettore C nella soluzione dell’equazione cinetica saranno non
nulle Cy” e Cy¥, percid nella soluzione dell’equazione cinetica (85,1)
alla seconda riga verrd sostituita l'espressione

g =CP + g +. ..

Analogamente a quanto fatto sopra troviamo ora che

o> B-2, le altre o4 = costante, ay~> B3, a,, a;,~ B~

Oxx

(85,8)
Da qui per il tensore inverso otteniamo
o2 oo B2, le altre p&d = costante, by> B~Y, by, b, ~ B. (85,9)

Osserviamo una forte anisotropia della resistenza nel piano perpen-
dicolare al campo magnetico: la resistenza p,, lungo 1’asse y tende
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a un limite costante, mentre nella direzione dell’asse x essa cresce
all’aumentare del campo proporzionalmente al suo quadrato ).

Un’altra particolaritd caratteristica delle proprietd galvano-
magnetiche dei metalli con superficie di Fermi aperta & la loro
accentuata dipendenza dalla direzione di un campo magnetico forte.
In questo caso la variazione ha luogo nell’avvicinarsi della direzione
di B al piano perpendicolare all’asse del cilindro, quando avviene
il passaggio dalle leggi (85,3-4) a quelle (85,8-9). Quando la dire-
zione di B ha una pendenza di un piccolo angolo @ rispetto al piano
suindicato (si veda la fig. 30), le dimensioni della traiettoria nello
spazio dei vettori quantitd di moto dell’elettrone diventano grandi,
cioé dell’ordine di px/08, dove py sono le dimensioni trasversali della
superficie di Fermi cilindrica. Rispettivamente diventa grande
anche la dimensione della traiettoria nello spazio proprio, cioé
dell’ordine di r 5/, dove r g & il raggio di Larmor corrispondente alla
quantitad di moto py. Nella regione di angoli, per cui rz/6l~ 4,
lo sviluppo in potenze di r z/l usato sopra diventa inapplicabile; & la
regione in cui avviene la variazione della dipendenza della resistenza -
dal campo.

Sottolineiamo che in tutta 1’esposizione si trattava, ovviamente,
di monocristalli. In un campione policristallino si considera la media
delle proprietd galvanomagnetiche anisotrope, che dipende dalla
distribuzione delle direzioni dei cristalli.

Analogamente si potrebbero studiare i fenomeni termomagne-
tici in un metallo in un campo magnetico forte. In questo caso
risulterebbe, in particolare, che le componenti del tensore della
conducibilitd termica elettronica tendono a zero per B — co. Ma
per queste condizioni, in cui diventa importante il trasporto di
calore da parte dei fononi, sorge la necessitd di includere anche
I'interazione elettrone-fonone e tutto il quadro diventa molto com-
plesso.

§ 86. Effetto skin anomalo

Come & noto dall’elettrodinamica macroscopica, un campo elet-
tromagnetico variabile si smorza all’interno del conduttore; assieme
al campo risulta essere concentrata nello strato superficiale del
conduttore anche la corrente elettrica generata da questo campo
(il cosiddetto effetto skin). Ricordiamo in proposito alcune formule
(si veda VIII, §§ 58-60).

1) Ricordiamo (si veda IX, § 57) che la traiettoria dell’elettrone nel piano
zy dello spazio reale differisce dalla traiettoria nel piano p,p, dello spazio dei
vettori quantitd di moto soltanto per la variazione della scala e per una rota-
zione di 90°. Percid nel caso in questione il moto dell’eletirone nello spazio reale
¢ infinito nella direzione dell’asse .
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Il campo elettromagnetico quasi-stazionario in un metallo veri-
fica le equazioni di Maxwell

1 B
rotE= —T_Et—’ (86,1)’
rotB=22j, divB=0 (86,2)

(il metallo & supposto non magnetico in modo che in esso H = B).
In questo caso & supposta, ovviamente, soddisfatta la condizione
generale di applicabilitd delle equazioni macroscopiche: le distanze
§ alle quali il campo varia fortemente sono grandi rispetto alle di-
mensioni atomiche. Se, per di pid, queste distanze sono grandi anche
rispetto alla lunghezza del cammino libero ! degli elettroni di con-
duttivitd, allora il legame tra la densitd di corrente j e il campo E
¢ data da relazioni lineari che legano i valori in un medesimo punto
dello spazio: j, = oapEy, dove 0g © il tensore di conduttivita.
In queste condizioni 1'effetto skin si dice normale. Consideriamolo
supponendo il mezzo isotropo (o un cristallo a simmetria cubica);
allora il tensore oqg si riduce a uno scalare in modo che j = oE.

Supponiamo condizioni geometriche elementari, con il metallo
che occupa il semispazio (z >0) limitato dal piano z = 0. Al
metallo & applicato un campo elettrico omogeneo esterno che &
parallelo alla sua superficie e varia nel tempo con frequenza w. Le
equazioni (86,1-2) assumono la forma

rtE=22 B, rotB=2%GE, divB=o. (86,3)

In virtu della simmetria del problema le distribuzioni di tutte le
grandezze nel metallo saranno funzioni solo della coordinata z.
Allora dalla prima equazione (86,3) deriva che il campo magnetico B
& ovunque parallelo al piano della frontiera. Possiamo verificare
tutte le equazioni supponendo che anche il campo elettrico E si trovi
ovunque nello stesso piano. Inoltre sara soddisfatta automaticamente
anche la condizione al contorno richiesta dell’annullarsi della com-
ponente della corrente normale sulla superficie del metallo: da
E, = 0 segue che ovunque & anche j, = 0 ).
Escludendo B dalle prime due equazioni (86,3) troviamo

rotrot E=grad divE—AE= %‘1 E.

Per il campo tangenziale dipendente solo dalla z abbiamo divE = 0
e 1'equazione diventa

E— — 4nioc E, (86,4)

c2

!} La situazione cambia in un mezzo anisotropo. Perché la detta condizione
sia soddisfatta & necessario introdurre accanto al campo elettrico tangenziale
anche quello normale alla superficie.
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dove 1'apice indica la derivazione rispetto a x. La sua soluzione, che
si annulla per ¢ — oo, €

E = Eje-iole (-1x/6, (86,5)
dove E, & 'ampiezza del campo sulla superficie del metallo e
' 8§ =c¢/V 2n0a. (86,6)

La grandezza 8 si chiama profondita di penetrazione del campo;
essa decresce all’aumentare della frequenza del campo. Il campo
magnetico nel metallo si smorza secondo la stessa legge; dalle equa--
zioni (86,3) risulta che E e B sono legati ovunque dalla relazione
E = ¢ [Bn], dove n & il versore della normale alla superficie (diretta
all’interno del metallo, cioé nella direzione positiva dell’asse z) e

=1—DR=1—y) ‘/ % (86,7)

Questa relazione lega, in particolare, anche i valori dei campi sulla
superficie stessa del metallo:

E, = { [B,ul. (86,8)

La grandezza { si chiama impedenza superficiale del metallo. Ricor-
diamo che la sua parte reale determina la dissipazione dell’energia
del campo nel metallo (si veda VIII, § 87).

Affinché si stabilisca il legame j = oE tra la corrente e il campo
elettrico in uno stesso punto dello spazio e in uno stesso istante, la
lunghezza I del cammino libero degli elettroni e la sua durata ©~
~ llvy devono soddisfare le condizioni 1< 8 e to <€ 1: | deve essere
piccola rispetto alla distanza caratteristica di variazione del campo
& e 1 piccolo rispetto al periodo del campo. Se & violata la prima di
queste condizioni, il legame tra la corrente e il campo cessa di essere
locale e compare la dispersione spaziale della conduttivita. La vio-
lazione della seconda condizione implica la comparsa della disper-
sione della frequenza della conduttivita. Per precisare il legame tra
la corrente e il campo bisogna ricorrere all’equazione cinetica.

In tal modo, il carattere dell’effetto skin dipende dalla grandezza
relativa delle tre dimensioni caratteristiche: 8, I e vp/@. All’effetto
skin normale descritto dalle formule (86,5-8) corrisponde la regione
di frequenze pia basse per cui

I, l<€vp/o. (86,9)

All'aumentare della frequenza del campo o all’aumentare della
lunghezza del cammino libero (al diminuire della temperatura del
metallo) la profonditd di penetrazione diminuisce. Nei metalli di
solito dapprima & violata la condizione §>> I e il legame tra la cor-
rente e il campo diventa non locale; 1’effetto skin in queste condizio-
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ni si chiama anomalo. In questo paragrafo considereremo il caso li-
mite anomalo in cui

s<l, 8L vrlo. (86,10)

La relazione tra [ e vy/o puod essere arbitraria').

Iniziamo la soluzione del problema al contorno dell’effetto skin
col problema ausiliario del legame esistente in un metallo illimitato
tra la corrente e il campo elettrico variabile nel tempo e nello spazio

E = Eoei (kr-omt),
Il vettore d’onda del campo & supposto soddisfare le disuguaglianze
1kl, 1kLvp/o, (86,11)

corrispondenti alle condizioni (86,10). Assieme al campo variera
secondo la stessa legge anche 1'aggiunta dn alla funzione di distribu-
zione degli elettroni.

In virth della condizione vzpk>>» vp/l~ 1/t, nell'equazione
cinetica si pud trascurare 1’integrale degli urti St n ~ &n/t rispetto al
termine contenente le derivate spaziali v dn/dr ~ vgkdn. In virtl
della condizione kvy>> o, invece, si pud trascurare anche la derivata
rispetto al tempo 9n/dt ~ wdn. )

In forza di quest’ultima omissione, 1’equazione cinetica per le
quasi-particelle del liquido di Fermi elettronico si riduce nuova-
mente all’equazione per il gas mediante la ridefinizione della fun-
zione di distribuzione, ossia mediante la sostituzione di érn con 67
dalla (74,13). In questo caso dopo aver trascurato i termini suindi-
cati I’equazione cinetica assume la forma semplice

66;_ dng __
ar op ~
Ponendovi
a 6;_ . ~ 6"'0 — an.
o —ikdn, Zh=vgE,
da qui ricaviamo
~ ieEv dn,
dn=— 7 (86,12)
Questa espressione ha un polo per kv = 0. Nel calcolare la
corrente
s ~ 2d3p
j= —e S vén GRS

1) L’uguaglianza & ~ 1 si ottiene per © ~ ¢%/ol2, ciod (se si ricorre alla sti-
ma o ~ le&N/pp) per @ ~ c2pp/e3BN. Questo valore & compatibile con la
disuguaglianza 6 ~ I < vp/o se I > ¢/Q, dove Q@ ~ (Ne?/m*)'/ ¢ la frequenza
di plasma del metallo (m* ~ pp/vp & la massa efficace degli elettroni di condut-
tivitd). Per i metalli ordinari Q ~ 10'-10¢ s,
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questo polo va aggirato mediante la sostituzione kv — kv — i0 1):

943
j=ie® kvv(E‘;z) %"} (53&1)73 . (86,13)
Trascurando, come al solito, lo smussamento della funzione di
distribuzione d’equilibrio sotto 1'influsso della temperatura, scri-
viamo dny/de = —8 (¢ — ez) e trasformiamo 1’integrale in d3
in integrale esteso alla superficie di Fermi secondo la formula (74,20).
In accordo con una nota formula della geometria differenziale, 1'ele-
mento d’area & dS = doy/K, dove do, ¢ 1'elemento di angolo solido
per la direzione della normale v alla superficie e K la curvatura di
Gauss della superficie, cio¢ il prodotto inverso K = 1/R,R, dei suoi
raggi di curvatura principali in un dato punto. Osservando anche
che la direzione della normale alla superficie di Fermi in ogni punto
coincide con la direzione della velocitd v = d&/dp, otteniamo

. 2ie? v(Ev) do
Y=oy 5 ) To—i0 - (86,14)

Definendo la direzione v mediante gli angoli azimutale e polare
@ e 6 relativamente alla direzione k presa come asse polare, avremo
kv = k cos 8, doy = sen 0 do do.

L’integrazione nella (86,14) rispetto alla variabile p = cos@
¢ estesa all’intervallo —1<C pu<C 1 dell’asse reale con I'aggiramento
del polo p = 0 lungo la semicirconferenza inferiore. E facile vedere
che 'integrale esteso ai segmenti rettilinei (ciod il valore principale
dell’integrale) si annulla in modo che resta solo il contributo prove-
niente dall’aggiramento del polo. A tal fine osserviamo che in virti
della paritd della funzione e (p) la superficie di Fermi ¢ (p) = e
¢ invariante rispetto alla sostituzione p — —p; poiché il cambiamen-
to di segno in p cambia anche il segno del vettore della normale v,
ne segue che K (—v) = K (v). Percido l'integrale nella (86,14) si
puod rappresentare neila forma

1 v (Ev) do,, v (Ev) do,,
: '2"{5 K (v) (kv—3i0) —S K (v) (kv3-i0) S *
dove tra parentesi & compresa la somma degli integrali che si otten-
gono l'uno dall’altro mediante la sostituzione della variabile d’in-
tegrazione v — —v; da questa espressione deriva con evidenza 1'af-
fermazione fatta.
Nel polo dell’espressione integranda kv = k cos 0 = 0, cioé la

normale v & perpendicolare alla direzione assegnata del vettore
d’onda k. Il residuo rispetto alla variabile cos 8 & dato, quindi,

1])‘ Cid corrisponde alla sostituzione ordinaria @ - @ 4 0 nella differenza
® — kv,
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dall’integrale

v (Ev)
S *K ) O

esteso a una curva che rappresenta il luogo geometrico dei punti
della superficie di Fermi, nei quali v L k.

In tal modo troviamo infine il legame tra la corrente e il campo
nella forma

jo = 0ap (k) Eg, (86,15)
dove
25!8214(13 i VaVg
o (k) = —mrmr s Aep= SW de (86,16)

& il tensore reale nel piano perpendicolare a k; se la direzione k &
presa come asse x, gli indici o e § assumono i valori y, z. 11 vettore
j appartiene interamente a questo piano, cio¢ & trasversale rispet-
to a k.

Sottolineiamo che il contributo alla corrente proviene unicamente
dagli elettroni con vk = 0, che si muovono cioé perpendicolarmente
al vettore d’onda. Questa & la conseguenza naturale dell’approssi-
mazione in cui la lunghezza del cammino libero & supposta grande
a piacere: nel muoversi sotto un certo angolo rispetto alla direzione
di k, l'elettrone nel suo moto libero attraversa il campo oscillante
nello spazio e queste oscillazioni smorzano 1’azione totale del campo
sull’elettrone. Nell’approssimazione successiva, tenendo conto che
il prodotto kI & finito, il contributo alla corrente proverrebbe gia
dagli elettroni che si muovono nel piccolo intervallo di angoli
~1/kl rispetto al piano perpendicolare alla direzione di k.

Passiamo ora direttamente al problema della penetrazione del
campo per effetto skin anomalo. Qui abbiamo a che fare con il
problema del semispazio che deve essere risolto con 1'inclusione delle
condizioni al contorno sulla superficie del metallo. Le condizioni al
contorno per la funzione di distribuzione dipendono dalle proprieta
fisiche della superficie nei confronti degli elettroni incidenti.
importante, tuttavia, che in questo caso alla creazione della cor-
rente partecipino soprattutto gli elettroni che volano quasi paralle-
lamente alla superficie del metallo (questi elettroni si dicono scivo-
lanti). Per elettroni di questo tipo la legge di riflessione ¢ indipen-
dente, in misura notevole, dal grado di perfezione della superficie del
metallo ed & vicina a quella speculare, vale a dire che gli elettroni
vengono riflessi con cambiamento di segno della componente della
velocita v normale alla superficie e con le componenti tangenziali
invariate (per non interrompere I’esposizione, torneremo su questo
problema alla fine del paragrafo).
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Alla riflessione speculare corrisponde la condizione al contorno
per la funzione di distribuzione:

87 (Ugy Uys Vy) = O (—Ugy Uy, Ug) Per = 0. (86,17)

Per questa condizione il problema del semispazio & equivalente al
problema del mezzo illimitato in cui il campo & distribuito sim-
metricamente da ambo le parti del pianoz = 0: E ({, 2) = E t, —a).
Inoltre agli elettroni, riflessi dalla frontiera nel problema del semi-
spazio (z >0), corrispondono nel problema dello spazio illimitato
gli elettroni che hanno attraversato senza ostacolo il piano £ = 0
dalla parte z << 0. ,

Nel problema dell’effetto skin limite anomalo si pud supporre
che il campo E (dipendente solo dalla coordinata z) sia diretto
ovunque parallelamente al piano z = 0. Secondo la (86,15) allo
stesso piano appartiene anche il vettore corrente j e percid & soddi
sfatta automaticamente la condizione di annullamento sulla super-
ficie metallica della componente della corrente normale a questa
superficie 1). :

Senza l'ipotesi j = oFE al posto della (86,4) otteniamo 'equazione

" - 4nio .
E=—"0, (86,18)

che esprime il vettore bidimensionale E. In seguito, supporremo
omesso in tutte le funzioni il fattore temporale exp (—iwt) in modo
che E, j, . . . saranno funzioni solo della .

La funzione E (z) prolungata simmetricamente alla regione
z < 0 & continua per z = 0. Ma la derivata E’ (z), essendo una fun-
zione dispari di z, ha una discontinuita per z = 0 e cambia di segno
al passare della variabile z attraverso lo zero. Secondo 1’equazione
(86,1) queste derivate sono legate al campo magnetico mediante la
relazione

E' =2 [Bn],

dove n & di nuovo il versore dell’asse z. Nel problema del semispazio
avremmo percid per £ = 0 la condizione E' = ie [Benl/e, dove B,
8 il campo sulla frontiera del metallo. Nel problema del mezzo illi-
mitato a cid corrisponde la condizione

E' (+0)—E’ (—0) =22~ [Bnl.

1y Nelle approssimazioni successive, tenendo conto che il rapporto &6/1 &
finito, accanto alle componenti oy del tensore di conduttivitd compariranno
anche le componenti Ggy, O,y Affinché sia soddisfatta la condizione al contorno
jx = 0 si deve introdurre anche un campo E, normale alla superficie (come & sta-
to gia detto nella nota a pag. 431).
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Moltiplichiamo i due membri dell'equazione (86,18) per ek
o integriamo rispetto a z nei limiti da —oo a +4-o0 1. Nel primo mem-
bro dell’equazione scriviamo

00 0 oo )
S E'e-th= dg = 5 (E'e-i=)’ dz + § (E'e-=)' dg + ik S E'e-its dz.

Poiché il campo E (z) si annulla all’infinito, i primi due integrali
danno proprio la differenza E' (—0) — E’ (4-0). Nell’ultimo ter-
mine, invece, a causa della continuitd della funzione stessa E ()
si pud gid integrare semplicemente per parti. Come risultato abbia-
~mo 1'uguaglianza

4mie
c2

j (%),

dove E (k) e j (k) sono le immagini di Fourier delle funzioni E (z)
e j(x). :

Secondo la (86,15) queste immagini di Fourier sono mutuamente
legate dalla relazione j, (k) = oap (k) Eg (k). Servendoci di questa
relazione, troviamo per 1'immagine di Fourier del campo la seguente
espressione:

20 [Bon] +RE (k) =

© Eq (k) = Lap (k) [Bonlg, (86,19)

dove Zup (k) & un tensore bidimensionale ottenibile dal suo inverso:

G (W)= — g5 [ F0us— - Can (15 1)) (86,20)

L’argomento delle funzioni oup & scritto come |k | per ricordare
che qui figura il modulo del vettore k.

La funzione stessa E (z) si ottiene dalla (86,19) mediante molti-
plicazione per exp (ikz) e integrazione rispetto a dk/2n. Essendo le
funzioni lgp (k) pari, abbiamo

Eq(@)=— S Cos (k) cos bz di- [Benlg. (86,21)
]
In particolare, il campo sulla frontiera del metallo vale

(-]

Eou="los[Botlp Lop =~ [ tap ) ak. (86,22)
0

1) I calcoli ulteriori coincidono formalmente con 1'andamento della solu-
zione del problema della penetrazione di un campo magnetico in un supercon-
duttore in IX, § 52.
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Per il calcolo concreto dell’impedenza superficiale consideriamo
gli assi y e z diretti lungo gli assi principali del tensore simmetrico
0qp (k). Assieme a oqp si riduce agli assi principali anche il tensore
{zp © i suoi valori principali

(@) 2iw v dk ’ (@) _ we24®)
&= qie S E2— i@k ! T methd !

dove A@ sono i valori principali del tensore Agqg. L’integrazione
conduce - al risultato 1)

« 175y a3 w2 \1/3
(M =01-iV3) T () - (86,23)
Le grandezze A® dipendono unicamente dalle caratteristiche della
superficie di Fermi, cioé¢ dalla forma e dalle dimensioni. E da notare
che 'impedenza (86,23) non dipende affatto dalla lunghezza del
cammino libero degli elettroni. Per stimare l'ordine di grandezza
si pud supporre che i raggi di curvatura della superficie di Fermi
~ pp; allora 4 ~ pi- e

h3w? \1/3
L~ ( ce?pt ) * (86’24)

Ricordiamo che la parte reale dell’impedenza determina la
dissipazione dell’energia del campo nel metallo. Nell’approssima-
zione considerata (a prescindere dagli urti tra elettroni) questa dis-
sipazione ha la natura dello smorzamento di Landau 2).

La legge dello smorzamento del campo elettrico all’interno
del metallo per effetto skin anomalo non é esponenziale e percid
la nozione della profonditd di penetrazione in questo caso non ha
significato letterale, come nel caso (86,5). A causa della presenza del

1) I1 cammino d’integrazione (semiasse reale destro) si pudé ruotare di un
angolo —i/6 nel piano della variabile complessa k senza intersecare in questo
caso i poli dell’espressione integranda. Integrando lungoe la semiretta & =
= y exp (—in/6) abhiamo

o0 )
I = " kdk =ei“/6 udu
=) L

0 0

e, dopo la sostituzione u® 4 b = b/,
1 —-—

~23 (4 _py)-1/3 ge = LUBT(2/3) imys _ 7 (}/3+1)
fera—ym° = TEOT D e o ZUSED

ein/s

ESE

%) Il primo a indicare i fenomeni che costituiscono 1'essenza dell’effetto
skin anomalo ¢ stato H. London (1940). La teeria qualitativa di questo effetto
& stata data da A. B. Pippard (1947), mentre la teoria quantitativa qui esposta
appartiene a G. E. Reuter e E. H. Sondheimer (1948).
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fattore oscillante cos kx nell’espressione integranda della (86,21)
U'integrale & definito soprattutto (per z dato) dalla regione di valori
k~ 1/z. La funzione E (z) decresce notevolmente quando questi
valori &> b3 1), Percio la profondita di penetrazione come ordine
di grandezza vale 6 ~ b7'/3 oppure

c¢2h3 \1/3 c2h® \1/8
s~(zax ) ~(amg) - (86,25)

All’aumentare della frequenza questa profonditd continua a decre-
scere, ma pil lentamente che per 1'effetto normale. Le grandezze
definite dalle espressioni (86,6) e (86,25) (indichiamole come 8norm
e 8anom) Sono confrontabili come ordine di grandezza quando 6 ~ L.
Poiché una di esse decresce come @~Y% e I'altra come w~*/3, & chiaro
che per un medesimo valore di ® abbiamo 83nom ~ Shorm!.

Infine facciamo qualche osservazione circa il carattere della
riflessione degli elettroni da. parte della frontiera del metallo. Se
la superficie & perfetta (senza difetti) e coincide con qualche piano
cristallino, la disposizione degli atomi sulla superficie gode di una
periodicita corrispondente alla simmetria di traslazione del reticolo
cristallino. In questo caso per riflessione dell’elettrone si conservano
insieme all’energia anche le componenti tangenziali p,, p, della
sua quasi-quantitd di moto. Quanto alla componente normale della
quasi-quantitd di moto dell’elettrone riflesso, cioé px, essa &

definita rispetto al valore p, dell’elettrone incidente mediante ’equa-
zione

€ (p;’ Py pz) =& (px7 Py pz)’ (86126)

dove deve essere vy = de/dpy >0, vale a dire che 1'elettrone riflesso
si muove nella direzione della frontiera (la velocita dell’elettrone
incidente v, = d¢/dp, << 0). L’equazione (86,26) pud avere alcune
di queste radici, in generale, vy F= —UV,.

Ma per gli elettroni incidenti scivolanti tra queste radici se ne
trova sempre una corrispondente a una variazione piccola della
quasi-quantita di moto, inoltre vy = —v, (cioé la riflessione &
speculare nel senso letterale del termine). Infatti, per un elettrone
che si muove quasi parallelamente alla frontiera la derivata v, =
= @e/dp, & piccola; cid vuol dire che sulla superficie isoenergetica
nello spazio p all’elettrone corrisponde il punto P, posto nell'intorno
del punto di estremo dell’energia & come funzione di p,, cioé del punto
in cui de/dp, = 0. Ma nell’intorno di questo punto, dall’altra parte
dell’estremo esiste sempre un punto P’ in cui il valore della derivata
0e/dp, differisce dal valore nel punto P solo per il segno.

Si pud mostrare che la riflessione di un elettrone scivolante con
probabilitd massima avviene proprio con questo cambiamento

1y Per z >» 6 l'integrale (86,21) & definito dai valori k < b3, In questo
caso { (k) ~ k e il campo E (z) decresce come z-%
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della quasi-quantita di moto. Per di piu, questa affermazione resta
valida anche per riflessione da parte di una superficie imperfetta che
abbia delle asperitd delle dimensioni atomiche allorché, a rigore,
la legge di conservazione delle componenti tangenziali della quasi-
quantitd di moto non esiste pit. La spiegazione intuitiva € che la
funzione d'onda dell’elettrone scivolante varia lentamente lungo
I’asse z e percid « non sente » le asperitd atomiche della superficie 1).

Presenta interesse il fatto che il valore dell’impedenza superficia-
le per effetto skin limite anomalo diventa in generale poco sensi-
bile al carattere della riflessione degli elettroni. Cosi, per riflessione
diffusionale (quando tutte le direzioni dell’elettrone riflesso sono
equiprobabili indipendentemente dall’angolo di incidenza) il valore
dell’impedenza differisce dalla (86,23) solo per il fattore 9/8. La con-
dizione al contorno per riflessione diffusionale da parte di una
superficie piana si formula come 87 (v, >0, vy, v,) = O per z = 0.
In questo caso, tuttavia, il metodo di Fourier diventa inapplicabile
e il problema si risolve con il cosiddetto metodo di Wiener-Hopf ?).

§ 87. Effetto skin nella regione infrarossa

Abbiamo studiato cosl i due casi limite dell’effetto skin: I'effetto
normale, quando la pil piccola tra le tre dimensioni caratteristiche
8, I e vp/w & la lunghezza del cammino libero I, e 1'effetto anomalo,
quando la piu piccola & la profonditd di penetrazione §. Ora conside-
riamo il terzo caso, quando la lunghezza pil piccola &

vl K 8, vilogl 87,1)

A questo caso giungiamo in modo naturale dall’effetto skin anomalo
per l'ulteriore aumento della frequenza; sebbene in questo caso la
profondita di penetrazione decresca, il prodotto w0 cresce come ©%/3.
Nei metalli ordinari le condizioni (87,1) si realizzano nella regione
infrarossa.

Le condizioni (87,1) delimitano la regione di frequenza dal basso.
Ma la validita dei risultati, che verranno esposti pilt avanti e basati
sulla teoria del liquido di Fermi, & delimitata anche dall’alto dalla
condizione Zw < ep. La violazione di questa condizione implichereb-
be l'eccitazione di quasi-particelle dalla profondita della distribu-
zione di Fermi, che non hanno senso nei limiti della teoria del liquido
di Fermi.

Per determinare il legame tra la corrente e il campo elettrico bi-
sogna di nuovo ricorrere all’equazione cinetica. Ma ora il termine
con la derivata temporale, in virti della condizione o> > vy/6, @

1) La dimostrazione delle affermazioni fatte si puo trovare nell’articolo di
A. F. Andreev, UFN, 1971, v. 105, p. 113.

2) Si veda G. F. Reuter, E. H. Sondheimer, Proc. Roy. Soc., 1948, v. A195,
p. 336.
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grande rispetto al termine con le derivate spaziali e, in virtu della
condizione > vy/l, grande anche rispetto all’integrale degli urti.
Dopo aver trascurato questi termini I'equazione cinetica assume
la forma

aén an
5BV 5 =0.
Scrivendo 9 6n/dt = —iw 6n, ricaviamo
dn=— Ty, =Y (87,2)

L’assenza nell’equazione cinetica del termine con le derivate
rispetto alle coordinate significa assenza di dispersione spaziale.
In questo senso 1'effetto skin diventa nuovamente « normale ». La
presenza del termine con la derivata rispetto al tempo conduce,
tuttavia, alla dispersione di frequenza della conduttivita. La situa-
zione & la stessa che nel calcolo della costante dielettrica in un
plasma senza urti. La differenza consiste solo nell’anisotropia del
metallo e negli effetti del liquido di Fermi. Questi ultimi si manife-
stano nel seguente modo: la densitd di corrente si esprime con un
integrale che dipende non soltanto dalla distribuzione 6n, ma anche
dalla funzione di interazione delle quasi-particelle (degli elettroni di
conduttivitd) f (p, p’). Sottolineiamo che a causa della presenza
nell’equazione cinetica del termine @ 8n/dt & impossibile escludere
P'interazione tra le quasi-particelle mediante I'introduzione della
distribuzione 4.

Secondo le (74,21-22), la densitd di corrente & espressa con la
correzione alla funzione di distribuzione degli elettroni mediante
la formula

i=—e {v[v @+ [ For Db o |

dove v & il versore della direzione della velocitd vy, coincidente con
il vettore normale alla superficie di Fermi. Sostituendovi la funzione
Y dalla (87,2), troviamo il legame tra la corrente e il campo nella
forma j, = 0ap (0) Eg, dove il tensore di conduttivita

iom

ds; 2dS
Ngleét)= S Va [UFVﬁ"I" S f(st PF) VB (ZnﬁF)s ] (z,mfs . (87’3)

La simmetria del tensore Ngg €I & definita dalla simmetria del cristal-
lo (e non dlpende dalla dlrezmne del campo come nella (86,15)). In
un cristallo a simmetria cubica (che per semplicita supporremo pil
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avanti) questo tensore, cosi come Oqg, Si riduce a uno scalare, foé” =

== N(If) §,5, e allora
e ar(eft)

La descrizione delle proprietda di un metallo mediante questa
conduttivitd si pud sostituire nel modo comune con la descrizione
mediante la costante dielettrica

2
e(@)=1+i 2700 g JIne yetd, (87,5)

w mo?

-

La notazione N@ID & introdotta qui per analogia (si veda VIII,
§ 78) con la nota espressione limite della costante dielettrica alle
frequenze molto alte: & = 1 — 4ne?N/me? dove N ¢ il numero
totale di elettroni nell'unitd di volume della sostanza. Quindi, la
grandezza NI nell’ottica infrarossa dei metalli svolge il ruolo
del numero efficace di elettroni e dipende dalla funzione d’intera-
zione tra gli elettroni di conduttivita.

Accanto al numero N & opportuno introdurre anche la fre-
quenza efficace di plasma

_f Ame® pietn) 172
Q= (= NCO), (87,6)

Allora la conduttivita si scrive nella forma
¢ = iQ¥4no. (87,7)

La grandezza Q & definita solo dai parametri dello spettro elettronico
del metallo; in una stima approssimativa essa coincide percio con il
parametro ex/h, ossia con l’energia al contorno di Fermi. Poiché
la teoria esposta & limitata dalla condizione #iw < ep, allora
Q> o.

La penetrazione del campo nel metallo & descritta dall'equazione
(86,4) che dopo la sostituzione di ¢ dalla (87,7) diventa

E—2E=0,
[
La sua soluzione, che si annulla per & — oo, €
E = E,e*%, 6 = ¢/Q (87,8)

(per metalli tipici ¢/Q ~ 10~® em). Quindi, il campo si smorza se-
condo una legge esponenziale, con profonditd di penetrazione indi-
pendente dalla frequenza. Il legame tra campo elettrico e magnetico
ora & dato (come & facile vedere mediante la prima delle equazioni
(86,3)) dalla relazione (86,8) con l'impedenza

§=_i;°_. §= — i (87,9)
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L’impedenza immaginaria pura significa la completa riflessione
dell’'onda elettromagnetica da parte della superficie del metallo
senza dissipazione. Questo risultato & naturale, in quanto nell’appros-
simazione considerata sono stati trascurati gli urti tra elettroni
quale fonte di dissipazione.

Notiamo che con l'inclusione della (87,7) le condizioni fondamen-
tali di applicabilitd della teoria studiata si possono scrivere come

Q > o > Qugle. (87,10)

La prima disuguaglianza € compatibile con Zw > © (© ¢ la tempe-
ratura di Debye). In questo caso il parametro di Fermi vy e la fun-
zione f nella formula (87,3) devono essere considerati non sulla super-
ficie di Fermi stessa, bensi per | ¢ — egr | > 0. Come & stato mo-
strato in IX, § 65, l'interazione elettrone-fonone fa si che vy in
questa regione differisce da vy nella regione | ¢ — &p | KO (impor-
tante, ad esempio, per le proprieta statiche del metallo alle basse
temperature); lo stesso vale per la funzione d’interazione delle quasi-
particelle f.

§ 88. Onde elicoidali in un metallo h

Il fatto che il campo elettromagnetico variabile esterno non
penetra all’interno del metallo significa, in altre parole, che in un
metallo & impossibile la propagazione di onde elettromagnetiche
non smorzantisi, con frequenze fino a quella del plasma, w ~ Q.

La situazione, tuttavia, cambia radicalmente in presenza di un
campo magnetico costante B. Il campo magnetico cambia il caratte-
re del moto degli elettroni e con cid incide fortemente sulle proprieta
elettromagnetiche del metallo. E fondamentale inoltre che il moto
diventi finito nel piano perpendicolare al campo. Nei campi forti,
quando il raggio di Larmor dell’orbita rp ~ cpr/eB diventa piccolo
rispetto alla lunghezza del cammino libero,

rg<&l (88,1)

(oppure, il che & lo stesso,w T > 1, dove wp ~ vp/rgz ~ eB/m*c &
la frequenza di Larmor, t ~ l/vp & la durata del cammino libero),
la conduttivitd elettrica nelle direzioni trasversali al campo dimi-
nuisce bruscamente tendendo a zero per B — co. Si puo dire che in
queste direzioni il metallo si comporta come un dielettrico, per cui
diminuisce la dissipazione dell’energia nelle onde, con il campo elet-
trico polarizzato nel piano perpendicolare a B. In altre parole, di-
venta possibile la propagazione di queste onde come processo che non
si smorza (in prima approssimazione). Inoltre le frequenze possibili
delle onde sono limitate dalla condizione

o << ©p; (88,2)
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soltanto con questa condizione le traiettorie descritte dagli elettroni
riescono ad incurvarsi sensibilmente durante un periodo del campo,
il che implica la variazione delle proprietd elettromagnetiche del
metallo relativamente a queste frequenze.

La finitezza del moto dell’elettrone (nel piano perpendicolare
a B) suppone anche la finitezza della traiettoria nello spazio dei
vettori quantitd di moto, cioé della sezione della superficie di Fer-
mi. Percido quanto detto sopra si rifersice a metalli con superfici di
Fermi chiuse, qualungue sia la direzione di B, e a metalli con super-
fici aperte soltanto per quelle direzioni di B per cui le sezioni sono
chiuse. Per sezioni aperte il moto degli elettroni nel campo magneti-
co resta infinito, la conduttivita non decresce e la propagazione delle
onde elettromagnetiche nelle direzioni corrispondenti risulta essere
impossibile.

Le onde elettromagnetiche che non si smorzano in un metallo si
possono considerare quali rami di Bose dello spettro energetico del
liquido di Fermi elettronico. Il carattere macroscopico di queste
onde si manifesta nella grandezza elevata (rispetto alla costante del
reticolo) delle lunghezze d’onda. Questa & la ragione per cui a que-
ste eccitazioni corrisponde un volume di fase relativamente molto
piccolo e per cui il loro contributo alle grandezze termodinamiche
del metallo & trascurabile.

Scriviamo di nuovo le equazioni di Maxwell

S~ 4m, 1 6B
rotB=—j, rotE=———r, (88,3)
dove con B @ indicato il campo magnetico debole variabile dell'onda
(g differenza del campo costante B). Escludiamo B da queste equa-
zioni:

! _ . _ ._____4_:_:_6i
rotrot E=grad divE—AE= — ——-.

Da qui ricaviamo 1'onda piana monocromatica

(— ey + B280y) By =2 5. (88.4)

Esprimiamo il campo E in funzione della corrente secondo E, =
= papjp, dOVe pap = ozp ¢ il tensore della resistenza specifica.
Allora otteniamo il sistema di equazioni lineari omogenee

4mi . c
[kzpaﬁ"‘kakvpvﬁ— JZ;&) 6a3] je=0. (88.5)

Il suo determinante da 1’equazione che esprime la legge di disper-
sione delle onde.
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Ai §§ 84, 85 & stata trovata la forma del tensore di conduttivitd
di un metallo (nella regione della sua resistenza residua) in un campo
magnetico forte, nel caso stazionario. Vediamo ora in che modo
questi risultati devono essere modificati per il caso non stazionario.
La periodicitd temporale e spaziale del campo elettrico (e anche
della parte variabile della funzione di distribuzione degli elettroni)
implica la comparsa a primo membro dell’equazione cinetica dei
termini

d8n 3 bn . o s
—5—t—+v-a_r-- —zmﬁn—,— ikv én

(cfr. 1a (74,25)). Analogamente alla (84,7) rappresentiamo le funzio-
ni 6n e 67 nella forma

an ~ g
dn= "53_0 ¢Eh, &n= ae" ¢eEg,

In accordo con la (74,21) le funzioni h e g sono mutuamente legate
dalla relazione integrale lineare

v, 45 .
g=h+5f(P, pr) h WELh-
Quindi, l'equazione cinetica assume la forma
T~ (g) +ioltg—i (kv) gl =v. (88,6)

Essa differisce dall’equazione precedente (84,10) per la sostituzione
del termine / (g) con l'espressione fra parentesi quadre. Questa
espressione dipende ora non soltanto dal carattere della diffusione
degli elettroni sugli atomi di impuritd, ma anche dalla funzione della
loro interazione reciproca.

In virtd della condizione rp < 1, il termine I (g) nell’equazione
(88,6) & piccolo rispetto al termine dg/dt, cosi come era piccolo anche
nella vecchia equazione (84,10). In virtd della condizione © < ® g,

il termine iw/,~'g ~ iwg & anch’esso piccolo. Imponiamo ancora una
condizione al vettore d'onda: Avy < g, -Ciod

krp <1, (88,7)

vale a dire che la lunghezza d'onda deve essere grande rispetto al rag-
gio di Larmor. Allora sard piccolo anche 1'ultimo termine tra paren-
tesi quadre nella (88,6). Per queste condizioni resta valide il metodo
di soluzione dell’equazione cinetica con le approssimazioni succes-
sive sviluppato al § 84, cosl come restano validi anche i risultati 12
ottenuti per i primi termini dello sviluppo del tensore di condutti-
vitd nelle potenze di 1/B. Ma la presenza di w e k nell’equazione
(88,6) implicherd, in generale, una dispersione della conduttivita
nelle frequenze e nello spazio.
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La presenza di piti parametri caratteristici di lunghezza e di tem-
po e la varietd delle proprietd geometriche delle superfici di Fermi
conducono alla varietd di fenomeni legati alla propagazione delle
onde elettromagnetiche nei metalli. Ci limiteremo allo studio (in
questo paragrafo e in quello successivo) di alcuni casi caratteristici.

Consideriamo un metallo non compensato con la superficie di
Fermi chiusa. In accordo con le formule (85,4-5), la pil grande com-
ponente del tensore di resistenza ¢

B

Oxy = — Pyx = e (Ne—Np) ’ (88,8)

essa si riferisce alla parte non dissipativa (antihermitiana) del ten-
sore. Questa componente non dipendeva in generale dalla forma
dell’integrale degli urti e, quindi, non dipende neanche dalla forma
dell’espressione tra parentesi quadre nell’equazione (88,6). Vuol di-
re che la formula (88,8) resta valida anche per il campo dell'onda.

La descrizione del mezzo mediante il tensore di resistenza pag
(o mediante il tensore di conduttivitd oap) equivale alla descrizione
mediante il tensore della costante dielettrica

471io g __ ©Pap
o ' FB=Im

Eup =

In questo caso il tensore e3p ha le sole componenti

I - R
By = — & =g ice(Ne—Np)*

Questa espressione coincide con quella studiata al § 56 in relazione
alle onde elicoidali nel plasma (differenziandosi da essa solo per la
sostituzione della densitd elettronica N, con la differenza N, — Ny):
Percid i risultati ottenuti al § 56 si estendono direttamente alle onde
studiate nei metalli, dette anch’esse elicoidali ?).

La legge di dispersione di queste onde &

___eBlcost|
= e TN.—NnT* (88,9)

dove 0 & 1’angolo tra k e B. Il campo elettrico dell’'onda é polarizza-
{0 ellitticamente nel piano perpendicolare al campo magnetico B.
Considerando (come al § 56) la direzione di B come asse z e il
piano zz passante attraverso le direzioni di k e B, avremo per il
campo elettrico

E, =2 i|cos8 | E,, (88,10)

dove il segno superiore si riferisce al caso N, >N, e il segno infe-
riore al caso N, << N,;.

1) La possibilita della propagazione di ?ueste onde nei metalli & stata indi-
cata da O. V. Konstentinov e V. I. Perel (1960).
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§ 89. Onde magnetoplasmiche in un metallo

Consideriamo ora le onde in un metallo compensato (N, = N})
con la superficie di Fermi chiusa. Oltre alle condizioni necessarie
(88,1-2) supporremo soddisfatte anche le disuguaglianze

o> vp/l, o> kvp. (89,1)
In virtd della prima di queste disuguaglianze, 1'integrale degli urti

I (g) nell’equazione cinetica (88,6) & piccolo rispetto al termine imf,‘lg
e, in virth della seconda condizione, il termine i (kv) g & piccolo
anch’esso. Trascurando questi termini otteniamo 1’'equazione

og

e imi_‘g =V, (8972)

che differisce dall’equazione (84,10) per la sostituzione del termine
I(g) con iwL'g.

Percid i risultati ottenuti al § 85 per il tensore di resistenza nel
caso stazionario resteranno validi, con la sola distinzione che ora il
piccolo parametro dello sviluppo in potenze di 1/B sard non rg/l,
bensi —iw/w 5. La dispersione spaziale della conduttivitd non esiste,
ma si verifica quella nelle frequenze.

In accordo con la (85,7), nel caso stazionario i termini principali
dello sviluppo delle componenti del tensore della resistenza speci-
fica per un metallo compensato sono

Pz =costante; Py, Pyy, Pxy B% Py Pyz > B. (89,3)
Per separare il parametro rp/l in questo tensore si deve, perd, preci-

sare come entrano nelle’ sue componenti B e anche /. A tal fine scri-
viamo, ad esempio, la stima

1 2 B 1
pxx"’.oo('r‘B") ~ ZeN TB—’

dove p, ~ pr/Ne*l. Analogamente,

i B - B ]

Puz ™~ PogT ~ 5oy r P~ P~ oy T

Effettuando ora la sostituzione suindicata del parametro di svilup-
po, troviamo il tensore pes (@) nella forma

Op Wp

— i axx —im axy axz
B ®p wp
Pab=7T7 | Tia v —io Yvv %y

a.,

1
2 ‘ (89,4)
e I )
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dove tutti gli a,s ~ 1 sono_coefficienti reali adimensionali; le gran-
dezze N e m* (in 0 5 = eB/m*c) vanno considerate qui come para-
metri appropriati dell’ordine di grandezza richiesto. Tutti i termini
nella (89,4) si riferiscono alla parte antihermitiana del tensore, ciod
non dissipativa. Percid é chiaro a priori che I'inclusione di questi
termini soli condurrad ad onde non smorzantisi.

Nel caso generale di direzioni di B e k arbitrarie la legge di di-
spersione delle onde si esprime mediante formule sufficientemente
complicate. Limitiamoci a un caso particolare che rivela le proprieta
fondamentali di queste onde.

Supponiamo ora che il reticolo cristallino del metallo goda di
simmetria di ordine superiore al secondo e che il campo B (I'asse z)
sia diretto lungo questo asse. Le grandezze gy, Qyyr Gxy = Qyx
costituiscono un tensore simmetrico bidimensionale nel piano zy,
che in virta della simmetria supposta si riduce allo scalare: a,, =
= Qyy = a3, Gxy = 0. Le grandezze a.;, ay, costituiscono un vettore
bidimensionale nello stesso piano e per la simmetria in esame si annul-
lano. Quindi, non restano che le componenti

D= Oy = 2@
xx= 0y = eN —im P
B —io (89'5)

P2z = ecN ®p Qs:

Consideriamo di nuovo il piano zz che passa attraverso le dire-
zioni di k e B. Se trascuriamo la grandezza piccola p, (rispetto a
Pxx), 'equazione di dispersione si divide in due equazioni:

4nio

c2

4rim

— Koy =0, —— —kipax= 0;

inoltre & supposto che 1'angolo 0 tra k e B non sia troppo vicino a
7/2 in modo che A% non & troppo piccolo (cos 8 > w/wp). Da qui
deduciamo le leggi di dispersione per due tipi di onde:

o =kuy Va'u

— 89,6
02 =ku, | cos8|V ay (89.6)

dove 1)

B
YA = Ny T * (89,7)

Queste onde elettromagnetiche nei metalli si chiamano magneto-
plasmiche. Le onde del primo e del secondo tipo sono analoghe rispet-
tivamente alle onde magnetoacustica veloce e di Alphen in un pla-

1) Nelle leggi di dispersione (89,6-7) la condizione kvp < © significa che
deve essere uy > vp. Nel campi B realizzabili questa condizione in effetti pud

essere soddisfatta soltanto nei semimetalli (bismuto) con piccola densitd dei
portatori di corrente.
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sma ). Quanto alle oscillazioni corrispondenti a un’onda magneto-
acustica lenta, esse non possono avere a priori la velocita w/k, soddi-
sfacente la seconda condizione (89,1), e percio non possono comparire
qui.

 § 90. Oscillazioni quantistiche della conduttivita di un metallo
in un campo magnetico

La teoria dei fenomeni galvanomagnetici esposta ai §§ 84, 85
aveva un carattere quasi-classico nel senso che la natura quantistica
si & rivelata soltanto sotto forma della funzione di distribuzione
degli elettroni, mentre la discretezza dei livelli energetici nel campo
magnetico (per traiettorie elettroniche chiuse) & stata trascurata. .
Questa discretezza conduce, tuttavia, a un fenomeno qualitativa-
mente nuovo, ossia alle oscillazioni della conduttivita quale funzione
del campo magnetico (il cosiddetto effetto Subnikov-de Haas). Questo
effetto & analogo alle oscillazioni del momento magnetico (effetto de
Haas-van Alphen), ma la sua teoria & piu complicata, in quanto il
fenomeno & di carattere cinetico e non termodinamico. La conside-
riamo nei limiti del modello degli elettroni non interagenti, lascian-
do da parte il problema (probabilmente non studiato ancora) dell’in-
fluenza degli effetti del liquido di Fermi.

Cosi come al § 84, consideriamo il campo magnetico forte, nel
senso della condizione (84,1) che scriviamo nella forma

5T > 1, (90,1)
dove t & la durata del cammino libero degli elettroni e
0p = o (90,2)

la frequenza di Larmor; m* & la massa ciclotronica degli elettroni 2).
E ovvio che al tempo stesso il campo non deve essere cosi forte da
violare la condizione di quasi-classicita

Tiw 5 < e (90,3)

Quanto alla relazione tra hwge T, essa pud essere arbitraria.

Ci limiteremo allo studio delle oscillazioni quantistiche della
conduttivith trasversale (rispetto al campo magnetico, cioé all’asse
z) supponendo inoltre, per rendere pit semplice la scrittura delle

1y La possibilitd dell’esistenza di queste onde & stata indicata da
S. J. Buchsbaum e J. Golt (1961). La teoria qui esposta appartiene a E. A. Kaner
e V. G. Skobov (1963).

?) Ricordiamo (si veda IX, (57,6)) la definizione: m* = (88/9¢)/2x, dove
S (e, p, & l'area della sezione della superficie isoenergetica col piano p, =
— costante; la superficie isoenergetica & definita qui nello spazio p (e non in
quello p/z come in IX).
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formule, che il cristallo abbia simmetria cubica. In tale cristallo
la parte simmetrica (dissipativa) del tensore di conduttivita ha
solo le componenti 0., = 0y, € 0,;. Una semplicita relativa del
problema per le componenti trasversali & dovuta al fatto che per
queste componenti I'influsso degli urti puo essere considerato (come
abbiamo visto al § 84) come una piccola perturbazione rispetto
all’influsso del campo magnetico; per la conduttivitd longitudinale
o,, le cose stanno altrimenti ).

Come al § 84, consideriamo il metallo nella regione della sua
resistenza residua, in modo che si ha a che fare con gli urti tra elet-
troni e atomi di impurita. Poiché questi urti sono elastici, elettroni
di diversa energia partecipano indipendentemente gli uni dagli altri
alla creazione della corrente elettrica.

Sia g (¢) il numero di stati quantistici dell’elettrone, riferito
all'intervallo unitario di energie. Allora la densita spaziale del
numero di elettroni con energia nell’intervallo de & n (e) g (¢) de,
dove n (&) sono i numeri di riempimento degli stati. Indichiamo con
jy (€) la densita della corrente trasversale generata da questi elettro-
ni. In presenza sia del campo elettrico che del gradiente della densita
elettronica, la densita di corrente sara rappresentata dalla somma

iy (6) =D (&) 5 € () + Oy (2) Ey. (90,4)

I1 primo termine rappresenta il trasporto diffusionale della carica;
D (g) & il coefficiente di diffusione (nello spazio reale!) degli elet-
troni con energia €.

La corrente (90,4) deve annullarsi per la distribuzione

a
ro (e —e9) & 1o (£) — €932,

corrispondente all’equilibrio statistico del gas elettronico in un
campo elettrico costante debole di potenziale ¢ (r) (n, & la distri-
buzione di Fermi). Da qui ricaviamo la relazione che lega ayy (&)
e D (e):

Oy (8) = — 2 () D (6) F.

La conduttivita elettrica totale, che include il contributo dagli elet-
troni di tutte le energie, &

op=—e | g(e)D(e) Grde=—e 3D (e 222 (90,5)

1) Quanto alla parte antisimmetrica del tensore di conduttivitd, le oscilla-
zioni quantistiche si manifestano soltanto in seconda approssimazione rispetto

a l/egt.
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Nell’ultima formula la sommatoria & estesa a tutti gli stati quanti-
stici dell’elettrone; s indica convenzionalmente I’insieme dei numeri
quantici degli stati. La formula (90,5) riduce il problema del cal-
colo della conduttivita al calcolo del coefficiente di diffusione degli
elettroni in assenza di campo elettrico.

Il coefficiente di diffusione, a sua volta, va espresso in funzione
—delle caratteristiche degli atti microscopici di diffusione mediante
una formula del tipo (21,4):

D =Y (Ay)?/28t,

dove la sommatoria & estesa agli urti cui 'elettrone & soggetto du-
rante il tempo 8¢, mentre Ay rappresenta la variazione del valore
medio della coordinata y dell’elettrone in seguito agli urti (ricor-
diamo che il moto dell'elettrone nel piano perpendicolare al campo
& finito; nel quadro intuitivo delle orbite quasi-classiche Ay & lo
spostamento del centro dell’orbita). Indichiamo con

NinpWed (85 — &)

la probabilita della transizione dell’elettrone dallo stato s allo stato
§ in seguito alla diffusione; la funzione delta esprime 1'elasticita del-
la diffusione e il fattore N mp (densitd degli atomi di impurita) I'in-
dipendenza della diffusione su atomi disposti caoticamente. Allora
il coefficiente di diffusione sard rappresentato dalla formula

1
D (e)= 5 Nimp E (Ys—Ys)* Wb (e, —25),

dove y, & il valore medio della coordinata nello stato s. Sostituendo
questa espressione nella (90,5), otteniamo per la conduttivita

2 . [/}
Opy= — eT Nimp D) (¥s—¥s)? _'%fl Weid (e, —es)  (90,6)
“l

(S. Titeica, 1935; B. I. Davydov, I. Ja. Pomerancuk, 1939) ).

Per un’applicazione concreta di questa formula bisogna decifrare
il significato della notazione s. La quantizzazione discreta dei livelli
energetici dell’elettrone di conduttivitd in un campo magnetico
compare per traiettorie quasi-classiche chiuse nello spazio p (cioé
per sezioni chiuse delle superfici isoenergetiche), il che verra supposto
pit avanti. In questo caso gli stati quantistici sono definiti da quat-
tro numeri

s = (n, Py, P; = pu O) (90,7)
1) Nel caso di diffusione sulle impuritd il principio di Pauli non incide

sulla forma delle espressioni; cfr. I'integrale degli urti (78,14) in cui i prodotti
nn' legati al principio di Pauli si elidono mutuamente.
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dove n & un intero positivo (grande); il numero ¢ = 4-1 assegna il
valore della proiezione dello spin elettronico e Py, P, sono le com-
ponenti della quasi-quantitd di moto generalizzata P = p — eA/c.
Il potenziale vettoriale del campo magnetico & supposto 4, = —By,
A, = A, = 0; per la ciclicita delle coordinate z e z le componenti
della quantitd di moto generalizzata P, e P, si conservano (si veda
IX, § 58). I livelli energetici, invece, dipendono solo dai tre numeri
quantici n, p,, ¢. Essi sono dati dalle espressioni

€no (p.) = ¢ (n, p2) + UﬁBEn (pz)’ (9018)
dove € (n, p;) & la soluzione dell’equazione
EB 1

S (e, ps)=2m— (n+_2_), (90,9)

Nel secondo termine della (90,8) § = eh/2mc & il magnetone di Bohr
e il fattore &, (p,) caratterizza la variazione del momento magneti-
co dell’elettrone in seguito all’interazione spin-orbitale nel reticolo.

Il tensore di conduttivitd studiato ai §§ 84, 85 rappresenta in
realtd il risultato del calcolo dei valori medi delle funzioni esatte
0,p (B) rispetto alle piccole oscillazioni quantistiche. In particolare,
in accordo con la (85,3), il valore medio cosi calcolato della condutti-

vitd trasversale & o,, oo B~%. Mostriamo prima di tutto che questo
risultato si deduce dalla formula (90,6) e precisiamo il legame esisten-
te tra le grandezze Wy che figurano in questa formula e la funzione
w (p’, p) nell’integrale quasi-classico degli urti tra elettroni e im-
purita (78,14).

E stato gia detto al § 84 che la condizione di quasi-classicitd del
moto dell’elettrone garantisce al tempo stesso l'indipendenza del
processo di diffusione dal campo magnetico. La probabilita della
diffusione in assenza di campo, accompagnata dalla trasformazione
della quasi-quantitd di moto p in p’ & stata rappresentata nell'inte-
grale degli urti (78,14) nella forma

3 7
w (D', P)8(e—¢') g (90,10)
Per scrivere questa espressione in forma adatta alla diffusione in un
campo magnetico & sufficiente trasformarla in variabili che conser--
vino il loro significato per il moto nel campo:

‘ ' dP,dp,de
W (Pys p;a g5 Py Pz 8) 4 (8—‘8,)"(—233%5)—:3:? (90’11)
(la derivata v, = de/dp, & supposta espressa anch’essa in funzione
delle nuove variabili). La coordinata y nel moto lungo una traietto-
ria quasi-classica & legata alla quasi-quantitd di moto generalizzata
dalla relazione P, = p, -+ eBy/c; percid il valore medio (secondo la
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traiettoria) &

y=-Pa—D:(e, P)I=%5. (90,12)

e
Il valore medio della conduttivitd o,,, calcolato rispetto alle
oscillazioni, si ottiene in base alla formula (90,6) sostituendovi la
sommatoria sulla variabile discreta s con 1'integrazione rispetto alla
variabile continua &. Introducendo per brevita la notazione

’ 1 , wdp ap’
a(e, pn Pz)=‘?' S (x—n )2W, (90,13)
otteniamo
= e N on , , 2dp,dp;
Opy= ——p > Sa G 8 (e—¢)dede’ = (90,44)

(il fattore 2 proviene dalle due direzioni dello spin elettronico; la
probabilitd della diffusione & supposta indipendente dallo spin in
modo che la sua proiezione non varia). L’integrazione rispetto a &’
elimina la funzione delta. Nell'integrazione rispetto a e, invece,
si pud supporre costante il fattore lentamente variabile a (conside-
randone il valore per & = p) e integrare solo la derivata dn,/de.
Come risultato abbiamo

- AN 2dp, dp; 1
Gpy= e (o =it = [ b(p)-2dp..  (9045)

Passiamo ora all’inclusione della discretezza dei livelli. Cid si-
gnifica che al posto dell'integrazione nella (90,14) rispetto alla va-
riabile continua & (per P, e p, dati) bisogna scrivere la sommatoria
su n, sostituendo

S...d8—>hw32...,

dove

de (n, pg)
hop = P

come risulta con chiarezza dalla (90,9) e dalla definizione della
massa ciclotronica m*. Usando le notazioni sopra introdotte, scri-
viamo

2N ’ ang (8,4)
Oyy = — —pr - 5 D) a(enor Pir p)—5"% X
nn’'e
, @pzdp;
X 8 (Bno— &n’o) ROpho} (z_:m)'a“ (90,16)

(notiamo che, in seguito all'integrazione rispetto alle due variabili
P2 © ps, Si pud ritenere simmetrica la funzione ¢ rispetto ad esse).
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La parte oscillante di questa espressione, ;yy, va separata me-
diante la formula della sommatoria di Poisson (si veda 1X, § 63)

+FO)+ S F(m={F(z)dz+2Re
0 I=1

n=1

F (z) e2mitx dz (90,17)

oty g

e compare qui dalla somma in I; il valore medio o,, proviene dal
primo termine integrale.
Supporremo piccola 1'ampiezza delle oscillazioni rispetto al va-

lore medio 6,, (con cid la grandezza del campo magnetico & sog-
getta a una determinata condizione; si veda piu avanti la formu-
la (90,26)). Allora & sufficiente tener conto della parte oscillante
ogni volta soltanto in una delle somme (estesa a n o a »’) nella (90,16).
Tenendo conto della simmetria di a rispetio a p,, p; e introducendo
la notazione b per analogia con la definizione nella (90,15), abbiamo

~ 4 * ~
Oyy =-F,2-Be Z 2 J(c, (90,18)

l=1 =21

dove 710 & la parte oscillante dell’integrale

e ong (€, 9e

Jtc——f- - S dn S b (enos P2) T.;grlz_f_’_eznimdpz.
0

Introducendo al posto di n quale variabile d’integrazione la funzione
e (n, p,) dalla (90,8), integriamo per parti rispetto a & (il fattore
lentamente variabile b si pud ritenere costante). Il termine cosi
integrato non conduce a una dipendenza oscillazionale dal campo

(e non rappresenta altro che una piccola correzione a ¢,,); ometten-
dolo ricaviamo

¥ . N : b(e, p,) 0
Tio=2mil S S e2m’”—'—;:%p—)—(%dpz de.  (90,19)
3 exp 2RO 44

Qui py = p — ofEB e viene introdotta la funzione

S (e, Pz 1
n(e, p)=-SErpd L (90,20)

(cfr. la (90,9)); nell’argomento della funzione b (e,s, p;) si € tra-
scurato il termine BEB rispetto a & grande.

L’integrazione rispetto a p, nella (90,19) é identica a quella
nell’integrale (63,8) del volume IX, per lo studio dell’effetto
de Haas-van Alphen. L’integrale & definito dalle regioni in prossimita
dei punti p, = p,¢x (¢) in cui n (e, p,) (cioé I’area della sezione S)
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ha valori di estremo quale funzione di p,. Come risultato otteniamo
o

-710 - 2 g 25 ]/T:X—I.) {2niln‘ex = in/4} bex (€) d;l:x de, (90,21)
o b [exp SRt |1 atnjont 1

dove
) Nex (8) =n (ev Pzex (E))’ bex (8) =b (8, DPzex (B)),

e i segni - o — nell’esponente si riferiscono rispettivamente ai casi
in cui pyex sia un punto di massimo o di minimo della funzione
n (e, p,); la sommatoria & estesa a tutti i punti di estremo.

L'integrale (90,21), a sua volta, & completamente analogo all’in-
tegrale (63,9) del volume IX e differisce da esso solo per i fattori
lentamente variabili b e dneg/de = cmi;/eiB nell’espressione inte-
granda; questi fattori (cosi come il fattore | 8*n/dp; le',:/z) possono
essere sostituiti con i loro valori per & = p, cioé sulla superficie di
Fermi. Dopo questa operazione l'integrazione rispetto a & e la som-
matoria a ¢ conducono infine al risultato

gyy=2 2 (-—1)‘0% cos{lﬁ—?-i%},

ex l=1
. 25/2“:1/2 (eh)i/z b 28 |-1/2 A m*
(1) ex { 1 ex
Uyy c172p3r2 /2 apg ex shi; cos (”lgex ™ )a (90722)

M =2n2T /hop, ©p=-eB/mgc,

dove Sex, Eexs Mix, bey vanno calcolati per & = p sulla superficie
di Fermi !).

Se per una data direzione di B esiste una sola sezione estremale
della superficie di Fermi, allora esiste una proporzionalita tra le
parti oscillanti della conduttivitd o,, e della suscettivitd magnetica
longitudinale. Confrontando la (90,22) con la (63,13) del volume iX,
troviamo

~ (21‘!’.)“ﬁam*xbex aﬂz

e

Sex aB

Tyy =

(90,23)

I calcoli esposti si basano sulla piccolezza dell'ampiezza delle
oscillazioni della conduttivita rispetto al suo valore medio. Per di
pill, questa ipotesi rappresenta in sostanza la condizione di appli-
cabilitd di tutta la teoria esposta ai §§ 84, 85: & chiaro che i valori
medi hanno un significato reale solo se sono la parte principale del
tensore di conduttivita.

1y Le oscillazioni della conduttivita sono state studiate da A. I. Achiezer
(1939) e B. I. Davydov e I. Ja. Pomeraniuk (1939) per una legge quadratica di
dispersione degli elettroni, da 4. M. Kosevit e V. V. Andreev (1960) per una legge
di dispersione arbitraria. )
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Per fiw 5 ~ T 1'ampiezza delle oscillazioni ¢ definita dai primi
termini della somma nella (90,22) in cui I ~ 1, by ~ 1. In accordo
con la definizione nella (90,15}, bex ~ o B2/pp, mentre la derivata
8 S/op: ~ 1. Da qui ricaviamo la seguente stima dell’ampiezza
delle oscillazioni:

0/5 ~ (ho glep)?, Rop ~ T. (90,24)

Questa relazione & gia piccola in virti della condizione necessaria
(90,3).

Se, invece, T < ho p, la stima cambia. In questo caso Vampiezza
delle oscillazioni & definita dalla somma di un numero grande di
termini nella (90,22), nei quali A; ~ 1, ciod I ~ o 5T > 1. Il nu-
mero di questi termini & dell’ordine di grandezza di I stesso. A diffe-
renza della stima precedente qui compare il fattore supplementare
112 ~ (ho 5/T)'?, in modo che

O . (fem ) (Len ) 1(90,25)

T Ep T

La richiesta, che questa relazione sia piccola, conduce alla condi-
zione

ho s < (e )2 (90,26)

PROBLEMA

Definire la conduttivitd trasversale del gas elettronico con legge quadratica
della dispersione (¢ = p2/2m). Gli elettroni si diffondono su atomi di impuritd
secondo una legge isotropa con sezione indipendente dalle energie.

Soluzione. 11 problema si riduce al calcolo della grandezza b (p,) che figura
nelle (90,15) e (90,23). Per la legge quadratica della dispersione p = mv; poiché
il valore medio della velocitd lungo la traiettoria chiusa & nullo, v = 0, allora
anche p = 0. Percid, secondo la (90,12), x = cP,/e. In accordo con quanto detto
uel testo, nel calcolare il valore medio (x — %’)2 si pud supporre il processo di
diffusione indipendente dal campo magnpetico. Inoltre, la differenza traP e p &
inessenziale: considerando r = 0 come il punto in cui si trova ’atomo diffon-
dente, avremo P=1.

Nel caso in esame la probabilitd di diffusione ha la forma vo, do' 4z, dove
do’ & ’angolo solido delle direzioni della quantiti di moto p’ dopo la diffusione
e o, la sezione di diffusione totale costante. Questa espressione si pud rappresen-
tare nella forma equivalente seguente:

Og
4num

dp, de’ 8 (e—e')de’,

dove ¢’ & 1'angolo azimutale della direzione p’ nel piano zy; qui essa sostituisce
I’espressione (90,11). Analogamente scriviamo 1’elemento di volume dello spa-
zio p nella forma d®p — mdp, d¢ de. Inoltre,

px = (2me — p3)/® cos Q.
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Ora troviamo

, %o do do’ 037 ’ ’
a(e, p;, P= Sneg 5 (P —P2)* (gm;p = 8:3h§(4ms_pz—p?)
Fo

e, in seguito,
Vime

dp, ¢V ame (10 _
b(e, pz)-,——-eﬁNlm{, S a (2ﬂh)2 = TO52ho] (—3—' me—pi) 3
- V2me .

dove I = 1/ggNimp @ la iunghezza del cammino libero.

11 valore medio della conduttivitd si calcola mediante la} formula (90,15)
e vale '

Gy = o pNIBY,

dove N = p#/3n2i® & la densitd del numero di elettroni. L’area della sezione
della sfera di Fermi ha un massimo per p, = 0 e, inoltre, Sex = mp}. Percid

bex = 5c2N/161.

In accordo con la formula (90,23) troviamo la parte oscillante della conduttivita

~ _ 5 oM
Oyy =By Ren 7

La parte oscillante della magnetizzazione 1v72 per il modello considerato & data
dalla formula (60,6) del volume V.



Capitolo X

TECNICA DEI DIAGRAMMI PER SISTEMI
NON IN EQUILIBRIO

§ 91. Suscettivita di Matsubara

Lo studio del comportamento di diversi sistemi in un campo ester-
no variabile debole si riduce di solito al calcolo delle suscettivita
generalizzate corrispondenti. In questo paragrafo saranno dedotte
le formule che legano la suscettivitd generalizzata a una grandezza
ausiliaria che puo essere calcolata mediante la tecnica dei diagram-
mi di Matsubara; con cid si apre la possibilita di applicazione di que-
sta tecnica allo studio delle proprieta cinetiche dei sistemi (4. 4. Ab-
rikosov, I. E. DzjaloSinskij, L. P. Gorkov, 1962).

Ricordiamo la definizione della suscettivitd generalizzata a (w)
(si veda V, § 123). Supponiamo che ’azione esterna sul sistema si
descriva con l'introduzione nel suo operatore hamiltoniano di un
operatore di perturbazione della forma

V(t) = —zf (t), (91,1)

dove z & l'operatore di Schrodinger (indipendente dal tempo) di una
grandezza fisica, che caratterizza il sistema, e la forza di perturba-
zione generalizzata f () € una data funzione del tempo; & supposto
che in assenza di azione esterna il valore medio della grandezza z
sia nullo. Allora in prima approssimazione rispetto a f esiste un
legame lineare tra le componenti di Fourier del valore medio z (f)

e la forza f (f); la suscettivitd generalizzata @il coefficiente in que-
sta relazione:

2 = @& (0) for (91,2)

Secondo la formula di Cubo (si veda V, § 126), la funzione a ()
puo essere rappresentata in forma operatoriale come

0

a(o) =i S eiot (2, (2) Z, (0) — o (0) Zo (£)) dE, (91,3)
0

dove .;:0 (t) & V'operatore di Heisenberg definito in base a_ll’operatqre
di Hamilton imperturbato del sistema (fatto che si esprime tramite
I'indice 0), mentre il valore medio si calcola per lo stato stazionario
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imperturbato del sistema o secondo la distribuzione di Gibbs, con
Poperatore di Hamilton imperturbato 1).

Consideriamo ora un sistema formalmente regolato dalle equa-
zioni del moto « matsubariane », che differiscono dalle equazioni
reali per la sostituzione del tempo it — T; la nuova variabile 1 assu-
me i valori nell’intervallo finito

AT < < UT. (91,4)
Supponiamo che questo sistema sia soggetto alla perturbazione
V (x) = —zf (v). (91,5)

Allora anche il valore medio z sara funzione della variabile T. Svi-
luppiamo la funzione f (1) in serie di Fourier nell’intervallo (91,4)

f(x)= % fe~%s%, §o=2asT (91,6)

e analogamente la funzione z (1) %). Si chiama suscettivita di Matsu-
bara il coefficiente di proporzionalitd tra le componenti di due svi-
luppi:

5 = aar (&) fae- oL
Ora, il nostro scopo consiste, da una parte, nel dedurre per o, (Z,)
una formula analoga alla (91,3) e, dall’altra, nella ricerca di una

relazione tra o, (§;) e la funzione in esame a (w). Iniziamo dalla
prima parte del problema.

Sia H I’operatore di Hamilton imperturbato del sistema. L’ope-
ratore di Matsubara « esatto » della grandezza z si calcola mediante
la formula 3)

Z™ (t) = o~ (v, 0) 2 (7) o (v, 0), (91,8)

dove o & la matrice S di Matsubara,

T

6 (v, 0)=Teexp {— S V¥ () v}, (91,9)
0

1y In tutto questo capitolo si & posto A = 1. .

2) Per la grandezza z avente un limite classico deve essere usata una tecnica
corrispondente al caso della statistica di Bose; questa & la ragione per cui lo
sviluppo (94,6) si effettua nelle « frequenze pari» Ls.

3) Tutte le formule e nozioni che seguono pilt avanti sono state gid date al
§ 38 del volume IX.
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e con l'indice 0 sono indicati gli operatori nella « rappresentazione
dell’interazione » di Matsubara 1)

2M (1) = exp (vH,) z exp (—tH,) (91,10)

¢ analogamente per 175" (). Nel primo ordine della teoria delle per-
turbazioni 1'espressione (91,9) diventa
T

(1, 0) = 1— S M (v dv. (91,11)
0
Calcoliamo il valore medio secondo la distribuzione di Gibbs
7 (t) = Sp {e-H/TZM (1)), (91,12)
Secondo la formula (38,6) del volume IX, abbiamo
A A A 1 i/T
e-HIT = p-Ho/T g (_T" O) =~ exp (— HyT) (1 — S V;‘f ') dt,)
v

e secondo le formule (91,8) e (91,11)
T
ZM(v) ~ zM (1) — S (&M (v) VM (v) — VM (') 2M (z)} dv’.
0
Sostituendo queste espressioni nella (91,12) otteniamo con la stessa
precisione
T

z(v)=Sp {e-Hor | § (V¥ (') 2 (v)— 2} (x) V' () dv' —

/T

—{ W@ a@a]}.
0

Nel. primg' integrale la variabile v <C 7 e nel secondo dividiamo la
regione d’integrazione negli intervalli da 0 a te da va 1/7. Dopo le
semplificazioni e la sostituzione di I;'o (t) tramite la (91,5) vediamo
che il risultato si puo scrivere nella forma '
4T
z(1)= § £ (@) (T (v) 2t (v')) d (91,13)

1y La formula (91,8) & valida nel caso in cui l'operatore iniziale V (1) di-
penda esplicitamente dalla varialilet (anche se cid non & stato supposto nella
deduzione in 1X, § 38).
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(ricordiamo che l'operatore T, di cronologizzazione rispetto alla
variabile © dispone i fattori, senza cambiamento del segno del pro-
dotto, nell’ordine di crescita di © da destra a sinistra); il calcolo del
valore medio nella (91,13) si effettua secondo la distribuzione di

Gibbs con 1'operatore di Hamilton H,. 11 risultato del calcolo della
‘media dipende unicamente dalla differenza © — t’. Infine, rappre-
sentando f (tv') sotto forma dello sviluppo di Fourier (91,6), otte-
niamo finalmente la formula cercata che esprime la suscettivita di
Matsubara:

1T
aar (Eg) = S et (T 2M (1) 2 (0)) d. (91,14)

0

Vediamo che o, (Z,) si esprime mediante la componente di Fou-
rier della funzione di Green matsubariana, costruita in base agli

operatori z (cfr. la definizione (37,2) in IX). Sottolineiamo la di-
stinzione dalla formula (91,3) per « (®), in cui figura un commutatore
di ritardo (rispetto al tempo t), anziché il prodotto cronologizzato.

Per risolvere la seconda parte del problema posto, cio¢ per tro-
vare un legame tra le funzioni a (w) e ay (L), occorre, partendo dal-
lIe formule (91,3) e (91,14), esprimere queste funzioni mediante gli

elementi di matrice dell'operatore z. Rinunciamo qui ai calcoli cor-
rispondenti, in quanto praticamente coincidenti con quelli effet-
tuati in relazione ad altri casi analoghi (cfr. V, § 126;1X, §§ 36, 37).
Diamo direttamente il risultato

a@= 3 e-BgT 1 Zmn 12 __ (4 —e OmnT), (91,15)

O— ©Omn +10

m, n
2 -
ane (€)= 3 e-EnT 2l g Tm™y L (91,16)
m,n

Qui zp,, sono gli elementi di matrice dell’operatore di Schrodinger T

rispetto agli stati stazionari del sistema; ®mn = Em — E,. Dal
confronto di entrambe le espressioni risulta che
ayr (L) = @ (iLs)s & >0- (91,17)

Poiché la suscettivitd generalizzata o () & reale sul semiasse im-
maginario superiore o, la funzione o, () € reale per &, >0.
D’altra parte, dalla (91,16) si vede che ay (—2s) = i (L5)- In tal
modo, a, () & funzione reale pari di &, e si esprime in funzione di
o (©) mediante la formula

ay (&) = a (18D (94,18)
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La relazione (91,18) stabilisce il legame cercato. Per la defini-
zione di o (®) bisogna costruire una funzione che sia analitica nel
semipiano superiore della variabile @ e i valori della guale nei
punti discreti ® = if, sul semiasse immaginario superiore coinci-
dano con o, (Z,); questa sard la suscettivitd generalizzata cercata.

I1 metodo descritto sarh applicato nel prossimo capitolo alle pro-
prietd cinetiche dei superconduttori.

Per concludere mostriamo che la conoscenza di @ (@) consente
di definire la legge di rilassamento della grandezza z verso il suo
valore d’equilibrio z = 0. A tale scopo supponiamo che il valore
iniziale non in equilibrio di x sia generato dalla forza generalizzata
f (t) agente per ¢t << 0 e in seguito esclusa. I1 valore z () ad un istante
t ¢ definito tramite i valori di f durante tutto il tempo antecedente,
mediante una formula del tipo

1
z(t) = S a(t—t')f(t') dr’,

— oo

inoltre, la funzione o () & legata alla suscettivita generalizzata me-
diante la trasformata inversa di Fourier

00

a(t)= S o (w) e-tot —'2172:-

(cfr. V, § 123). Se f = 0 per t >0, allora
0
z ()= S a(t—t')f(t') de’.
Il.com_portamento di z (1) per grandi t & definito dall’andamento
asintotico di o (f) per t — oo. A sua volta, quest’ultimo & definito
dgl.punto’singolare della funzione o (@) nel semipiano inferiore, pit
vicino all’asse reale. In particolare, il rilassamento di z secondo la

sempli(?e legge esponenziale z o e~%7, con il tempo di rilassamento
T, cole;lsponde alla presenza in a (®) di un polo semplice per w =
= —ilv. '

§ 92. Funzioni di Green di un sistema non in equilibrio

I problemi della fisica cinetica sono sempre legati allo studio
degli stati di non equilibrio. Cionondimeno, 1'applicazione del me-
todo descritto nel paragrafo precedente permette di ridurre, in al-
cuni casi, i problemi del calcolo delle grandezze cinetiche al calcolo
delle funzioni di Green per sistemi termodinamicamente in equili-
brio; con ¢id compare la possibilitd di ricorrere a una tecnica dei
diagrammi (come quella di Matsubara) tale che per la sua essenza
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stessa sia applicabile ai sistemi in equilibrio. Naturalmente questa
possibilita & comunque limitata a questioni fisiche che si riferiscono.
soltanto a stati debolmente di non equilibrio.

Passiamo ora alla costruzione della tecnica dei diagrammi che
sia adatta, in linea di principio, al calcolo delle funzioni di Green
dei sistemi che si trovano in stati di non equilibrio qualsiasi. Le
equazioni per le funzioni di Green che si ottengono con questa tecni-
ca sono analoghe per il loro significato alle equazioni cinetiche. Ap-
‘plicata ai sistemi in equilibrio questa stessa tecnica consente di otte-
nere le funzioni di Green e le suscettivitd generalizzate (per tempe-
rature non nulle) direttamente quali funzioni delle frequenze reali
continue, senza ricorrere necessariamente al prolungamento analitico.
(a questo proposito essa pud risultare, in casi complicati, piu co-
moda della tecnica di Matsubara) ).

La funzione di Green di un sistema non in equilibrio & definita
allo stesso modo del caso d’equilibrio:

iG0, (X4 Xp) =(n | T, (X)) U2, (X,) | )=

___{ (n] \iro: (Xy) %.!(Xz) | n), by > 1y
Fn | U5, (X)) Vo (X)) | 1), 8 <ty

L’unica differenza & che il valore medio (indicato con il simbolo
{(n]... |n)) sicalcola ora per un qualsiasi stato quantistico del
sistema e non necessariamente per lo stato stazionario, come nel
caso d’equilibrio 2). 11 segno superiore si riferisce (qui e piti avanti)
alla statistica di Fermi, quello inferiore alla statistica di Bose;
~nell’ultimo caso (per un sistema di particelle senza spin) si devono
omettere, ovviamente, gli indici di spin o,, 0,. Nel caso della sta-
tistica di Bose si suppone che non esista condensazione, vale a dire
che o si tratta di sistemi con numero di particelle (fononi, fotoni)
non conservativo, o che il sistema si trova a temperature superiori
al punto in cui inizia la condensazione. In un sistema disomogeneo
non in equilibrio la funzione (92,1) dipende gia dalle due coppie di
variabili separatamente, X, = ({;, r;) ¢ X, = (¢,, r,), e non soltanto
dalla loro differenza X, — X, come nel caso d’equilibrio.

(92,1)

1y Questa tecnica appartiene a L. V. KeldyS (1964). Sotto cerii aspetti &
simile alla tecnica sviluppata da R. Mills (1962) per gli stati d’equilibrio.

2) In IX, § 36, nella definizione della funzione G delsistema in eguilibrio
per T = 0 & stato incluso anche il valore medio calcolato secondo la istribu-
zione di Gibbs. A questo proposito ricordiamo ancora una volta che, in accordo
con i principi fondamentali della statistica, il risultato del calcolo della media
statistica per un sistema in equilibrio & indipendente dal fatto che sia effettuato
rispetto alla funzione d'onda esatta dello stato stazionario del sistema chiuso,
oppure mediante la distribuzione di Gibbs per un sistema in « termostato ».
L’unica differenza & che nel primo caso il risultato del calcolo della media sara
espresso in funzione dell’energia e del numero di particelle nel sistema e, nel
secondo caso, in funzione della temperatura e del potenziale chimico.
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La tecnica dei diagrammi deve fornire la possibilita di esprimere
la funzione di Green del sistema di particelle interagenti mediante
le funzioni di un gas perfetto. In questo caso, tuttavia, automatica-
mente compare la necessita di introdurre accanto a G altre funzioni.
Per non interrompere il filo dei ragionamenti ulteriori, diamo subito
la definizione di queste funzioni e ne precisiamo alcune proprieta.

Per ragioni che verranno chiarite nel paragrafo seguente, éoppor-
‘tuno indicare la funzione (92,1) con G-~ scriviamo cosl questa de-
finizione nella forma 1)

A A q A+
i =¥ ={ Bl >t (92,2
F W), <t
La definizione dell’altra funzione €
~ A A ¥ + P
161} =(F \Psm:{ FEFD B>t (92,3)
I, <t

e differisce dalla (92,2) per la sostituzione del simbolo T con T, che
denota la disposizione ordinata dei fattori operatoriali nell’ordine
cronologico inverso, ossia da destra a sinistra nell'ordine di decre-
scenza dei tempi.

Ancora due funzioni sono definite come medie dei prodotti non
cronologizzati di operatori ¥

Gt = (B0, 6=+ (TrEy. (92,4)
La differenza di segno in queste definizioni per i sistemi di Fermi
€ legata a una regola generale, ossia alla necessita del cambiamento
di segno per permutazione degli operatori ¥.

E da notare che la seconda delle funzioni (92,4) coincide per

t, = t, =t con la matrice densita di una particella; la scrittura
completa &

TGt (8, 1y, Ty) = Sp (L, Ty To) (92,5)
(cfr. 1X, le (7,17), (31,4)); non importa da quale parte f, tenda al
limite t; in quanto la funzione G-+ & continua per t, = f;. Quanto
al valore della funzione iG*~ per t; = I3, €SSO & legato al valore
iG-* mediante la formula ]

i{G(¢, Ty ¢t ry) —G™ (8, vy £, rp)} =06(ry—ry), (92,6)

1) Per rendere meno complicate le notazioni, conveniamo di intenderg
inclusi gli indici di spin nella notazione convenzionale delle variabili X, cioé
X = {t, r, o). Laddove cid non pud causare uessun equivoco semplificheremo
ancora di pid le notazioni, denotando i valori degli argomenti X con gli indici
rispettivi: ¥, =" (Xi), Gy, = G (X;, X,), ecc. Infine, conveniamo di scrivere
il simbolo della media semplicemente come {...) al posto di {n|...|n
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che deriva dalla regola di commutazione degli operatori ¥ di Fermi
o di Bose.

Le quattro funzioni G cosi definite sono indipendenti. Esse sono
mutuamente legate dalla relazione lineare seguente che deriva
immediatamente dalla loro definizione:

G~ 4G =G+ G (92,7).

Le funzioni G=~ e G** sono legate anche dalla relazione di « coniuga-
zione antihermitiana » rispetto alla permutazione dei loro argomenti:

Le funzioni G=* e G*~, invece, sono di per sé « antihermitiane »:
G;2+= —G;1+*7 G;z—= "'G;;*' (9279)

Nel seguito giocherd un ruolo importante il legame tra queste
funzioni e le funzioni di Green di ritardo o di anticipo. Queste ulti-
me sono definite analogamente a quanto fatto nel caso d’equilibrio
(si veda IX, § 36):

0y 1 $H0,
in;:{( 2 £ HE0 hi> b, (92,10)
0 . <ty
'GA { 0 ’ by > 2y
i = A A A A
1 ) - <1P11P'; = lp‘;lp'i)’ ti << tz-

Queste due funzioni sono « coniugate hermitiane » ’'una dell’altra:

G4 = GB*. (92,11)
Dal confronto diretto tra le (92,2-4) e (92,10) risulta che
GR =G~ — G = G* — G,
GA =G~ — G =G+ — G+, (92,12)
Nel caso stazionario e spazialmente omogeneo, in cui tutte le
funzioni dipendono unicamente dalle differenze ¢ — i, —t,er =
= I; — Iy, esse possono essere soggette allo sviluppo di Fourier

rispetto a queste variabili. Dalle (92,8) e (92,11) derivano le se-
guenti uguaglianze per le componenti di Fourier:

G~ (o, p) = —IG** (o, P)I*, G4 (@, p) = [GF (0, P)I*, (92,13)

mentre dalla (92,9) segue che le componenti di Fourier G*~ (o, p) e
G~* (w, p) sono immaginarie.

Per un sistema di particelle non interagenti la funzione G-~
verifica 1'equazione

GHEY™ =8 (X, — X,), (92,14)
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dove G;* & I'operatore differenziale

A . 0 . .8, A
G01=l7t-——s(——zv)+p=z—5t——1-—27’;-+p (92,15p

(e (p) = p?/2m) e
8 (X, — X,) = 804020 (t, — ty) & (r; — ra)} (92,16)
I’indice (0) nella funzione G significa che essa si riferisce a un gas:

perfetto e l'indice 1 nell’operatore G,' significa la derivazione ri-
spetto alle variabili 2,, ry. Ricordiamo che la funzione 8 a secondo
membro dell’equazione (92,14) & dovuta al salto cui la funzione
G-~ & soggetta per t; = I, 1, Lo stesso salto lo subiscono le funzioni
GR ¢ GA e, quindi, GOF e G4 verificano la stessa equazione. La
funzione G**, invece, ha per f; =t un salto di segno opposto e
percid

GG+ = =8 (X, — Xa). 92,17y

Infine, le funzioni G*~ e G™* sono continue per £, = t,; percid per un
gas perfetto esse verificano le equazioni %)

GGe+- =0, GGy *=0. (92,18)

Calcoliamo tutte le funzioni G per lo stato omogeneo stazionario
del gas perfetto, caratterizzato da una distribuzione n, delle quanti-
ta di moto delle particelle (non necessariamente d’equilibrio). Per
rendere piu semplici le formule supponiamo che questa distribuzione
sia indipendente dallo spin. Allora la dipendenza delle funzioniG
dallo spin (nella statistica di Fermi) va segnata sotto forma del
fattore 8g,0.; assieme agli indici di spin ometteremo anche questo
fattore.

Scriviamo gli operatori ¥ del gas perfetto nella forma degli svi-
luppi ordinari

(1, D=t Dol e @itul) (29
P

1) Si veda IX, §9, dove la deduzione dell’equazione non % legata al suppo-
sto calcolo della media per lo stato fondamentale del sistema e resta valida
quando la media si caleola per qualsiasi stato quantistico.

2) Se non si deriva rispetto alle prime varjabili, ma rispetto alle seconde

pelle funzioni G, il segno che precede 8/t va cambiato, ciod ’operatore Gy

si sostituisce con Ga*: »
Gra— =8 (Xy — Xo) (92,142)
ece.
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e analogamente per ‘i’;‘ (cfr.IX, (9,3)). Nel sostituire queste espressio-
ni nelle definizioni delle funzioni G, si deve tener presente che gli
elementi di matrice diagonali sono non nulli soltanto per i prodotti
di operatori di annichilazione e creazione di particelle con p identico
e, inoltre, che

(d;dp> = Np, (dpd$> =1 3= nip.
Ad esempio, troviamo cosi
G-+ (¢ _ i . . £ int 92 dop
TR 1) =k npexp {ipr —ie (p) t +in }_(Z'n_)'s_’
dove t =t — t,, r = r; — r,. Riscrivendo identicamente questa
espressione nella forma

GO+ (t, 1) = 2mi S npexp (ipr—int) § (0w —e+p) %:!‘?Tp' s
vediamo che k
GO (w, p) = +2ninyd (0 — & 4 p). (92,20)

Analogamente troviamo ,
GO~ (0, p) = —2ni(1 F np) 8 (0 — & + p). (92,21)

Per il calcolo di GF & piu comodo partire direttamente dall’equa-
zione

i%—s(—iVHu]G‘“’R(t, 1) =6 () § (),

risolvendola con il metodo di Fourier e tenendo conto che G® (w, p)
non deve avere singolaritd nel semipiano superiore w. Da qui rica-
viamo immediatamente

GOF (0, p) = lo — e (p) + p + i0]-1 (92,22)

(la funzione G4 (w, p), invece, si ricava da qui, secondo la (92,13),
semplicemente per coniugazione complessa).
Infine, la (92,12) consente ora di trovare

G (0, p)=[o—e(P)+nt 0]t = 2nind (0—etp) =
=.P-w___:—+u+in(:|:2np—-1)5(m—8+p,).' (92,23)

Sottolineiamo che 1'espressione (92,22) non dipende in generale
dalle proprieta dello stato (cioé dalla distribuzione n,) rispetto al
quale si calcola la media. Questa proprietd della funzione G©E
(e di GY4) non & legata infatti all’omogeneitd e alla stazionarieta
dello stato del sistema supposte a priori nella deduzione della (92,22):
la funzione G (X,, X,) risulta essere automaticamente dipendente
solo dalla differenza X; — X,.
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Applicando a un sistema in equilibrio, nelle espressioni (92,21-23)
si deve intendere con n, la funzione di distribuzione di Fermi o di
Bose. Inoltre, le funzioni G saranno espresse in funzione di T e p;
con cid si realizza anche il passaggio dal calcolo della media rispetto
a uno stato quantistico dato al calcolo della media rispetto alla distri-
buzione di Gibbs.

PROBLEMA

Trovare le funzioni di Green per lo stato stazionario omogeneo del gas
fononico in un liguido.
Soluzione. Analogamente alle definizioni (92,4) abbiamo per il campo fono-

nico
iD}; =(pips), DT =(PzP1)s M
dove p’ = o'+ & 1’operatore della parte variabile della densitd del mezzo. Es-
sendo questo operatore autoaggiunto, le funzioni (1) sono legate dalla relazione
Dy = D3t ()

(e, ovviamente, come sempre godono della proprietd (92,9)).
Per un gas di fononi non interagenti (si veda IX, (24,10)) abbiamo

. o, . EO\1/2 ~ soere AL atkr_
o= pt=" 1(220%) (6, ik kD G idhT ukt)) 3
k

(0o @ la densitd imperturbata, u la velocita del suono). Ponendo la (3) nella (1)
e passando dalla sommatoria all’integrazione, abbiamo

k d3k
2ny !

iD©O-* (t, ,r):—-—g-:i— S (G ox) el0RE=HD 4 (o B ¢~ ilkr—ukt) 3

ossia, sostituendo nel secondo termine la variabile d’integrazione k— —k ed
esprimendo i valori medi in funzione dei numeri di riempimento degli stati
fononici Ny,

s . . 3
iD=~ *(t, = S %‘f {Nke—mht +(1+N—k) emht}etkr (gn’;S .

L’espressione integranda (senza fattore ¢%T ) & gidla componente dello sviluppo
di Fourier nelle coordinate. Sviluppando anche rispetto al tempo, otteniamo

iD©-* (@, k)= “plfk {N 5 (0— uk)-+(1+ N "‘,‘,), 8 (@ + uk)}. (%)

In accordo con la (2) per la funzione D(®+- abbiamo
DO+ (0, k) = DO-* (—o, —k). (5)

Le altre due funzioni di Green vanno definite come
iD= (Tpiph, 1DEH=(T 0ip3)- ®)

Inoltre,
Dy =Dz D}t =Dl ™
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Per i fononi non interagenti un calcolo analogo da (cfr. IX, il problema del § 31)

__ _ Dok 1 _ 1 1
DO== (@, k)=—[D** (0, K*= {[ o—uk+i0  oFfuk—i0 J

—2ni [V, S (@—uk)+ N _, 8 (m+uk)]} L ®

In accordo con la (7), D®-- (0, k) = D(O-~ (—o, —k).
Dalla formula (8) segue che nella rappresentazione delle coordinate la
funzione D(%-- {¢, r) verifica 1'equazione

( aaz: —”“) DO~ (t, 1) =Pod () AB (r), 9)

che sostituisce 1'equazione (92,14) per le funzioni di Green delle particelle
ordinarie.

§ 93. Tecnica dei diagrammi per sistemi non in equilibrio

Ogni tecnica dei diagrammi & basata sulla separazione, dall’ope-
ratore di Hamilton del sistema, dell’operatore di interazione: H =

= H, -+ V, dove ﬁo & I'operatore di Hamilton del sistema di par-
ticelle non interagenti. La tecnica dei diagrammi & la teoria delle

perturbazioni in V.

La sua costruzione per un sistema non in equilibrio segue la stessa
via usata nel caso d’equilibrio per T = 0'). La funzione di Green
G = G~ si esprime attraverso gli operatori ¥ nella rappresentazio-
ne dell’interazione (cioé per un gas perfetto) mediante la formula

i6; = (87T (¥, 53D, 93,1)
dove

A

§=§(c0,—00)=T exp (—i Eov‘o(t)dt), (93,2)

e V, (t) & l'operatore V nella rappresentazione dell’interazione. La
media si calcola nella (93,1) rispetto a uno stato del sistema di parti-
celle non interagenti. Nel seguito & comodo supporre che questo stato
sia stazionario e omogeneo, ma non fondamentale (vedremo nel se-
guito che questo stato iniziale si puo escludere e formulare la teoria
in modo tale che le equazioni in generale non dipenderanno da esso).
Qui risiede la distinzione dal caso 7 = 0, in cui la media si calcola
rispetto allo stato fondamentale. Questa distinzione & molto impor-

tante: il calcolo del valore medio dell’operatore S-1 non si pud pid

11) Iie considerazioni ulteriori sonc basate essenzialmente su quelle di IX,
§§ 12, 13.
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separare dal calcolo dei valori medi degli altri fattori (come &stato
fatto in IX, § 12, passando dalla (12,12) alla (12,14)); il fatto & che
uno stato non fondamentale si trasforma sotto 1’azione dell’operatore

S-1 non in se stesso, bensi in una sovrapposizione di altri stati ecci-
tati (che si possono considerare intuitivamente come risultato di

tutti i possibili processi di diffusione reciproca delle quasi-particel-
le) 1).

L’espressione (93,1) deve essere sviluppata nelle potenze di V. 1In

questo caso & comodo trasformare dapprima §-1 usando I'unitarieta
dell’operatore S:

o0

§t=§+= Texp (i 5 v (¢)dt) (93,3)

- 00

(qui & usato anche il carattere hermitiano dell’'operatore V); il

simbolo T dell'ordinamento anticronologico & stato gia introdotto
nel paragrafo precedente.

Sviluppando S e S-! in serie e sostituendoli nella (93,1), otte-
niamo una somma di termini distinti, in ciascuno dei quali si deve
calcolare la media mediante il teorema di Wick, e a ogni possibile
convoluzione a coppia di operatori ¥ si mette in corrispondenza un
determinato diagramma ?%).

Osserviamo prima di tutto che (cosi come nella tecnica dei dia-
grammi per T = 0, che si suole chiamare « ordinaria ») si devono
prendere in considerazione solo i diagrammi connessi, che non con-
tengono nodi vuoti separati. Quanto a questi ultimi, essi si riduco-
no reciprocamente. Cio risulta con chiarezza dall’esame di alcuni
primi diagrammi, in cui si puo notare il principio generale di questa
riduzione.

Se tutte le convoluzioni, che conducono a un diagramma connes-

so, si effettuano all’interno del fattore TW,¥;S nella (93,1), allora
otteniamo i termini espressi dai diagrammi ordinari descritti in IX,
§ 13 (ovviamente, con un’altra forma delle funzioni corrispondenti
alle linee continue). Ricordiamo che qui si parla dei diagrammi nella

1y Osserviamo che per la stessa ragione la tecnica dei diagrammi esposta
in IX, §§ 12, 13 & inapplicabile in generale anche per 7 = 0 se esistono campi

esterni variabili {ciod quando l'operatore V dipende esplicitamente dal tempo
gia nella rappresentazione di Schrodinger): i campi variabili eccitano lo stato
fondamentale del sistema. Scttolineiamo al tempo stesso che la tecnica qui
sviluppabile & valida anche in presenza di un campo variabile. o

%) Ricordiamo che nel limite macroscopico la validita del teorema di Wick
3 indipendente dalle stato stazionario omogeneo rispetto al quale si calcola la
media; si veda IX, fine del § 13.
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rappresentazione delle coordinate; per gli stati non in equilibrio
(quando le funzioni G dipendono separatamente dalle variabili X,

e X,) il passaggio alla rappresentazione delle quantita di moto e
scomodo. Altri termini provengono dalle convoluzioni cui parteci-

pano anche gli operatori ¥ da §-1=8* In ogiit ordine della teoria
delle perturbazioni essi si ottengono dai termini ordinari, mediante
- 1a sostituzione di qualunque fattore V preso da S, con il fattore V
da 8+. Questi termini sono rappresentati con diagrammi della stessa
forma grafica, ma con una regola di lettura un po’ modificata. Tali
modifiche sono conseguenze di tre circostanze: 1) in S* gli operatori
d’interazione figurano nella forma iV (al posto di —iV in §);
2) tutti gli operatori ¥ in S* stanno sempre pil a sinistra degli ope-
A A » A
ratori nel prodotto T¥,¥:S; 3) all’interno del fattore S* gli opera-
tori sono ordinati con il segno del prodotto T (al posto di T).
Vediamo come queste modifiche si rivelano nella costiruzione
della tecnica dei diagrammi in un caso elementare, ossia per un si-
stema di particelle (fermioni, ad esempio) che si trovano nel campo
esterno U (t, r) = U (X).
I termini del primo ordine nello sviluppo dell’espressione (93,1)
sono

< T, 5 (—i S Y., d4X3)> + <Ti S . d“Xa-T‘i',‘i';>.

Per la situazione qui considerata & caratteristico il secondo termine
di questa somma; nel calcolo della media rispetto allo stato fonda-
mentale si dovrebbe considerare solo il primo termine. Nel primo
termine tutti e quattro gli operatori ¥ si trovano sotto il segno del
prodotto T; le loro convoluzioni a coppie

I l
T‘]I’x‘lf;' (—i‘ll’:f Us¥s) (93,4)

danno i fattori G-~ e Gy}~ ~. Nel secondo termine, invece, gli ope-
ratori ¥ spostati non sono ordinati mutuamente con il .segno To T

R s T

T (i"I’§ Us¥s) T (‘FIIF;) P (93.5)
le loro convoluzioni danno i fattori G5 *~ e Gi3 ~; inoltre, qui figura
+iU; al posto di —iUs.

Introduciamo gli elementi grafici, che differiscono da quelli nella
tecnica dei diagrammi ordinaria per gli indici supplementari 4+ 0 —
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agli estremi delle linee. Le linee tratteggiate con gli indici +- 0 — a

uno degli estremi (vertice del diagramma) indicano il fattore 4-iU (X)
o —iU(X):

- =HUK) —-—2 =—L00X) (93,6)

(cfr. IX, § 19). Alle linee continue con gli indici ai due estremi si
mettono in corrispondenza le diverse funzioni G:

1— 2- - ! - .
——— :i(;’(g -(:-i = zG{,”g"_

(93,7)

1+ 24 1~ 2+ . oy
——— =i6;g)*f - — = L(l’;;)

Le cifre agli estremi delle linee numerano gli argomenti delle fun-
zioni, ossia le variabili X,, X,.
Allora i due termini (93,4-5) saranno rappresentati dai diagrammi

} !
AN
- 2- 1= 2-

Ai due estremi esterni delle linee continue sono attribuiti degli
indici per sottolineare, rispettivamente, che si tratta delle corre-
zioni alle funzioni G~~. Si sottintende 1'integrazione ') rispetto alle

variabili corrispondenti al vertice del diagramma. In forma anali-
tica abbiamo

Gy = S {iGY iG>~ (—iUg) +iGP G iU,} d*X,.  (93,9)

Nell’ordine successivo della teoria delle perturbazioni, il secon-
do, la correzione alle funzioni G-~ viene data dai quattro diagrammi

I
|
-

\

| ] | | i
I [ -

1y Pii precisamente, 1’integrazione rispetto a d d®z e la sommgtor@a rispetto
a una coppia di indici di spin uguali. Pid avanti intenderemo quest ultima inclu-
sa nell’integrazione rispetto a d*X.

+

N
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(gli indici numerici sono omessi). L’indice + a ciascun vertice del
diagramma si riferisce agli estremi delle tre linee convergenti.
Analogamente, i termini correttivi in altre funzioni G verranno
espressi da diagrammi con altri indici ai due estremi esterni delle
linee continue. Cosi, per la funzione G=* nel primo ordine abbiame

i due diagrammi
| l
I |
/\ }7\ (93,11)
— + _ -

In tal modo, i diagrammi nella tecnica di Keldy$ si ottengono:
dai diagrammi della tecnica ordinaria, attribuendo in tutti i modi
possibili nei vertici e negli estremi liberi I'indice supplementare
—+ o —. Questa regola resta valida anche nella tecnica dei diagram-
mi per altri tipi di interazione.

Per un sistema con interazione a coppie tra le particelle, nella
tecnica dei diagrammi ordinaria alla linea tratteggiata interna, si
mette in corrispondenza il potenziale di interazione di due particel-
le. Ora, agli estremi di questa linea si attribuisce ancora una coppia.
di indici uguali 4+ o —:

I+ 2+
Tem T = LUK K =St -t DU 1)

- 2- (93,12).

Cosi, la correzione del primo ordine alla funzione G-, per un siste-

ma con interazione a coppia, verra espressa dalla somma di quattro-
diagrammi:

— —~ ‘Q ’g? (93,13)

~le !
. - S U WO | -
+ —

1
- = - - + - - - - 4+ -

(al posto dei due diagrammi della tecnica ordinaria in IX, (13,13)).
Alla linea continua chiusa su se stessa si mette in corrispondenza,.
come prima, il fattore Ny (u, T') (la densita del gas perfetto), qua-
lunque sia il segno del vertice.

% stato gia detto che la tecnica dei diagrammi di Keldy3 & appli--
cabile anche ai sistemi in equilibrio per T 5= 0. Supponiamo che il
campo esterno non esista e passiamo dalla rappresentazione delle
coordinate a quella delle quantitd di moto, sviluppando tutte le



%14 CAPITOLO X

funzioni G in integrali di Fourier. Allora, nel modo usuale, a ogni
linea sui diagrammi si attribuisce un « quadrivettore » quantitd di
moto e a queste linee si mettono in corrispondenza, in base alle stesse
regole, le funzioni U (Q) e G‘”(P) nella rappresentazione delle quan-
, tita di moto.
' Per T = O la funzione di distribuzione di Fermi &

. . _ {1, p < prs
np =
0, p >pr

Percid, secondo le (92,20-21), per il sistema di Fermi nel caso ' = 0
.abbiamo

GO-+ (P) = 0 per p >pr, G©* (P) =0 per p<<pr
e tutti i diagrammi per G-, che contengono i vertici con « 4 », si
annullano identicamente. In tal modo, la tecnica dei diagrammi di
Keldy$ applicata ai sistemi in equilibrio (a differenza della tecnica

di Matsubara) si trasforma direttamente per T' = 0 nella tecnica dei
diagrammi ordinaria.

§ 94. Autofunzioni energetiche

Come ogni tecnica dei diagrammi « sensata », quella di Keldy¥
.consente di sommare i diagrammi a « blocchi ». T piu importanti tra
questi blocchi sono le cosiddette autofunzioni energetiche.

Ricordiamo (si veda IX, § 14) che questa nozione compare nello
studio dei diagrammi per la funzione di Green, che non si possono
dividere in due parti congiunte da una sola linea continua. Separando
i fattori iG corrispondenti alle due linee estreme di questo dia-
gramma, rappresentiamolo (nella rappresentazione delle coordinate
quale funzione dei due argomenti X, e X,) nella forma

S IGD (—iSg) G d'Xyd' X,

La funzione —iZ,;, che rappresenta tutta la parte interna del dia-
gramma, si dice autofunzione energetica. L’autofunzione energetica
esatta (indichiamola con —iZ) & definita dalla somma di tutti i
diagrammi possibili di tale tipo. Poiché nella tecnica considerata ad
.ogni vertice va attribuito ancora il segno + o —, esistono quattro
autofunzioni energetiche esatte in accordo con il segno dei loro ver-
tici « d'uscita » e « d'entrata »; indichiamole con S--, T+, 27T,
.

Le funzioni G esatte si esprimono attraverso le funzioni 2 esatte
con identitd, che si possono scrivere in forma grafica; per la funzione
™~ abbiamo

¢_=‘__:+-(_;&_:-+_+ +-+-+ +*“( :)‘—+-(94'1)

s v eem e
-_— -— -
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e analogamente per le altre funzioni (le linee in grassetto sono le
funzioni G, i cerchietti le funzioni X; cfr. IX, (14,4)). In forma ana-
litica abbiamo
6 =G+ [ (683565 +
FGRTERGE + G Gy +
+ GO 236G d X d X, (94,2)

14

e ancora tre equazioni per le altre funzioni G.
Per una scrittura compatta di queste equazioni & opportuno in-
trodurre le matrici

G- G* D2l Y
¢= (G+- G++)' 2= (2+— z) (84.3)
Allora le quattro equazioni della forma (94,2) si scrivono insieme
come una sola equazione matriciale

G=G6 + | 6WEy6, X dX,; (94,4)

i fattori sotto il segno di intégrale vanno moltiplicati secondo la
regola del prodotto matriciale.

Analogamente si scrivono insieme le equazioni (92,14-18) cui
soddisfano le funzioni G del gas perfetto

G163 = b (X, — X,), (94,5)

o= (o _1)-

Torniamo all’equazione (94,4) e applichiamo ai suoi due membri

Voperatore G, Tenendo conto della (94,5), otteniamo come risul-
tato un sistema di quattro equazioni integro-differenziali scritte
sotto forma di una sola equazione matriciale:

G516 =0.8 (X, — X)) + | 0.2050 8K (94,6)

dove 1)

E da notare che questa equazione si pudo rappresentare in un’altra
forma equivalente, se osserviamo che nella scrittura dei diagrammi
(94,1) le linee in grassetto si possono rappresentare con lo stesso ri-
sultato a sinistra (e non a destra come nella (94,1)). In altre parole, i
fattori nella (94,2) si possono scrivere in ogni termine dell’espressio-

1y La notazione o,, propria delle notazioni standardizzate per le matrici
4i Pauli, qui non ha a che fare, ovviamente, con lo spin.
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ne integranda nell'ordine G,,2,sGy;. Applicando T'operatore é;;*

alle uguaglianze cosi rappresentate (si veda la nota a pag. 4060),
otteniamo

G1%C = 0,8 (X, — X+ | €Zp0, 4, (94,7)

Le autofunzioni energetiche possono essere rappresentate esse
stesse sotto forma di una serie di diagrammi a scheletro, agli ele-
menti grafici dei quali, ossia alle linee continue in grassetto, corri-
spondono le funzioni G esatte. Cosi, per un sistema di particelle con
interazione a coppie abbiamo

9

—

-iZT= + O TN 94,8
i e + _l l— + _4——}3;—; +._"( )
) —_—
-z t= | |+ _4_/_}\:&2.7‘".;. .- (94,9)
_

P

e analogamente per Z** e X*7; i termini successivi della serie con-
tengono diagrammi con un numero pia grande di linee tratteggiate ).
In tal modo, le equazioni (94,4) o (94,7) rappresentano un sistema
completo, anche se molto complicato, di equazioni per le funzioni G
esatte.

Le equazioni (94,6) non contengono affatto funzioni G dipen-
denti dallo stato « nullo » del sistema di particelle non interagen-
ti 2). Quindi, ogni dipendenza da questo stato scompare. Ma la pre-
senza nelle equazioni di operazioni differenziali implica la non uni-
vocitd delle soluzioni. Questa non univocita si manifesta nella pre-
senza delle funzioni G nelle equazioni integrali (94,4).

11 sistema di equazioni (94,6) ha, tuttavia, un difetto in quanto
non tiene conto in forma esplicita della dipendenza lineare delle
funzioni G, espressa dall'uguaglianza (92,7). Per eliminare questo
difetto bisogna realizzare la trasformazione lineare della matrice
G, in modo tale da annullarne uno degli elementi mediante la for-

1) Cfr. 1X, (14,9-10), dove tutti i diagrammi elencati del primo e del se-
condo ordine rientrano nei diagrammi a scheletro (94,8).

2) B da notare che in queste stadio si pud generalizzare sostanzialmente la
teenica. In assenza di un campo esterno la serie per G con funzioni G,, dipendenti
solo dalla differenza z; — z,, gode anch’essa di questa proprieta. Ma dopo 1'e-
sclusione di G, si possono considerare anche le soluzioni dell’equazione (94,6)
che dipendono da z; ¢ x, separatamente.
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mula (92,7). Questa trasformazione si realizza con la formula
G = R-'GR, (94,10)

B 1(11) R—i_l(i —1)
Tvi\—-1 1) Ty ALt

E facile vedere che la matrice trasformata &

dove

0 64 |
¢ = ( o F), (94,11)
dove ;
F =G+ G =G + G+ (94,12)

Trasformando in questo modo le matrici G? e X, lasciamo invariata
Yequazione (94,4).
La matrice trasformata di £ &

3’ = R'ZR = ( (94,13)

Q 3R

T4 O) ’

dove si sono introdotte le notazioni |

Q= L Nt SR =3 4 TF, SAd =34 3+ (94,14)

Cid si verifica con un calcolo diretto tenendo conto dell’uguaglianza
I¥r T = —(ZF 4 27, (94,15)

che deriva come conseguenza dall’uguaglianza (92,7) (la si pud
ottenere facilmente uguagliando a zero 1'espressione

Gl (G- + G — 6+ — G*),

costruita mediante le equazioni (94,6)).

Sviluppando ora ’equazione matriciale trasformata (94,4), otte-
niamo tre equazioni. Una di esse & f

GA —c0A 5 GVASAGA X, diX,. (94,16)

La stessa equazione per G non da niente di nuovo in quanto ¢ sem-
plicemente la « coniugata hermitiana » rispetto all’equazione (94,16).
Sottolineiamo che questa equazione, sebbene in essa figuri la fun-
zione G4 per un gas perfetto, & indipendente dallo stato « nullo »,
poiché la funzione G4 non dipende da questo stato (come & stato
notato al § 92).

Infine, la terza equazione per la funzione F, dedotta dalla (94,4),
contiene termini con la funzione F©® dipendente dallo stato « nullo ».



478 CAPITOLO X

Tuttavia, questi termini scompaiono sotto l’azione dell’operatore
differenziale G;;, poiché G5 ;F® = 0. Come risultato otteniamo

GiF = [ (QuGa+ZhFp) &K, (94,17)

Le equazioni (94,16-17) costituiscono un sistema completo di
equazioni che descrivono, in via di principio, il comportamento di
un sistema non in equilibrio. La seconda di esse, 'equazione inte-
gro-differenziale, rappresenta una generalizzazione dell’equazione
cinetica di Boltzmann; ricordiamo a questo proposito che, in accordo
con le (92,5-6), le funzioni G-* e G*~, e con esse anche F, sono legate
direttamente alla funzione di distribuzione delle particelle nel si-
stema. La soluzione dell’equazione (94,17) contiene un’indetermina-
zione corrispondente a quella presente nella soluzione dell’equazione
cinetica. Quanto all’equazione (94,16), essa & un’equazione integra-
le pura e, quindi, non da alcuna indeterminazione supplementare
alla soluzione del sistema.

Sottolineiamo, tuttavia, una particolarita teorica delle equazioni
(94,16-17), che le distingue nel caso generale da un’equazione cine-
tica ordinaria: esse contengono due variabili temporali, ¢, e £,, in-
vece di una. Nel prossimo paragrafo verrd mostrato in che modo que-
sta distinzione si elimina nel caso quasi-classico.

§ 95. Equazione cinetica nella tecnica dei diagrammi

Mostriamo con un esempio elementare come si realizza il passag-
gio dalle equazioni del tipo (94,16-17) a un’equazione cinetica quasi-
classica ordinaria. Consideriamo un gas di Fermi debolmente imper-
fetto alle temperature T ~ &5, supponendo soddisfatta la condizione
di quasi-classicita: gli intervalli di tempo T e le distanze L, alle
quali variano notevolmente tutte le grandezze, soddisfano le disu-
guaglianze

TEp > 1, LPF > 1 (95,'1)

(cfr. i1 § 40). Anche se in questo caso non otterremo, ovviamente,
niente di nuovo, la deduzione contiene alcuni aspetti istruttivi, utili
per i casi piu complicati.

L’equazione cinetica quantistica deve definire la matrice densita
ad una particella p (t, r, r,) !). Per passare al caso quasi-classico &
opportuno ricorrere alla sua rappresentazione mista delle coordinate
e delle quantitd di moto, effettuando lo sviluppo di Fourier rispetto
alla differenza & = r, — r, e lasciando la dipendenza delle coordina-

1) Come nel § 40, supponiamo una distribuzione degli elettroni indipenden-
te dsllo spin e omettiamo nella soluzione il fattore di spin 60102 in .
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te da r = (r, + r,)/2. Inoltre,

r,=r—i——§-, r2=r——2—,

in modo che I'immagine di Fourier corrispondente si scrive

Sentnp= e (Lrid =3 ot 95,2

La trasformazione inversa €

; 43
lmmd = oo (1, 2555 ) 8 s

L’integrazione della funzione n (¢, r, p) rispetto alle coordinate
da la funzione di distribuzione delle quantitd di moto delle parti-
celle, come si vede dall’espressione di questo integrale in funzione
della matrice densitd iniziale:

No=[nt, v, p)de=up | e-wo-mop 4, vy, vy) diz, iz, (95,4

L’integrazione rispetto alle quantitd di moto da la distribuzione
delle coordinate, ciod la densitd spaziale del numero di particelle,
come si pud vedere di nuovo dall’espressione in funzione della ma-
trice densita:

N@n={ntrpdp=apr, 0. (95,5)

Quanto alla funzione stessa » (¢, r, p) nel caso quantistico generale,
non la si pud considerare affatto come funzione di distribuzione
delle coordinate e delle quantitda di moto contemporaneamente; a
prescindere dal fatto che cid contraddirebbe i postulati fondamentali
della meccanica quantistica, la funzione n (¢, r, p) definita dalla
(95,2) nel caso generale non & neanche positiva.

Tuttavia, la funzione n (¢, r, p) ha il significato letterale di fun--
zione di distribuzione nell’approssimazione quasi-classica. Per com-
prendere questo significato, consideriamo 1’operatore di una gran-
dezza fisica riferita a una particella singola e dipendente da r e p:

f = f(r, i)) = (r, —iv)?Y). Secondo la definizione della matrice
densita, il valore medio della grandezza f & dato dall’integrale

f= S [fip (2, T4y X)]ry=rs=r dz,

dove fl agisce sulla variabile r;. Sostituiamo o nella forqxa (95,.3) e
teniamo conto che per le condizioni (95,1) n» é una .f‘un‘zmne' d}
che varia pil lentamente del fattore exp (ipr,). Percio & sufficiente:

*) Per fissare le idee, si pud supperre che tutti gli operatori V si trovino
& destra di r. Nell’approssimazione quasi-classica ci0 & inessenziale.
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derivare soltanto quest’ultimo, il che si riduce alla sostituzione
—iVv,; — p- Allora Yespressione f diventa

- 1 ds
f=—= [ 1@ P r Pz g, (95,6)

il che (per I'indeterminazione di f) corrisponde alla definizione della
funzione di distribuzione classica.

Nel seguito scriveremo le equazioni per la funzione di Green
G (X,, X,), che &legata in modo pill stretto (secondo la (92,5))
alla matrice densitd. Introduciamo per essa la rappresentazione
mista « quadridimensionale »

G+ (X, P)= 5 eP2G-+ (X +5 8, X—+B)d8,  (95,7)

dove P = (0, p) X = (¢, 1), E = (Eqr &) e, inoltre, t = (t, + 1,)/2,
E, = t; — ty. Allora

nit,r, p)=—i S G+ (X, P) 5=; (95,8)

T'integrazione rispetto a dw/2n & equivalente a porre ¢, = Z,.
Dopo queste definizioni preliminari passiamo alla deduzione
dell’equazione cinetica.
Consideriamo la componente (— ) delle equazioni (94,6) e
(94,7) e costruiamo la differenza, termine a termine,

Gr—Ghon=— [ Ener+336 +
+ 63Ty + G ) dXs. (95,9)

L’operatore agente sulla funzione G;; a primo membro dell’equazio-
ne 8

S Py , il 0 1
Gt — Gy = —i (?_7;{»1"+ 3;2—) — 5 (81— =

Passiamo ora in ambedue i membri dell’equazione (95,9) alle
<componenti di Fourier (95,7) e poniamo t, = t, (o, il che & lo stesso,
integriamo rispetto a dw/2n). Tenendo conto della (95,8) troviamo
che il primo membro) dell’equazione (95,9) assume la forma

an p On

Bt Tm o
coincidente proprio con la forma del primo membro dell’equazione
cinetica per la funzione di distribuzione n (¢, r, p). Percio il secondo
membro dell’equazione (95,9) dopo la trasformazione di Fourier deve
dare I'integrale degli urti St n. :
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11 passaggio alle componenti di Fourier in questa parte si realizza
partendo dalle condizioni di quasi-classicitd. L’integrale nella
(95,9) & la somma di termini della forma

{ 2(x,, X9 6 (X5, X;) &4,

‘Esprimiamo i fattori = e G in funzione delle differenze e delle se-
misomme di « quadricoordinate »:

[ = (x—x, Xt%) G (Xy— Xy, TebRr ) aux,,

Nel passare alle componenti di Fourier nei primi argomenti ¢ essen-
ziale la regione di valori delle differenze di coordinate |x, — r; |,
lryg —r, | ~1/p e delle differenze di tempi |#; — ¢31], |3 —
— t5 | ~ 1/e. In accordo con le condizioni (95,1), in questi inter-
valli T e G, quali funzioni dei loro secondi argomenti, variano poco.
Percio questi argomenti si possono sostituire approssimativamente
con i valori X = (X, 4 X,)/2:

| =X, — X5, X) 6 (X, — X,, X) 24X

dopo questa operazione si pud passare alla rappresentazione di Fou-
rier per un dato valore X. Come risultato il secondo membro dell’e-
quazione (95,9) assume la forma

Stn=— [ {S+@=+6)+E-+3 6+ } 32 =
={{-zver+3mer ), (95,10

dove tutte le funzioni nell’espressione integranda hanno gli argo-
menti identici (X, P) = (t, r; , p); nella seconda uguaglianza sono
state usate le relazioni (92,7) e (94,15).

Applichiamo la formula (95,10) al modello del gas di Fermi quasi
perfetto, studiato gia in IX, §§ 6, 21. Come in quel caso, supporre-
mo convenzionalmente che il potenziale U (r;, — r,) di interazione
tra le particelle soddisfi la condizione di applicabilitd della teoria
delle perturbazioni; per passare all interazione propria (che non sod-
disfa questa condizione) e sufficiente esprimere la risposta in funzione
dell’ampiezza di diffusione.

Partendo dallo scopo di trovare 1'integrale degli urti nella prima
approssimazione non nulla della teoria delle perturbazioni rispetto
all'interazione tra le particelle, si pud supporre che le funzioni G
esatte nella (95,10) siano legate alla funziome di distribuzione n
dalle stesse formule (92,20-21) che nel caso del gas perfetto; cio si-
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gnifica che vanno trascurate le piccole correzioni, a causa dell’intera-
zione, all’energia & = p?/2m di una particella del gas 1). A rigore, le
espressioni (92,20-21) si riferiscono allo stato stazionario e omogeneo
del gas; nel caso quasi-classico, invece, essendo lenta la variazione
di r con le coordinate e con il tempo, si pud ricorrere alle stesse
espressioni intendendo con np la funzione n (¢, r, p), in cui £ e r fun-
gono da parametri. L’integrazione rispetto a ® elimina la funzione
delta e si ottiene infine

Stn=iS*(e—pp;t, )L —nr p)l+
4+ iZ*- (e —p, p; L, r) (& 1, P)- (95,11)

Gia dalla forma stessa di questa espressione & chiaro che il primo
termine in essa descrive 1’« arrivo » di particelle, che e possibile
soltanto per 1 — n = 0; il secondo termine descrive 1'« uscita »
proporzionale a n. Restano da calcolare le autofunzioni energetiche
I-te X7t

11 primo contributo che non scompare in queste funzioni proviene
dai diagrammi del secondo ordine (si veda la (94,9)); cosi

-K : + - ul +
izt l Pr } + LN\ |
| | 1 | (95,12)
U S SS—— R —
A 7
a b)

dove P = P + P, — P’. Dopo la sostituzione di U con U, I con-
tributi a £ da questi due diagrammi sono legati dall’uguaglianza
3. = —23, (il segno meno ¢ dovuto alla chiusura del nodo nel dia-
gramma a e il coefficiente 2 alla sommatoria degli spin in questo no-
do; cfr. i calcoli analoghi in IX, § 21). Sviluppando il diagramma b
in forma analitica, otteniamo

5+ (P) = | 6= () 6+ (P) 6 (P U (0 — ) e —

In un gas degenere la lunghezza d’onda delle particelle (~1/p) & auto-
maticamente grande rispetto al raggio d’azione delle forze di intera-
zione in virtd della rarefazione del gas (si veda IX, § 6); cid consen-

1y Proprio questa omissione consente di non considerare le altre componenti
dell’equazicne (94,6), ciod supporle soddisfatte identicamente in un’approssi-
mazione necesraria.
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te di sostituire a U (p, — p’) il valore per p, —p’ = 0:
U,= S U (r) d°z.

Sostituendo per le funzioni G~* e G*~ le espressioni (92,20-21) ed
eliminando le due funzioni delta con 1'integrazione rispetto alle
componenti « temporali » dei quadrivettori P, e P’, possiamo vedere
“che il primo termine nella (95,11) coincide effettivamente con il ter-
mine « d’arrivo » nell’integrale degli urti (74,5) (inoltre, w = 2z U}).
Si calcola analogamente X ¥~ e si trova che anche il secondo termine
nella (95,11) coincide con il termine « d’uscita » nello stesso integra-
le degli urti.



Capitolo XI

SUPERCONDUTTORI

§ 96. Proprieta alle alte frequenze dei superconduttori.
Formula generale

Nel volume IX, § 51 sono state dedotte le formule che legano la
corrente in un superconduttore al potenziale vettoriale del campo
elettromagnetico in esso. Qui queste formule saranno generalizzate
al caso di un campo variabile con il tempo. Come in IX, studieremo
questo problema nei limiti del modello BCS considerando gli elet-
troni nel metallo come un gas isotropo con debole attrazione tra le
particelle 1).

Come sempre nei metalli (e tanto piu nei superconduttori), nelle
equazioni di Maxwell si pud trascurare la corrente di spostamento,
scrivendo cioé

rot H=if—j. (96,1)

Ne segue che in questa approssimazione
div j = 0. (96,2)

Per la descrizione del campo consideriamo una gauge in cui il poten-
ziale scalare ¢ = 0. Il legame lineare tra le componenti di Fourier
dello sviluppo (nel tempo e nelle coordinate) della densita di corrente
e il potenziale vettoriale del campo & scritto nella forma

jo (@, K) = —Q (@, K) (8ap—"52) 45 (0, k), (96,3)

che verifica identicamente l'equazione (9G,2), cioé la condizione
kj (o, k) = 0. La parte longitudinale (lungo k) del vettore A scom-
pare dalla relazione (96,3) e in generale dalle equazioni in modo che
la si pud porre nulla, supponendo cioé che kA (o, k) = 0. Per un
tale vettore A il legame tra la corrente e il campo si riduce a

i(0, k) = —0 (0, k) A (0, k). (96,4)

I1 nostro scopo & di calcolare la funzione Q (@, k). Questa gran-
dezza appartiene alla categoria delle suscettivitd generalizzate e per
la soluzione del problema ricorriamo al metodo esposto al § 91.

1) T risultati di questo paragrafo e del prossimo appartengono a J. Bardeen,
D. C. Mattis (1958) e a 4. f{) . Abrikosov, L. P. Gerkov, 1. M. Chalatnikov (1958).
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Seguendo questo metodo, introduciamo in modo formale nel-
Poperatore di Hamilton del superconduttore il « potenziale vettoria-
le » dipendente dalla variabile di Matsubara t (e dalle coordinate) 1):

A(r, 1) = A (L, k) k-t [ = 2nsT. (96,5)

Mediante le equazioni di Gorkov calcoliamo la correzione lineare
“rispetto ad A alla funzione di Green di Matsubara:

1y, 1y Ty Tg) = FO (7, — Tgy Ty — Tp) -+
+ FO(zy, 115 Ty, 1) (96,6)

in virtu dell’« omogeneitd in t » e dell’omogeneitd spaziale del su-
perconduttore imperturbato, la funzione % ® dipende unicamente
dalla differenza dei suoi argomenti. La densita della corrente j(t,r)
si esprime attraverso la funzione di Green mediante la formula

etN
me

j(r, r)=— -;;:— (V—=V)FV(t, 57, ) erme — A (1, 1), (96,7)
T/'=1+0

dove N & la densita del numero di particelle 2). Questa relazione con
il campo (96,5) avra infatti la forma

J (1) = —Qux (&, k) A (7, 1). (96,8)

Il coefficiente @y, in essa & la suscettivitd di Matsubara e, secondo
la (91,18),

QGIL | k) = Qu (L k). (96,9)

Per la definizione della funzione cercata Q (o, k) si dovra realizzare
il prolungamento analitico dai punti @ = i| Z, | a tutto il semi-
piano superiore.

L’andamento del calcolo di Q,; & analogo ai calcoli in IX, § 51.
Ricordiamo che nella gauge dei potenziali con div A = 0 la corre-
zione alla fessura A nello spettro energetico non esiste e le equazioni

di Gorkov linearizzate per le funzioni di Green ¥ e # hanno la
forma 3)

[~ 2+ 4u]506 1 v, ©)4 AT g 5 7, 1) =
=A@ DVEO -7, r—x), (96,10)
[F+ 3 +0|FO @ n v, ©) =850 @5 v, ) =

T A

1) In questo paragrafo poniamo % = 1.

%) 8i veda IX, (51, 17). Nel confronto con le formule in IX, § 51 ora si deve
tener presente che ¢ indica una grandezza positiva, ciod la carica elementare.

8) Indichiamo I'operatore di Laplace V2 per distinguerlo dalla fessura Al
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Per il campo della forma (96,5) si puo subito individuare la di-
pendenza di §M e M dalle somme t -+ ' et 4 ¢’, ponenda

§W=g@—,r—r)exp [ 5 kr+r)—5 L (v+1) ] (96,11)

e analogamente per FWcon la funzione f al posto di g. Cosi, dopo
questa sostituzione la prima delle equazioni (96,10) diventa

[~ (e e (v 1) 4] 00-
=L A Rexp[gka—T)—5 L (—7) | VT

Sviluppiamo ora tutte le grandezze in serie di Fourier di v — 7’
e in integrali di r — r":

gmn=T 3 Sg(gg,, p)exp[zpr-—iz;;,ﬂ-(g’%’;T (96,12)

8§'=—00

ecc. Come risultato otteniamo per le componenti di Fourier il si-
stema di due equazioni algebriche

[1 (e + %) =5 (p+2) +p]e @ M-8 @) =
r:c pA (Cs» k)g(o) (C-;’ _'%’7 p__l;—) ’
[—i(+3) -5 (p+5) 0] G P

—Af Gy )= — s PA (L B) FO X

(96,13)

f (g, p—k).

Le funzioni di Green « imperturbate » @ e F(® per un sistema
di Fermi si sviluppano in serie di Fourier con « frequenze dispari »:
(25 + 1) =T. Percid dalla (96,13) segue che le « frequenze » Car
assumono i valori

o = @2s +1—s)aT.

Le funzioni §© e #© sono date dalle espressioni (si veda IX,
(42,7-8))

= A
IO G D= ——ftis FOCn D=y (9849
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dove ,
2
N=4——p=vp(p—ps), E=A%4n2  (96,15)

(la costante A é supposta reale). Queste formule consentono di Ti-
durre facilmente la soluzione del sistema (96,13) alla forma

g (s P)=——pA (&, P {FO (P,) 5O (P) +
+FO(P)FO(P)}, (96,16)

dove
Po=(tht, ptg). (96,17)

Usando le (96,7), (96,11-12), otteniamo la densitd di corrente

<0

G l=—2- 3 [pe, g5 —So-AG K

§'=-00

eon la funzione g data dalla (96,16). Tenendo conto della trasversali-
ta dei vettori j e A rispetto a k, calcoliamo la media, sotto il segno
di integrale, secondo le direzioni del vettore p, nel piano perpendi-
colare a k. Le funzioni $©® e #(® nella (96,16) sono indipendenti
dalla direzione di p ; il calcolo del valore medio del fattore p,(p, A)
lo trasforma in Ap?® sen? 8/2, dove 0 & 1'angolo tra p e k. Come ri-
sultato otteniamo infine la seguente espressione per la suscettivita
di Matsubara:

QG W)= +—5- [ 3 prsen?ox
X [$© (P,) 5O (P_) - FO (P) FO (P)] -ZE_.  (96,18)

@m)® -~

Occupiamoci ora del prolungamento analitico di questa funzione
dalla serie discreta di punti &, = 2snT a tutto il semipiano destro
della variabile complessa £ (cio& al semipiano superiore della va-
Mabile o = if). 11 problema si riduce al prolungamento analitico
dell’espressione integranda nell'integrale rispetto a d®p; conside-
riamo, ad esempio, il suo primo termine

JM(CS)ETi §+(§;,+_gi)y_(;,__§§s_)=

8'=-~00

=T 3 (@ +1)aT)F_ (2’ +1)alT —L)) (96,19)

8wz~ 00
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(per brevitd omettiamo ['indice (0) e sostituiamo agli argomenti
P+ = p =+ k/2 gli indiei +). Questa espressione pud essere rappreson-
tata sotto forma dell’integrale

1
Ju@) =z §5 @I G—l)tg5rdz  (96,20)
esteso ai tre contorni chiusi C;, C,, C; (fig. 32) che in generale abbrac-
ciano tutto I’insieme infinito di poli del fattore tg (z/2T), che esso

ha nei punti z = (25 & 1) nT (punti nella figura); i residui dell’e- -
spressione integranda in ciascuno di questi poli forniscono i termini

0 Cp Gy C3 ®

|
|
0 |z

Fig. 32 Fig. 33

corrispondenti alla somma (96,19) (all’infinito F(z) & 1/z in modo
che l'integrale & convergente). Nella scelta dei contorni si & tenuto
conto che la funzione & (z) & analitica in ciascuno dei due semipiani

.\ _{ G® (iz), Rez >0,
5@ ={ GA (iz). Rez <O,

dove GR e G2 sono due funzioni analitiche (le funzioni di Green di
ritardo e di anticipo, si veda IX, § 37); ’asse immaginario z &, in
generale, una sezione per la funzione ¥ (z).

Sviluppiamo ora i contorni in modo tale che passino vertical-
mente lungo entrambe le sponde delle linee di taglio Rez =0 e
Re z = {, (fig. 33; i tratti di chiusura infinitamente lontani non
sono rappresentati). Nella coppia di linee C;, C, cambiamo la va-
riabile d'integrazione ponendo z = iw’ e nella coppia C,, C; po-
niamo z — {, = iw’. Allora per ¢, >0 abbiamo

0

Tu@)=—— | {te 167 (@) —6¢ @)162 (@' — L) +

-

+ 1g LS [6F (@) 62 (@)1 6] (' + it} do’. (96,21)
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Nel dedurre questa espressione il valore di {, era ancora fissato: {, =
= 2nsT. Ma per questi valori

’

i+, 10 o
tg———2—+-;—“:—g—=tg W—=zth—27,—.

Dopo questa sostituzione I’analiticita dell’espressione (96,21) per
tutti i valori £, > 0 & evidente in virtlt dell’analiticita delle funzioni
GA e GE nei semipiani corrispondenti. Ponendo ora if, = w, otte-
niamo la seguente espressione prolungata analiticamente B

T (@)= T (—i0) = — 7§ th 2 (167 (o) — G2 ()] X
X G4 (@' —©) +[67 (@) — G2 (0")] GF (0’ + o)) do’.  (96,22)

Allo stesso modo si realizza il prolungamento del secondo ter-
mine nell’espressione integranda della (96,18) e si ottiene un risul-
tato che differisce dalla (96,22) solo per la sostituzione delle funzioni
GE ¢ GA con F*R, F*42?) Tutte queste funzioni sono date dalle

espressioni (si veda IX, § 41)

. .
u 0
Up

i
o—g-4i0 + o-+e-+i0 ?

GR (&), p) =
(96,23)

+R = 1 L
F™ (@, p)_-z?[m+g+i0 - m—e+iOJ’
dove

S)=t(rx1).

Le funzioni G4, F*4, invece, differiscono da GF, F*® solo per il
segno che precede i0. Percid ' L

GE—G*=21mG® = —n [uid (0 —e)+ B8 (0 + 8)],

FrR_pti =22 (8 (0—e)— 8 (0+e)]

e 'integrazione nella (96,22) si riduce all’eliminazione delle funzioni
delta.

1y Tale metodo di prolungamento analitico appartiene a G. M. Eligsberg

(1962).
2) Per la definizione della funzione di Green F* (corrispondente alla fun-

zione della temperatura Z) si veda IX, § 41. Le definizioni delle funzioni F*B
e F+A gifferiscono da F* per la sostituzione del prodotto 7 con un commutatore,

analogamente al legame tra GR, G4 e G.
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Dopo una serie di trasformazioni algebriche semplici, ma piutto-
sto lunghe, si ottiene infine la seguente espressione 1:

Q(w,k)=-%:2——- e gpzsenzeth

€, %
4mc 27

X {[1 + m?:::.Az J [8+—e_—1—m—i0 + a+—a_—1!—u)-|-i0 ]+

—’L[i - ‘mt::Az J [£++e_1—m—i0+ e++ﬂ_¥1|—m+i0 J} (l-i‘:rrp)3 ?

(96,24)

dove

1 ) k 2 ‘ -
o= (P ) —F S=M4u. (9625

I due termini tra parentesi graffe nell’espressione (96,24) hanno
origine e significato notevolmente distinti. Il primo ¢ dispari in p;
percid 1'integrale di questo termine si annulla per T' = 0 (quando il
fattore th (£,/2T) = 1). Questa parte di Q ¢ legata alla dinamica
senza urti delle eccitazioni elementari. La sua parte immaginaria,
esistente per tutti i k e », & legata allo smorzamento senza urti di
Landau.

L’integrale del secondo termine resta non nullo anche per I = 0.
Questa parte di Q & legata alla generazione o alla scissione delle
coppie di Cooper. I poli dell’espressione integranda in questa parte
si trovano per 4 + £. = =@. Per la loro esistenza (e quindi per
la comparsa della dissipazione, ossia della parte immaginaria di Q)

la frequenza deve superare 2A, cioé 'energia di legame della coppia
di Cooper.

§ 97. Proprieta alle alte frequenze dei superconduttori.
Casi limite

Passiamo allo studio della formula generale (96,24). Qui il nume-
ro di casi limite & molto grande a causa della presenza dei quattro
parametri Aw, Akvy, A, T tra i quali possono esistere le relazioni
‘pitt disparate. Consideriamone alcune.

Per Ao > A la presenza di una fessura nello spettro del super-
conduttore & inessenziale. Ponendo in prima approssimazione A =

1 Tn IX, § 51 & stata sottolineata la necessitd di effettuare con prudenza
il calcolo della somma e degli integrali della forma (96,18), a causa della lentez-
<a con cui decresce 1'espressione integranda. Nell'ordine di operazioni qui indica-
to questa difficolta non esiste pid. Ne & prova il fatto che I'espressione definitiva
{96,24) soddisfa la condizione necessaria: Q=0per A=0e 0 =0 (metallo
normale in campo costante); si veda la nota a pag. 492.
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= 0, otterremo la formula per la costante dielettrica trasversale del
gas di Fermi elettronico normale; non ci soffermiamo sui corrispon-
denti calcoli ?).

Caso di London

Consideriamo il caso limite di London in cui
Rkvy < Ay, (97,1)

dove A, & il valore di A (T) per T = 0. In questo caso supponiamo
che A << T, il che esclude la regione di temperature troppo basse.
Riteniamo la frequenza piccola nel senso che 0 << kvp.

Per -0

{— Nn--+A2 oo k2

€48

Percio il secondo termine tra parentesi graffe nella (96,24) é piccolo
e lo si puo trascurare. Nel primo termine, invece, la prima espres-
sione tra parentesi quadre si sostituisce con 2; dopo questa sostitu-
zione e tenendo conto della disparitd della seconda espressione tra
parentesi quadre quale funzione di p, scriviamo

__ Ne? _ e? k2 g~ p?sen?d d3p
Q(o, k)= me 2mic S[th 2T —th 2T J e, —€&.—ho—i0 (2nk) *

Osservando che th (e/2T) = 4 — 2n, (e), dove
ny (g) = [es/T + 1] (97,2)

¢ la funzione di distribuzione delle eccitazioni elementari nel gas
di Fermi superconduttore (cioé la distribuzione di Fermi con il
potenziale chimico nullo), scriviamo

g & a
th 5 —th o= —2[n, (e,) —n (e)] ~ — 2k kv 22,
dove
vt _
ép me
Allora
) _ Ner | e dng, kv p?sen28 d3p
Q(m’ k)_ me - m2c S de kv—o—i0 (2nk)? (97’3)

1) 11 legame tra Q (o, k) e la costante dielettrica trasversale e; (@, k) va
precisato nel seguente modo. Esprimendo la densitd della corrente in funzione
del vettore polarizzazione mediante la formula —iwP = j e introducendo al
posto di A l'intensitd del campo eletirico E = i@A/e, riscriviamo la relazione
(96,4) nella ferma P = —cw-3QE. Da qui si vede che

—cQlw? = (g — 1)/4n.
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Per @ = 0 questa espressione coincide, come ci si doveva aspetta-
re, con il valore di London N *me, dove N, (T) & la densitd degli
elettroni superconduttori ). Percid si puod riscrivere la (97,3) nella
forma equivalente seguente:

Nge? we? dn, p®sen?d d3p
Qo, k)= me + m2¢ S oe kv—ow—i0 (2nR)3 ° (97.4)
Il secondo termine in questa espressione descrive il contributo alla
costante dielettrica da parte delle eccitazioni elementari nel gas di
Fermi %).

Per o < kv si pud trascurare @ al denominatore dell’espressione

integranda nella (97,4):

1
_ Nget we? sen2Bdcosb (¢ dny pt
Q@ k)= me + 4n2chdk S cos 6—i0 S de  m dp. (97,)

L’integrale rispetto a cos 6 si calcola in base al residuo nel polo
cos O == i0 e vale in. L’integrale rispetto a p, riscritto nella forma
ong ple

X de an
diverge logaritmicamente per |1 | < A. Tagliandolo per i valori
In | ~ wAlkvg (per cui kv ~ ), otteniamo con precisione loga-
ritmica

*

A

an, 3 dn
de L=A PiA-2 5 n
Quindi wA/kvp
uindi
Nget . e2p% Ao 1n (kvp/0)

(97,6)

Q@ k) =———1 2mch3Tk (AT 1) (e= T4 1) °

La parte immaginaria di Q definisce la dissipazione; il suo segno
negativo corrisponde al segno positivo della parte immaginaria della
costante dielettrica.

L’espressione (97,6) diventa inapplicabile per 7 — T, quando
N, e A tendono a zero. Qui il contributo principale all’integrale
rispetto a p nella (97,5) proviene dalla regione n ~ I >> A, nella
quale si pud porre A = 0. In seguito otteniamo

, 3n Ne? o
o, k)= —iF 050

!) Cio si prova facilmente mediante le formule dedotte nel § 40 del volu-
me IX nel calcolare p; = mN;. E da notare che Q@ (0, k) si annulla (assieme
a Ng) per T — T, come & stato gia detto nella nota a pag. 490.

2)" Questo risulta dal confronto della (97,4) con la formula (2) per la costante
dielettrica trasversale del plasma elettronico senza urti nel problema 2 del § 31.
Nel confrontare si deve tener presente che il caso di London corrisponde al limite
quasi-classico, in modo che la formula per il gas degenere differisce dalla formu-
1a per il plasma di Maxwell soltanto per la forma della distribuzione e per la
legge della dispersione e (p).
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dove N = p#/3nh® & la densitd degli elettroni. Questa espressione
corrisponde semplicemente all’effetto skin anomalo in un metallo
normale (con la legge di dispersione e = p*/2m) 1).

Caso di Pippard

In un campo magnetico statico il caso limite di Pippard cor-
risponde alla disuguaglianza

hkvg > Ay ~ T (97,7)

Considerando un campo elettromagnetico variabile, aggiungiamo

anche la condizione
ka > . (97,8)

I calcoli in questo caso si rendono notevolmente piu semplici
se sottraiamo preliminarmente dall’espressione (96,24) per Q (o, k)
il suo valore statico Q (0, k); questa operazione si riduce all’elimina-
zione del termine costante Ne*/mc e alla sottrazione da ogni termine
(e+ *= e_ &= Aiw)™ nell’espressione integranda dello stesso termine
con © = 0. La differenza Q (0, k) — Q (0, k) risulta essere pro-
porzionale a 1/k. Allo stesso modo dipende da % il valore di Pippard
Q (0, k):

4niNe? 3n?

A
QO k=45, p=-222 2% Am A (079

(si veda IX, (51,21)). Percid si pud scrivere Q (o, k) nella forma
Q0 k)=—7—[B+7v ()], (97,10)

dove v (w) & una funzione da calcolare che si annulla per o = 0.
E da notare che in virtti della stessa dipendenza da k resta valida
anche la formula IX, (52,6) per la profondita di penetrazione §,
nella quale si deve soltanto sostituire p con B + 9 (0). Ma essendo
¥ (0) complesso (si veda pilt avanti), in questo caso & naturale ricor-
rere non alla § stessa, bensi alla grandezza ad essa legata, ossia al-
I'impedenza superficiale ¢ (0) = —iwd/e.

Nell'integrale che definisce la differenza Q (0, k) — Q (0, k)
sono importanti (cosi come per il calcolo di Q (0, k) in IX, § 51)
I piccoli valori di cos @, inoltre, I'integrale converge rapidamente
all’aumentare di cos 8; ¢id consente di porre sen 8 = 1 e di estendere
Pintegrazione rispetto a cos 6 da —oo a oo.

Trasformiamo !'integrale rispetto a

d’p = 2np® dp d cos O = 2npim dn d cos 6

1) Si veda la formula (86,16). Nel confrontare si deve tener conto dell’indi-
pendenza di X da ¢ in questo caso e anche del fatto che Q lega j ad A e non
a E, come fa ¢ nella (86,186).
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(n = p¥2m — p) in quello rispetto alle nuove variabili

’.l'., = E..)_(A. Ig = e_{A-
Abbiamo

Ny + M-~ 21, My — - = kkvp cos 6.

Percid l'integrazione rispetto a dn d cos 6 si puo sostituire con Iin-
tegrazione rispetto a dn.dn _lkvp nei limiti da —oo a oo per ogni
variabile 4+ e n.. In questo caso scompariranno dall’espressione
integranda tutti i termini contenenti il prodotto n.n.e percio dispa-
ri rispetto a queste variabili. Dopo questa operazione si pud passare
all’integrazione rispetto alle variabili z; e x, nell’intervallo da
1 a oo per ciascuna di esse sostituendo

dn dcos® — 4——= de,de_=

4A2z 2, dxy dzy

Rkvpmm- hkvp (23— 1) (@F— DIV
In seguito a queste trasformazioni troviamo
Net A
'\7((1)) = —33’[71?%-;],
= eT dz; dx, A
d "§ 5[@%—4)@%—1)11/2“‘ 27 X
1 1 2
x {(z@+ ) | —+ — P21+
gy -z —0—i0  Zy— 2yt 0410 1T
1 oA 2 ’
+(@m—1) | —t 2]}, o1
2, —0—i0 2z F 2.+ 040 “1T 2

dove ® = hw/A. Limitiamoci alla considerazione della parte imma-
ginaria di questa espressione, che definisce 1'assorbimento dell’ener-
gia del campo.

La parte immaginaria delle espressioni integrande nella (97,11)
si separa secondo la regola (29,8) e in seguito le funzioni delta si
eliminano per integrazione rispetto a una delle variabili z; o x,;
inoltre si deve controllare che il punto in cui si annulla 1’argomento
delle funzioni delta appartenga effettivamente alla regione d’integra-
zione. Dopo semplici trasformazioni otteniamo per o >0

J'=ImJ=n 30 2 (e0)+1
| @ — 1Y (40P — 112

X [th (‘g;’i’)“ —th -‘2"'-?-] dz+

o-1

+m S z(w—z):i th—;—?—,—d:c;, (97,12)
(#2— A3/ [(z— @ — 1]
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il secondo termine esiste soltanto per @ > 2. Si pud vedere analoga-

mente che J” (—w) = J” (o). L'integrale (97,12) dipende dai due
parametri A/T e w/A, che possono avere diverse relazioni 1'uno con
I’altro e con 1'unita. Consideriamo alcuni casi limite qui possibili.

Per T = 0. Allora il primo integrale nella (97,12) si annulla.
I1 secondo integrale, invece, € non nullo per w > 2A,, vale a dire
che esiste una soglia di assorbimento nell'« energia di legame »
per le coppie di Cooper. L’esistenza di questa soglia, che si manifesta
direttamente nella fessura dello spettro, & una proprieta specifica dei
superconduttori. :

Nell’intorno della soglia, per ® — 2«1, in tutta la regione
d’integrazione z & vicino a 1. Ponendo @ — 2 =86, 2 — 1 = 26,
troviamo

1 A~
%§Vz(i_:z) = ﬂ;s = (%_1)'

J'

Riunendo le formule scritte sopra troviamo cosi la seguente espres-
sione della parte immaginaria di Q per 7 = 0 nell'intorno della
soglia di assorbimento:

” 3n2Ne2 A Aw
Q'=— 4dme hv;k( 280 1) : (97,13)

Per una temperatura non nulla consideriamo il caso di piccole
frequenze, iw < A, supponendo inoltre che A (T) ~ T (escludendo
in questo modo le temperature sia nell’intorno dello zero che nel-
Iintorno di T.). Ora, il secondo integrale nella (97,12) & assente.

-Nel primo integrale, invece, & importante la regione £ — 1 ~ o <
< 1. Sviluppando nell’espressione integranda la differenza tra due
th in potenze di o e introducendo la variabile z — 1 = u, troviamo
con precisione logaritmica ‘

~1

0 . RO - A du __ Tho -2 A A
J' ™= ch? ijm- o7 Ch % 57 In 5.
Infine otteniamo
" 3 Nt © A ., A, A
Q _—T—m——m——rch -Z-Tln—h—(;)—. (97,14)

§ 98. Conducibilita termica dei superconduttori

La natura fisica della conducibilitd termica elettronica dei
superconduttori & analoga alla natura della conducibilitd termica
o della viscosita del liquido di Bose superfluido. In ambedue i casi
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si tratta dei coefficienti cinetici della componente normale del
liguido quantistico, ossia dell’insieme delle eccitazioni elementari
in esso. Studiamo questo problema nei limiti dello stesso modello
BCS (B.T. Gejlikman, 1958).

Partiamo dall’equazione cinetica per la funzione di distribuzione
delle quasi-particelle in un superconduttore, in cui esista un gra-
diente della temperatura

— == ——="5tn, (9811)

dove v = de/dp & la velocita delle quasi-particelle. L’energia della
quasi-particella &

e = Wi —pr?+ & (DI (98,2)

e dipende essa stessa dalla temperatura atiraverso la fessura energe-
tica A (T). Percid in presenza del gradiente della temperatura Yener-
gia ¢ diventa anch'essa funzione delle coordinate e la derivata
—de/or funge da forza agente sulla quasi-particella; a cio & dovuta
lggci)mparsa del secondo termine a primo membro dell'equazione
(98,1).

Come al solito, poniamo n = n, (¢) + on (r, p), dove

ny (8) = (/T +4)7? (98,3)
3 la funzione di distribuzione d’equilibrio. Conservando a primo
membro dell’equazione solo i termini con 7y, abbiamo
Ong de  Ong [ano an, 0e ]va'

Y or ar  op

Nella differenza tra parentesi quadre i termini contenenti la derivata
rispetto a A si elidono e, quindi, resta

& Ing T — vVT e
T VT T @G T

L’integrale degli urti dipende dal meccanismo di diffusione delle
quasi-particelle. Consideriamo il caso in cui questo meccanismo
fondamentale & rappresentato dalla diffusione elastica sugli atoml
fissi di impuritd; supponiamo isotropa la legge della diffusione.
Allora lintegrale degli urti si riduce all’espressione (si vedala
(11,3)) '

St n = —vbn,
dove v = vNimp 0; & la frequenza efficace degli urti, Nymp la densitd
del numero di atomi di impurita, o; la sezione di trasporto della

diffusione della quasi-particella su un atomo di impuritd. Quest’ ulti-
ma ¢ una grandezza costante dell’ordine delle dimensioni atomiche.
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Cosi, l'equazione cinetica diventa

vVT & on on
" "17"_0'="'—’ (98,4)

dove ! = 1/Nmp0; & la lunghezza costante del cammino libero.
Il flusso di calore si calcola come l'integrale

2d3p
(2nh)3
(il fattore 2 & dovuto alle due direzioni dello spin della quasi-parti-

cella). Ma alla funzione di distribuzione n = n, + 6n & legata anche
la corrente elettrica nel superconduttore di densita:

. .. 243
Ih=)—)k= '_"":T Spén(_ﬁ%—e(N—NS) Vs

q= S evén (98,5)

(nel modello in esame j = —ei/m, e i & dato dalla formula (77,7)).
Fra l'altro, il coefficiente di conducibilitd termica & definito rispetto
al flusso termico per la condizione j = 0. In questo caso, tuttavia,
la condizione suindicata non richiede di procedere ad alcuna modifica
dell’equazione (98,4). Infatti, la densitd totale della corrente nel
superconduttore ¢ la somma j = j, + j, delle correnti normale
e superconduttrice. La corrente j, che compare in presenza del gra-
diente della temperatura é compensata automaticamente (per circui-
to elettrico aperto) dalla corrente superconduttrice j, = —j,. In
questo caso ¢ importante che il moto degli elettroni superconduttori
non sia legato al trasporto di calore. La funzione di distribuzione
d’equilibrio delle quasi-particelle « sullo sfondo » del moto super-
fluido con velocitd v, = —j,/eN, differisce dalla funzione (98,3)
per la sostituzione di & con & + pv, (cfr. il § 77); questa sostituzione
dovrebbe essere realizzata anche nell’equazione cinetica (98,1). Ma
la grandezza v, ¢ proporzionale a j, e, quindi, al piccolo gradiente
VT; percid tale sostituzione implicherebbe la comparsa a primo
membro dell’equazione cinetica di termini infinitesimi supplementa-
ri solo del secondo ordine, che dovrebbero essere omessi lo stesso
passando alla (98,4).

Ponendo 6n dalla (98,4) nella (98,5) e calcolando la media rispet-
to alle direzioni p, otteniamo per il coefficiente di conducibilitd
termica |'espressione

dng 2-4np2dp
= e [ pe2 270
® 3T S”& 28 CaRE

oppure, sostituendovi vdp = de, p? ~ pjz,

Ip? °
= — g2 | ot Tt de. (98.6)
A
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Infine, dopo sostituzioni evidenti abbiamo

20p%A% ¢ b du
®= 3n2h3T2 S ud/T “uA/T . (98,7)
T @)l -+1)

Per T — 0 e A — A, il coefficiente di conducibilita termica tende

a zero secondo la legge
21p%A2
=g AT, (98,8)
Per T — T, e A — 0 esso tende (come si vede dalla (98,6)) al valore

41p%T 1p%T
K= 33 S en, (¢) de= T
0

corrispondente al metallo normale.



Capitolo XII

'CINETICA DELLE TRANSIZIONI DI FASE

§ 99. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie.
Formazione dei germi

Ricordiamo le tesi fondamentali della teoria termodinamica della
formazione di germi in una transizione di fase (si veda V, § 162).

La transizione di una fase metastabile in una stabile si realizza
con una crescita fluttuante nel mezzo omogeneo di piccole accumula-
zioni della nuova fase, ossia di germi. L’'effetto della comparsa della
superficie di separazione, che & svantaggioso dal punto di vista
energetico, fa si, tuttavia, che per dimensioni del germe insufficien-
temente grandi esso diventa instabile e scompare nuovamente. Sono
stabili solo germi di dimensione a, a partire da una determinata
dimensione ag (per un dato stato della fase metastabile); questa
dimensione si chiama critica e anche i germi della dimensione critica
sono detti critici *). I germi critici sono supposti come formazioni
macroscopiche contenenti un grande numero di molecole, Percid
tutta la teoria & valida unicamente per gli stati metastabili non
troppo vicini alla frontiera di instabilita assoluta della fase (avvici-
nandosi a questa frontiera le dimensioni dei germi critici decrescono,
tendendo a una grandezza dell’ordine delle dimensioni molecolari).

Per un trattamento termodinamico puro si pud porre solo il
problema del calcolo della probabilita della crescita fluttuante di
germi di dimensioni diverse in un mezzo supposto in equilibrio.
L’ultima circostanza ha un’importanza teorica. Poiché lo stato della
fase metastabile non corrisponde in realtd all’equilibrio statistico,
questo trattamento si riferisce unicamente a tempi piccoli rispetto
al tempo (alla probabilitd inversa) di formazione dei germi critici,
dopo il quale inizia in effetti la transizione alla fase nuova, ciod
la distruzione dello stato metastabile. Questa & la ragione per cui
il calcolo termodinamico della probabilita di comparsa & possibile
soltanto per germi di dimensioni a << @¢r, germi di dimensioni pin
grandi si sviluppano nella fase nuova; in altre parole, tali fluttua-
zioni grandi non appartengono, in generale, all’insieme di stati
microscopici corrispondenti allo stato macroscopico in esame (meta-
stabile).

1) In V, § 162 con (giermi si intendevano solo le accumulazioni della nuova
fase proprio di questa dimensione critica. -
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Anziché parlare della probabilita termodinamica di formazione
dei germi, parleremo di una funzione che le ¢ proporzionale, ossia
della funzione di distribuzione « d’equilibrio » (nel senso indicato)
dei germi di diverse dimensioni esistenti nel mezzo; la indicheremo
con f, (a) (foda & il numero di germi con dimensioni appartenenti
all’intervallo da nell’unitd di volume del mezzo). In accordo con la
teoria termodinamica delle fluttuazioni abbiamo

fo (@) ~ exp { — Tminl} (99,1)

dove Rpmi, © il lavoro minimo da compiere per creare un germe di
data dimensione. Questo lavoro ¢ composto delle parti volumetrica
e superficiale e ha la forma (per un germe sferico di raggio a)

8nade
Bmjn= — —'g';"i- 4na’a,

dove o @ il coefficiente di tensione superficiale e il raggio critico ae,
& espresso in funzione delle grandezze termodinamiche di entrambe
le fasi (si veda V, § 162, il problema 2). Il valore a = aer corrisponde
al massimo della funzione Rpni, (a); nel suo intorno

Rontn =2 aage — 4nt (2 — ). (99,2)

Al massimo di R nip corrisponde un minimo esponenzialmente acuto
della funzione di distribuzione. Trascurando la dipendenza da a,
notevolmente pid lenta del fattore davanti all’esponente, abbiamo

o (@) = fo (@cr) exp { 2= (a—ac)®} (99.3)

dove 1)
4noal,

fo (@cc) = costante -exp { — )

In accordo con quanto detto sopra, il valore a = @cr corrisponde
alla frontiera oltre la quale inizia la formazione di massicce quantita
della fase nuova. Pil precisamente, si dovrebbe parlare non del
punto di frontiera @ = a¢r, bensi di un’intera regione critica di
valori ¢ attorno a questo punto, di larghezza 8a ~ (T l4ma)t/2. Lo

1y 11 fattore davanti all’esponente in fq {acy) mon pud essere espresso in
funzione delle sole caratteristiche macroscopiche delle fasi. Per una stima quali-
tativa si pud supporre che questo fattore sia proporzionale alla densitd N, del
numero di particelle nella fase fondamentale (fase 1) e alla derivata a9 /da,
dove g~ & il numero di particelle nel germe della fase nuova (fase 2). Ponendo
Ny~ ¥ ~ adr/v, (dove v, e v, sono i volumi riferiti a una molecola in

. . . . 2
ciascuna delle fasi), otteniamo la seguente stima costante: ~ acr/ vy
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sviluppo fluttuante dei germi in questa regione di dimensioni pud
ancora rigettarli indietro, con probabilitd notevole, nella regione
precritica; i germi passati per la regione critica si svilupperanno im-
petuosamente nella fase nuova.

Poiché la teoria termodinamica € limitata allo stadio che precede
di fatto la transizione di fase, essa non puo dare risposta alle questio-
ni inerenti all’andamento di gquesto processo e alla sua velocita.
Qui occorre un’analisi cinetica dell’evoluzione dei germi che alla
fine conduce alla loro trasformazione nella fase nuova ).

Indichiamo con f (¢, a) la funzione di distribuzione « cinetica »
delle dimensioni dei germi. L’« atto elementare » che cambia le
dimensioni del germe & 1’acquisizione o la perdita di una molecola;
si deve ritenere piccolo questo cambiamento, poiché i germi stessi,
nella teoria considerata, rappresentano formazioni macroscopiche.
Questa circostanza permette di descrivere la crescita dei germi
mediante un’equazione cinetica del tipo di quella di Fokker-Planck,

a ds
= (99,4)
dove s & la densitd del flusso mello « spazio delle dimensioni »,
avente la forma

s=—B 2L 4. (99,5)

La grandezza B funge da « coefficiente di diffusione dei germi rispet-
to alle dimensioni ». Il coefficiente A & legato a B da una relazione
che deriva dalla condizione di annullamento di s per la distribuzione
d’equilibrio. Considerando quest'ultima nella forma (99,1) e trascu-
rando la variazione lenta del fattore davanti all’esponente, troviamo

A= —7 Riun (a). (99,6)

Cerchiamo una soluzione stazionaria dell’equazione cinetica,
corrispondente al processo continuo di transizione di fase. In questa
soluzione, s = costante; ed & questo valore costante del flusso (diret-
to verso 'aumento delle dimensioni) a dare il numero di germi pas-
santi (in 1 s attraverso 1 cm® del mezzo) per la regione critica, cio® a
definire la velocitd del processo.

Riscriviamo 1'espressione del flusso (99,5) esprimendolo (tenendo
conto dell’espressione (99,6)) mediante il rapporto f/f, al posto della
funzione stessa f. Allora la condizione di costanza del flusso assume
la forma

a
_Bfoﬁ%o:s. (99,7

1) La teoria qui esjaosta appartiene a Ja. B. Zeldovit (1942).
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Di qui abbiamo

d (g
A Y 77 -costante.

I valori costanti di s e del secondo termine sono definiti dalle condi-
zioni al contorno per a piccoli e grandi. La probabilita delle fluttua-
zioni aumenta rapidamente al diminuire delle dimensioni, ragione
per cui i germi di piccole dimensioni compaiono con probabilitd
maggiore. Si pud anche supporre che la riserva di questi germi sia
completata cosi rapidamente che il loro numero continui a rimanere
in equilibrio, malgrado la fuoruscita costante con il flusso s. Questa
situazione trova un’espressione nella condizione al contorno f/f, — 1
per a — 0. Quanto alla condizione al contorno per a grandi, la si
puo stabilire osservando che nella regione sovracritica la funzione f,
definita dalla formula (99,1) (in realtd qui inapplicabile) cresce
infinitamente, mentre la funzione di distribuzione reale f (a) resta
finita. Questa situazione & espressa dalla condizione f/f, = 0 posta
in qualche parte della regxone sovracritica; non importa dove (si
veda plu avanti), e percio la indichiamo convenzionalmente con
a— oo l).
La soluzione soddisfacente ambo le condizioni poste &

[]

f__( lda
L s§ o (99,8)
dove la costante s & definita dall’uguaglianza

1

§

da

mo (99’9)

c!_/jg

La funzione integranda ha un massimo stretto per a = a,. Ricorren-
do nell’intorno di questo punto all’espressione (99,3), si pud estendere
I'integrazione rispetto ad a — a., della (99,9) da —oo a oo, a prescin-
dere dal fatto dove si trova (all’esterno della regione critica) il
limite superiore degli integrali nelle (99,8-9), cioé dove & posta la
condizione al contorno. Come risultato otteniamo

s=2 l/g B (acr) fo (@er) - (99,10)

Questa formula esprime il numero di germi « vitali » (passanti per
la regione critica) che si formano, nelle condizioni stazionarie, entro

1) Ragxonamentl analoghi sono stati applicati alla soluzione di un altro
problema al § 2
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1 s in 1 cm?® della fase metastabile in funzione del numero d’equili-
brio di germi critici, definiti dalla teoria termodinamica.

Per la funzione stessa f (a) nella regione subecritica la formula
(99,8) da semplicemente f (a) = f, (a). Nella regione sovracritica,
invece, dalla (99,8) si pud vedere soltanto che f < f, in accordo con
la condizione al contorno posta. E evidente dal quadro fisico del
processo che in questa regione la funzione di distribuzione é costante:
capitato in questa regione il germe cresce monotonamente e pratica-
mente non torna mai indietro. Cid0 premesso, nell espressione del
flusso (99,5) si puo trascurare qui il termine contenente la derivata
df/da, scrivendo cioé s = Af. Per il significato stesso del flusso s,
il coefficiente 4, in questo caso, funge da velocitd nello spazio delle
dimensioni da/dt. Ma la crescita di un germe sovracritico & descritto
da equazioni macroscopiche che consentono di definire la derivata
da/dt in modo indipendente

da
4= (T)macro’ (99,11)
dove I'indice significa il risultato di questo calcolo ).
In seguito, mediante la (99,6) troviamo
T da T da
B (a) - R!‘nin (a) (_Ji_ )macro ~ 8ne (a—acr) (_E)macro * (99’12)

A rigore, la funzione B (a) cosi calcolata si riferisce alla regione
a >a,;, mentre ci interessa (per poter sostituire nella (99,10)) il
valore B (ac;). Siccome la funzione B (a) non ha alcuna singolarita
nel punto a = a¢r, la si puo applicare a questo punto. Notiamo in
proposito che per a — a, la derivata (da/dt)macro Si annulla (il germe
si trova in equilibrio, anche se instabile); la sua divisione in ¢ —
— a.r conduce a un valore finito.

La formula (99,12) da la possibilita in linea di principio di cal-
colare il coefficiente B (a,,) e, quindi, anche la velocita di formazione
dei germi, senza ricorrere a un’analisi microscopica. Cosi, per il
processo di ebollizione si deve considerare, mediante le equazioni
idrodinamiche, la crescita di una bolla di vapore nel liquido; per il

1) Pud sorgere la questione della corrispondenza della formula (99,11) con
la definizione « microscopica » (21,4), secondo la quale come velocitd > 8a/5¢
(somma rispetto agli atti elementari di crescita) funge non la grandezza stessa 4,

bensi la somma 4 = 4 - B’ (a). Ma la derivata B’ (a) & piccola (all'esterno
della regione critica) rispetto al valore (99,6) contenente il grande fattore
Ry /T e percid deve essere omessa. Grandezze di questo ordine sono state gid
trascurate nel dedurre la (99,6) quando il fattore davanti all’esponente nella
{99,1) & stato supposto costante.
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processo di precipitazione di una sostanza sciolta da una soluzione
satura, bisogna considerare la crescita del granello deposto per mezzo
di un apperto con un meccanismo di diffusione di sostanza da parte
della soluzione circostante.

PROBLEMA

Definire il « coefficiente di diffusione rispetto alle dimensioni» per il
deposito di sostanza da parte di una soluzione satura (ma ancora debole); i germi
sono supposti sferici.

Soluzione. Ricordiamo le formule termodinamiche. Il raggio critico del
germe per il suo deposito dalla soluzione satura &

2o’
Aer ==

B =g

(si veda V, § 162, il problema 2), dove in questo caso p§ e v’ sono rispettiva-
mente il potenziale chimico e il volume molecolare della sostanza del germe e p’
& il potenziale chimico della sostanza sciolta nella soluzione; quest 'ultimo & dato
dalla formula p’ = T ln ¢ 4 ¥ (P, T), dove c & la concentrazione. Introducendo
1a concentrazione della soluzione satura ¢y sopra la superficie piana della sostan-
za solubile in accordo con T In ¢yeo + P = p¢, abbiamo

p'—-p‘:TID cc ~ T (= Cooo) H

000 Cooo

I'ultima uguaglianza si riferisce alle soluzioni deboli. Quindi, il raggio eritico

_ zaUICooo .
e s o )
Quanto alla formula
200’ '
Cog = Cgoo (1 + ;: ) = Cqpoo + a;r (""co“)a (2)

essa definisce la concentrazione ¢y, della soluzione satura sopra la superficie
sferica (di raggio a) della sostanza solubile.

L’apporto della sostanza al germe sovracritico in crescita si realizza me-
diante di?fusione dalla soluzione circostante. In regime stazionario la distribu-
zione a simmetria sferica della concentrazione ¢ (r) attorno al germe di raggio a
& definita dalla soluzione dell’equazione di diffusione

2
DAc(r)—-—-D-:——-q—z—rc(r) = 9e

ry _
or =0

at

con le condizioni al contorno ¢ (o0) = ¢ (valore assegnato della concentrazione
della soluzione satura) e ¢ (a) = ¢y,. Ne segue che

¢ (r)=c—(c—coa)%
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e il flusso di diffusione nella direzione del germe &

I=4nr2D % =4nDa (e—cyq) = 41D (¢ —€yoo) (@ — Bor);

nell’ultima uguaglianza si & usata la formula (2).

Se la concentrazione & definita come numero di molecole sciolte nell'unitd
di volume, allora I @ il numero di molecole deposte in 1 s sulla superficie del
germe. Allora

da Iv Dv’
( Et—) macro= hnat . a? (a—acr) (c—cyoo)

e, secondo la (99,12),

TDv' (c— cgoo) - Dv'%cye0
8noal, 4mal,

Blacr) =

§ 100. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie.
Stadio di coalescenza

La cinetica della transizione di fase studiata al paragrafo pre-
cedente si riferisce unicamente al suo stadio iniziale: il volume
generale di tutti i germi della fase nuova deve essere cosi piccolo che
la formazione e la crescita non incidano sensibilmente sul « grado
di metastabilitd » della fase fondamentale e che, quindi, la dimen-
sione critica dei germi definita da questo grado si possa supporre
una grandezza costante. In questo stadio avviene la formazione flut-
tuante dei germi della fase nuova, mentre la crescita di ciascuno di
essi e indipendente dal comportamento degli altri germi. Per fissare
le idee, parleremo piu avanti del processo di deposito di sostanza
sciolta da una soluzione satura;in questo caso il grado di metastabili-
ta & rappresentato dal grado di saturazione della soluzione.

Nello stadio tardo, quando la saturazione della soluzione diventa
molto piccola, il carattere del processo cambia notevolmente. Qui
praticamente & esclusa la formazione fluttuante di germi nuovi,
poiché le dimensioni critiche sono grandi. L’aumento delle dimen-
sioni critiche, che accompagna la diminuzione progressiva del grado
di saturazione della soluzione, fa si che i piu piccoli granelli della
nuova fase tra quelli esistenti diventano subcritici e si sciolgono
nuovamente. In tal modo, il ruolo decisivo in questo stadio & giocato
dal processo di « divorazione » dei granelli piccoli da parte di quelli
grandi, ossia la crescita dei granelli pid grandi a causa dello sciogli-
mento di quelli pitt piccoli (processo di coalescenza). Questo stadio
sard considerato pilt avanti, nel presente paragrafo. E supposto,
inoltre, che la concentrazione iniziale della soluzione sia cosi piccola
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che i granelli depositati sono distanti gli uni dagli altri in modo che
si puo trascurare la loro « interazione » diretta ').

Considereremo una soluzione solida, in cui i granelli depositati
sono fissi e crescono soltanto in seguito a diffusione dalla soluzione
circostante. Proponendoci di dimostrare il metodo e le proprieta
qualitative fondamentali del processo, faremo inoltre alcune altre
ipotesi di semplificazione, cio¢ trascureremo le tensioni elastiche
attorno ai granelli depositati, che supporremo sferici.

La concentrazione d’equilibrio della soluzione nell’intorno della
superficie di un granello di raggio a ¢ data dalla formula termodi-
namica

Can = o (1 + Zo), - (100,1)
dove cy0o € 1a concentrazione della soluzione satura sopra la super-
ficie piana della sostanza solubile, a il coefficiente di tensione super-
ficiale sulla frontiera 1ira le fasi, v’ il volume molecolare della
sostanza solubile (si veda il problema del paragrafo precedente).
Definiamo la concentrazione in base alla quantita di sostanza sciolta
in 1 cm3. Per questa definizione il flusso di diffusione i = D dc/or
nell’intorno della superficie del granello coincidera con la velocita
di variazione del suo raggio:

da D de

=D

(D & il coefficiente di diffusione della sostanza sciolta). Siccome la
concentrazione & supposta piccola, questa velocita & talmente esigua
da poter considerare la distribuzione della concentrazione attorno
al granello coincidente ad ogni istante con la distribuzione staziona-
ria ¢ (r), corrispondente a un dato valore a:

e(r)=c—(c—¢oa)

{c & la concentrazione media della soluzione). Ne segue che il flusso -
di diffusione & i (r) = Da (¢ — ¢o,)/r* e, inoltre, tenendo conto
della (100,1),

da_D(c-—coa)_i(A__g_"
a a

dove si sono introdotti il parametro ¢ = 2av'¢, /T © la saturazione
della soluzione A = ¢ — ¢y. La grandezza

aer (t) = o/A (2) (100,2)

1) La teoria esposta appartiene a 7. M. Lif§its e V. V. Slezov (1958).
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¢ il raggio critico: per a > a., il granello cresce (da/dt >0) e per
@ << ao; si scioglie (da/dt << 0). Pin avanti (fino alla formulazione
dei risultati definitivi) misureremo il tempo nelle unita a3, (0)/Do,
dove g (0) & il valore del raggio critico corrispondente all’inizio
della coalescenza. Otteniamo cosi 1'equazione

a a3, (0) 1 1
fa_ O (1 _1) (100,3)

dt der a

Inoltre, introduciamo la funzione di distribuzione delle dimen-
sioni dei granelli, f (¢, a), normalizzata in modo tale che 1'integrale

N@ty=\f@, a)da

Oty 8

rappresenti il numero di granelli nell’unita di volume. Considerando
v, = da/dt come velocitd di spostamento dei granelli nello spazio
delle dimensioni, scriviamo 1’'equazione di continuitd in questo
spazio

L +2 (o) =0. (100,4)

Infine, la conservazione della quantitd totale di sostanza sciolta &
data dall’equazione

A --g=costante=Q, ¢ (?) =-§4’l 5 a’f (¢, a) da, (100,5)

dove Q ¢ la saturazione iniziale totale, ¢ il volume di granelli de-
positati (in 1 em3 della soluzione).

Le equazioni (100,3-5) costituiscono il sistema completo di
equazioni per il problema in esame. Trasformiamole introducendo
variabili piu adatte allo studio.

Introduciamo la grandezza adimensionale

z (1) = agr ()/ag: (0). (100,6)

Per t — oo la saturazione A (£) tende a zero e il raggio critico, ri-
spettivamente, all’infinito. Percid al variare di £ da 0 a o varia
monotonamente da 0 a co anche la grandezza

v =3Iz (), (100,7)

che consideriamo ora come nuova variabile temporale. Come fun-
zione incognita nell’equazione (100,3) introduciamo il rapporto

u = alag; (t). (100,8)
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In seguito l’equazione diventa

'Zf’ =y (u—1)—u3, (100,9)
dove ,
d
T=7(1) =—r g >0. (100,10)

Iniziando 1’analisi delle equazioni, prima di tutto mostriame
che per T — oo la funzione y (1) deve tendere a un limite finito.

Il secondo membro dell’equazione (100,9) ha un massimo per
u? = y/3 e assume in esso il valore y [2/3 (y/3)/* — 1]. Percig,
a seconda del valore v, il grafico della velocita du®/dt quale funzione
di u pud avere una delle tre forme rappresentate nella fig. 34. Per
Y = 7o = 27/4 la curva & tangente all’asse delle ascisse nel punto
u = uo = 3/2.

Ciascuno dei punti dell’asse delle ascisse, che rappresenta lo stato
del granello, si muove a destra o a sinistra a seconda del segno della
derivata du®/dt. Per y > v, tutti i punti a sinistra di u, si muovono
verso sinistra e scompaiono dopo aver raggiunto I'origine delle coor-
dinate. I punti © > u,, invece, si muovono verso il punto u, avvici-
nandosi asintoticamente ad esso da destra o da sinistra. Cid vuol
dire che tutti i granelli con u > u,, cioé di raggio a > u;a., acquisi-
rebbero asintoticamente (per t — oo) la dimensione a = agu, che
tende all’infinito con a.; in tal modo, il volume generale ¢ di gra-

dusd
T>%o T<7o T=1
/\ Uy

N 7
&N

Fig. 34

nelli depositati tenderebbe anch’esso all'infinito, in modo che 1'equa-
zione della conservazione della materia (100,5) non pud essere soddi-
sfatta. Per y << y, tutti i punti si muovono a sinistra e scompaiono
dopo aver raggiunto in un tempo finito I'origine delle coordinate;
in questo caso ¢ (t) - 0 e I’equazione (100,5) di nuovo non pud essere
soddisfatta.

Quindi, la funzione y () deve tendere al limite y, avvicinandosi
a questo valore dal basso: avvicinandosi dall’alto (oppure per 1'u-
guaglianza esatta y = y,) tutti i punti con u >u, nel loro moto
verso sinistra « si arresterebbero » lo stesso nel punto u = u, (in cui
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la velocitd dud/dt = 0) e 1’equazione (100,3) non potrebbe essere
soddisfatta cosi come nel caso y (o0) >y, Dunque, deve essere

() =2 [1—e (o), (100,41)

dove ¢ — 0 per T — oco. Inoltre, i punti provenienti da destra pene-
trano piu lentamente attraverso il « punto di arresto » u = u,. La
velocita di questa penetrazione e definita dalla funzione & (t) che
nuovamente deve essere definita mediante l'equazione del moto
(100,9) e V'equazione di conservazione della materia (100,5).
Nell'intorno del punto u = u, 'equazione (100,9) con y dalla
{100,11) diventa
du 2 312 g2
'E=—_3‘(\u—'2_) T2

Introducendo la nuova variabile come rapporto z = (u — 3/2)/e
di due grandezze piccole, riscriviamo questa equazione come segue:

3 dz 3 3 d(1/e)

%_ F= _ZZ__!: _l..? zn, n=———d’t . (100,12)
La sua analisi, analoga a quella effettuata sopra per 1’equazione
{100,9), conduce alla conclusione che asintoticamente per v — oo
la funzione m (v) deve tendere al limite finito n, = 2/})/'3 (questo
¢ il valere di m, per cui la curva della dipendenza da z del secondo
membro dell’equazione (100,12) & tangente all’asse delle ascisse nel

«punto di arresto » z, = )/ 3/2). Dall’uguaglianza asintotica m =
= 1}, deriva l'espressione limite della funzione

e(x)=V3/2r. (100,13)
Per t2 > 1 si pud trascurare il termine correttivo nella (100,11).

Allora dall'equazione 1/y = 22 (dz/dt) = 4/27 ricaviamo la legge
limite della dipendenza del raggio critico dal tempo:

— acr (8) ﬁ_ /3 :
z(t) == _( 5 ) . (100,14)
Poiché v = ln z% la condizione di applicabilita del risultato

(100,14), espressa mediante il tempo vero e proprio £, si scrive In® £ >
> 1. E da notare che anche se il valore relativo delle correzioni a vy,
decresce rapidamente all’aumentare di © e la prima approssimazione
(la legge (100,14)) diventa sempre pin precisa, il comportamento
della soluzione in prossimitd del punto di arresto ¢ definito da queste
correzioni.
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Passiamo al ca